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autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 
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d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 
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aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 
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DE  LA  SOCIETIi;  MATHEMATIQUE  DE  FRANCE 


AU  COMMENCEMENT  DE  L'ANNÉE  1898    (»). 


Membres  honoraires  du  Bureau  .... 


MM.  BERTRAND. 
CREMONA. 
DARBOUX. 

HATON  DE  LA  60UI>ILLIÈRE. 
HERMITE. 
JORDAN. 


Président MM.  LEGORNU. 

CARVALLO. 

Vice-Présidents 


Secrétaires 


Vice-Secrétaires. 


Arcliiviste. 
Trésorier . 


GUYOU. 

D'OCAGNE. 

POINCARÉ. 


BLUTEL. 
RAFFY. 

ROREL. 
DUPORCQ. 

BIOGHE. 
CLAUDKLAFONTAtNE. 

ANDRÉ,  ISUÎ). 

APPELL^  1900. 

lOURET,  1899. 

GODRSAT,  1901. 

HUMRERT,  1901. 

^      ,         .     P  „    .».,v  /      LAISANT,  1901. 

Membres  du  Conse.î(  ') |      MANNHEIM,  1900. 

KOENIGS,  1901. 
PICARD,  1900. 
PICQUET,  1900. 
ROUCHÉ,  1899- 
VICAIRE,  1899. 


(*)  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  an  Secrétariat 
les  rectifications  qu*il  y  aurait  lien  de  faire  à  cette  liste. 

(')  La  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  an  com- 
mencement de  laquelle  expire  le  mandat  de  ce  membre. 


—   VI    — 

de 
l'admitsiun. 

1872.  ACHARD,   ancien  directeur  de  la   Compagnie  d'assurances   sur  la  vie  la  Foncièrcy 

rue  de  la  Terrasse,  6  bis^  h  Paris. 

1893.  ADAM  (Paul),  in(;énicur  dos  ponts  et  chaussées,  docteur  es  sciences  mathcmatiqnns, 

avenue  de  VilUrs,  2,  à  Paris. 

1881.     A)ll€l'ES, proviseur  du  lycée,  h  Toulon  (  Var). 

189G.     ANDOYER,  maître  de  conférences  et  chargé  do  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  avenue 
d'Orléans,  5,  à  Paris. 

1894.  ANDRADE,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Poullaiii-Duparc,  7,  à 

Rennes  (Illc-et- Vilaine). 

1372.     ANDRÉ  (Désiré),  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Vauquelin,  28,  à  Paris. 

1890.  ANTOMARI,  docteur  es  sciences  mathématiques,   professeur  au  lycée  Carnol,  rue  Dau- 

bigny,  11  bisy  à  Paris. 

1879.     APPELli,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'École  Cen- 
trale des  Arts  et  Manufactures,  rue  Le  Verrier,  G,  h  Paris. 

1881 .  ASTOR,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  place  Victor-lluno,  1 1,  à  Grenoble  (Isère). 

1882.  AUTONNE,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  rue  Mont-Bernard,  9,  à  Lyon  (Rhône). 
1896.     BAKER,  professeur  à  l'Unirersité,  Toronto  (Canada). 

1894.  BALITRAIVD,  capitaine  du  génie,  à  Gabès  (Tunisie). 

1S89.     BEfiDIN  (Maurice),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  Bourgogne,  4^,  à 
Paris. 

1875.     BERDELliE,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 

1873.  BERTRAND  (Joseph),  secrétaire  perpétuel  de   l'Académie  des  Sciences,  membre    de 

l'Académie  française,  rue  de  Tournon,  4»  à  Paris. 

1895.  BEVDOiV,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  rue  d'Isly,  4?!  ^  Alger  (Algérie). 

1872.     BIENAYHE  (Arthur),  inspecteur  général  du  génie  maritime  en  retraite,  rue  Revel,  i4. 
à  Toulon  (Var). 

1888.     BIOCBE,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  rue  Vavin,  5,  à  Paris. 

1875.     BISCHOFFSBEIN,  membre  de  l'Institut,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris. 

1891.  RLUTEIi,  docteur  es   sciences  mathématiques,  professeur  au   lycée   Saint-Louis,  rue 

Claude-Bernard,  65,  à  Paris. 

1892.  BONAPARTE  (prince  Roland),  avenue  d'iéna,  10,  à  Paris. 

1895.  BOREL  (Emile),  maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  Toullior,  7, 

à  Paris. 

1896.  BDIJLA\€ER,  professeur  à  l'Institut  industriel,  rue  Caumartin,  80,  à  Lille  (Nord). 

1896.     BODRCBT  (  Henry),  maître  de  conférences  h  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Jacques, 
20,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

1896.  BOIRLET,  professeur  à  l'École  des  Beaux-Arts  et  au  lycée  Henri  IV,  avenue  de  l'Ob- 

servatoire, 22,  à  Paris. 

1886.     BRADLT  DE  BOURNONVILLE,  boulevard  de  Talonco,  1%,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1897.  BRICARD,  ingénieur  des   manufactures  de  l'État,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  des  Martyrs,  72,  à  Paris. 

1873.     BROCARD,  chef  de    bauillon     du  génie   en    retraite,   Ville-Haute,    76,   à    Bur-Ie-Duc 

(Meuse). 

1886.     BRl-NEL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1893.  BIRKBARDT,  professeur  à  l'Université,  Zûrichbergstrasse,  i5,  à  Zurich  (Sniiise). 

1897.     CABREIRA,  membre  de  TAcadémie  royale  des  Sciences,  rua  da  Alegria,  36,  ù  Lisbonne 
(Portugal). 

1894.  CAHEN,  professeur  au  lycée  Condorcet,  rue  des  Vignes,  3<),  àPnri«.. 


—    VII    — 

Date 

de 

l'admission. 

1893.     CALDARERA,  professeur  h  rUiiiversité,  palazzo  Giampaolo,  via  délia  Libéria,  à  Palcrnie 
(Italie). 

1888.     CAXET  (Gustave),  incéiiiciir  civil,  directeur  de  l'artillerie   de   MM.  Schneider  et  C'«, 
boulevard  Malesherbes,  i,  à  Paris. 

1885.     CARO.t,  professeur  de  géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  82,  à  Paris. 

1892.     CAEOXNCT,  docteur  es  sciences  mathémaliques,  rue  Barye,  10,  à  Paris. 

1896.     CARTAX,  maître   de  conférences   à  la   Faculté  des  Sciences,  rue  Suchet.  38,  à  Lyon 
(Rhône) 

1887.     GARVALLO,  répétiteur  et  examinateur    d'admission  à  l'École  Polytechnique,   rue  de 
Courty,  I,  à  Paris. 

1887.     CASPARY,  professeur  à  l'École  d'Architecture,  Genthinerstrasse,  4^»   à  Berlin   (Alle- 
magne). 

1890.     CEDERGREITZ  (baronne  Nunny,   née    de   Lagerborg),  Georgsgatan,  22,  à   llelsiriglors 
(Finlande). 

1892.  CELLÊRIER  (Gustave),  quai  des  Eaux-Vives,  3'|.  h  Genève  (Suisse). 
1896.     GELS,  professeur  au  lycée  Lakanal,  avenue  d'Orléans,  12,  à  Paris. 

1887.  CERRl'TI,  professeur  à  TUniversilé,  rue  d'Azcglio,  iG,  à  Rome  (Italie). 

1888.  CHAILAN  (Edouard),  rue  Rerthollet,  16,  à  Paris. 

1893.  CHARL1AT,  ingénieur  des  arts  et  manufactures,  rue  de  Paradis, /|6,  h  Paris. 

1896.     GBARVE,  professeur   à   la    Faculté  des  Sciences,  cours  Pierre-Puget,  60,  à   Marseille 
(  Rouches-du-Rhône  ). 

1881.  CBEMIIV,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  Montaigne,  33,  à  l'ariK. 

1884.  GBRYSTAL,  professeur  ii  l'Université,  h  Edimbourg  (Ecosse). 

1875.  GLAUDE-LAFOirrAlNE,  banquier,  rue  de  Trovise,  3?,  h  Paris. 

1872.  COLLIfiiVOll,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Seine,  G,  à  Paris. 

1890.  GOLOT,  villa  Sully,  k  Arcachon  (Gironde). 

1896.     GOSSERAT  (E.),  professeur   à  la  Faculté   des  Sciences,  rue  de  Metz,  i,  à  Toulouse 
(  Haute-Garon  ne  ) . 

1896.     GOSSERAT  (F.),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  d'Alsace,  23,  à  Paris. 

1896.  GODRTI^,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rue  des  Bernardins,  48,  à  Paris. 

1884.  CRAlfi  (Thomas),  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (États-Unisd'Amé- 

rique). 

1877.    GREMNA,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  h  Rome 
(Italie). 

1872.     BARROIIX,  membre  de  l'Institut,  doyen  de  la  Faculté  des   Sciences,  rue  (iay-Lussac, 
30,  à  Paris. 

1885.  DAITIIEVILLE,  professeur  h  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1881.  BEFFORCES,  lieutenant-colonel  d'infanterie,  en  mission  à  Conslantinople  (  Turquie). 

1882.  DELANXOY,  sous-intendant  militaire  en  retraite,  à  Guérct  (Creuse). 

1895.  DELAIXAY  (N.),  professeur  à  l'Institut  agronomique,  h  Novo-Alexandria  (Russie). 

1885.     BENARTRKS,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

1892.     DENOILIN  (Alph.),  docteur  en  sciences  mathématiques  et  physiques,  répétiteur  à  l'Uni- 
versité, rue  du  Soleil,  11,  à  Gand  (Belgique). 

1897.  BEMS  (Henry),  élève  libre  à  TEcoIe  d'application  du  Génie  maritime,  rue  do  Fleu- 

rus,  23,  à  Paris. 

1896.  BEWERY,  rue  Jouffroy,  93,  à  Parit». 


—   VIII   — 

Dalfi 

de 

l'admlsslun. 

1883.     DERUYTS,  docteur  es  sciences,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  35,  à  Liège 
(Belgique). 

1894.  DESAINT,  docteur   es  sciences   mathématiques,   boulevard  Gouvion-Saint-Cyr,  47)  à 

Paris. 

1896.  DOUAS  (Gustave),   assistant  à  l'École  Polytechnique   fédérale,   Frcigutstrasse,  3o,   à 

Zurich  (Suisse). 

1897.  DUMONT,  professeur  au  lycée,  rue  Royale,  lo,  à  Annecy  (Haute-Savoie). 

1886.     DUNGAN,  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (États-Unis  d'Amérique). 

1895.  DCPORGQ  (Ernest  ),  ingénieur  des  télégraphes,  rue  de  la  Source,  3i,  à  Nancy  (Meurthe- 

et-Moselle). 

1896.  DSPORT  (Henry),  professeur  à   la   Faculté  des  Sciences,  rue  Colonel-de-Grancey,  i, 

à  Dijon  (Côte-d'Or). 

1897.  DDRAX-LORIfiA,  commandant  d'artillerie,  à  la  Corogne  (Espagne). 
187*2.     DDRRANDE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 
1885.     DYGK  (Walther),  professeur  au  Polytechnicum,  à  Munich  (Bavière). 

1896.  EOVERTC,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  ancien  capitaine  d'artillerie,  rue  de 

Seine,  6,  à  Paris. 

1888.  FARRY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1891.  FAIQI'EMRERCUE,  professeur  au  lycée,  à  Mont-dc-Marsan  (Landes). 

1892.  PEBR  (Henri),  privat-docent  à  l'Université,  rue  Gevrey,   i5,  à  Genève  (Suisse). 

1885.     FIELDS  (John),  professeur  de    mathématiques,     Niornbergerstrasse,    i8.   à    Berlin 
(Allemagne  ). 

1893.  PLEURY,  ancien  chef  d'institution,  rue  de  la  Santé,  46,  à  Paris. 

1881 .     FLOQUET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  17,  à  Naney  (Meurthe- 
et-Moselle). 

1872.     FLYE  SAIITTE-XARIE,  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'École 
Polytechnique,  place  Roy er-Col lard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 

1890.  FONTANEAI},  ancien  officier  de  marine,  cours  Bugeaud,  8,  à  Limoges  ( Haute- Vien ne  ). 

1897.  FOXTENÉ,  professeur  au  collège  Rollin,  boulevard  Harliés,  ai  bi»,  à  Paris. 

1895.  FONTES,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Romiguiéres,  3,   à  Toulouse 

(Haute-Garonne  ). 

1891.  FONTVIOLAUT  (de),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  d'Erlanger,  ttg,  Paris-Auteuil. 

1889.  FOtCHE,  professeur  de  mathématiques,  rue  Soufflet,  5,  à  Paris. 

1872.     FODRBT,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  rue  Washington,  16,  à 
Paris. 

1892.  FROlâOV  (le  général),  quai  des  Eaux-Vives,  36,  à  Genève  (Suisse). 

1872.     CARIEL,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  la  Faculté  de  Médecine, 
rue  Édouard-Detaille,  6,  h  Paris. 

1872.     CAIITHIER-VILLARS,  éditeur,  quai  des  Grands^Augustins,  55,  à  Paris. 

1896.  CAUTOIER-VILLARS  (Albert),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  éditeur,  quai  di>s 

Grands-Augustins,  55,  h  Paris. 

1890.  €ERR1A,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Palerme  (Italie). 

1872.     CEXTY  (  E.),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Vaugirard,  'jo;,;!  Paris. 
1890.     CEXTY  (Max),  lieutenant  de  vaisseau,  villa  Ernériau,  à  Toulon  (Var). 
1890.     CERRALDI,  professeur  à  l'Université,  via  Daita,  11,  à  Palerme  (Italie). 

1897.  SERRANS,  professeur  à  Worcester  Collège,  Saint-John  Street,  30,  à  Oxford  (GranJc- 

Hretngne). 
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189(j.     GIRARDVILLE,  capitaine  d'artillerie,  avenue  Marigny,  il3,  à  Montreuil-sous-Rois  (  Seine). 

1881.     COl'RSAT,  professeur  ù  la   Faculté  des  Sciences,    répétiteur  à  TÉcole  Polytecliniqur, 
boulevard  Arago,  iia,h  Paris. 

1896.  CBSEXHILL,  professeur  à  l'École  d'artillerie,  à  Woolwich  (Grande-Bretagne). 

1896.  CRBVY,  professeur  au  lycée  Saiut-Louis,  boulevard  Saint-Germain,  i3,  à  Paris. 

1896.  GRIISS,  professeur  au  lycée  Charlemngue,  rue  Monge,  iS,  à  Paris. 

1880.  fitCCIA  (Jean),  professeur  à  l'Université,  vin  Kiiggiero  Settimo,  q8,  à  Palerme  (Italie). 

1891.  fillIARAES,  officier  du  génie,  à  l'AcadiMiiie  des  Sciences,  rue  Arco  de  Jésus,  h  Lis- 

bonne (Portugal). 

1881.  6GKTBER  (D'  Sigismond),  professeur  à  l'Kcole  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 

1885.     fiUYOD,  membre  de  Tlnstitut,  capitaine  de  frégate,  rue  de  rUiiiversité,  i3,  à  Paris. 

1873.     BAAfi,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  h  l'École  P<ilytechnique, 
rue  Chardin,  1 1  bis,  a  Paris. 

1882.  BARICn,  directeur  de  l'École  des  mines,  à  Lima  (Pérou). 

1896.     HADANARD,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  professeur  suppléant  au 
Collège  de  France,  rue  Ou  Sommerard,  a5,  à  Paris. 

1894.  HALSTED,  professeur  à  l'Université  du  Texas,  Guadalupe  Street,  a'io^,  h  Auslin  (Texas). 

1872.     BATON  DE  LA  fiOUPlLLIÈRE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur de  rÉcole  des  mines,  boulevard  Saint-Michel,  60,  h  Paris. 

1872.  BEKRY,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  boulevard  St-Germain,  aa,  à  Paris. 

1892.  IERVA\IVy  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris. 

1873.  BERMITE,  membre  de  l'Institut,  professeur  honoraire  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue 

de  la  Sorbonne,  a,  à  Paris. 

1893.  HIOUX,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés  Saint-Jacques,  iG,  à  Paris. 

1879.  BOLST(Elling),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  Pi  Iestrnde,.''i9,  à  Christian  ia(iSorvège). 

1895.  BOTT  (Stanislas),  professeur  à  l'École  S'*-Geneviève,  rue  Vauquelin,  3o,  à  Paris. 

1872.  B0DB16AXT,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

1880.  BDMBERT.  ingénieur    des   mines,   professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Daubigny, 

10,  à  Paris. 

1881.  IMBER,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  rue  Montgollicr,  i,  à  Paris. 
1887.     IS.SALY  (l'abbé),  rue  Margaux,  16,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1896.  JACQIET,  professeur  de  mathématiques,   rue  des  Capucins,  ai  bis,  à  Chartres  (Eure- 

et-Loir). 

1873.  JA^I.Y,  chef  d'escadron  au  i5"  régiment  d'artillerie,  à  Douai  (Nord  ). 

1872.    JAVARV,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiipies  à  l'École 
Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  t,  a  Paris. 

1872.     JORDAX,   membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  et  au  Collège  do 
France,  rue  de  Varenne,  48,  ù  Paris. 

1872.     JODFFRET,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  rue  Carnot,  a^i  ù  Fontainebleau  (Seine-et- 
Marne). 

1875.     JUN€,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  via  Borgonuovo,  9,  a  Milan  (Italie). 

1890.     KOBR  (Gustaf),  maître  de  conférences  h  l'Université,  a  Stockholm  (Suède). 

1892.     KOGH  (H.  von),  maitre  de  conférences  à  l'Université, Engelbreklsgatan, 43  B,à  Stock- 
holm (Suéde). 

1880.  KCKIfiS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  do  Paris,   rue  Le  Bouvier,  d,  a  l'ourg* 

la-Reine  (Seine). 

1897.  LAGADCBIB,  ingénieur  civil,  chef  du  laboratoire  de  la  Compagnie  générale  dc<i  Omni- 

bus, boulevard  Magenta,  i5/|,  à  Paris. 

1881.  LACOR,profei>scur  de  mathématiques,  boulevard  du  Mont- Parnasse. 96,  à  Paris. 
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1873.     LAISANT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  à  TÉcole  Polytechnique,  avenue  Victor-Huço, 
i()a,  à  Paris. 

1893.     LAXCELIX,  boulevard  Arago,  97,  h  Paris. 

189G.     LAROSE,  ingénieur  des  télégraphes,  Usine  des  câbles  sous-marins,  à  La  Seync  (  Var). 

1896.     LADCEL,  ancien  attaché  d'ambassade,  villa  des  Bruyères,  au  Golfe  Juan  (Alpes-\fari- 
times). 

1873.     LAIITB,  manuTacturicr,  à  Thann  (Alsace). 

1896.     LEAt,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Michclet,  5,  à  Paris. 
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1880.     LEAUTK,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Courcelles,  18,  à  Paris. 

1896.     LBBEL,  professeur  au  lycée,  avenue  de  la  Gare,  67,  à  Rrest  (  FinisUîïre). 

1893.     LBGORND,  ingénieur  en  chef  des  mines,  répétiteur  a  l'École  Polytechnique,  rueGay 
Lussac,  3,  à  Paris. 

1895.     LÉNERAY,  ingénieur  civil  des  constructions  navales,  villa  des  Troènes,  à  la  Seyne- 
sur-Mer,  par  Toulon  (Var). 

1872.     LBMOIKE  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Liltré,  5,  a  Paris. 

1879.  LE  PAICE,  professeur  à  rUniversité,  à  l'observatoire  de  Cointo,  à  l.iége  (Belgique). 

1895.  LE  ROUX,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Faubourg  de  Cour- 

reau,  36,  à  Montpellier  (Hérault). 

1891.  LERY,  agent  voycr  d'arrondissement,  à  Pontoise  (Seine-et-Oise). 

1872.     LESPIAULT,  doyen  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  à  Nérac  (Lot-et- 
Garonne). 

1896.  LE  YAVASSEIR,  professeur  au  lycée,  place  de  la  Trinité,  7,  à  l'oulouso  (H'^-Garonne). 

1882.     LEVY  (Lucien),  répétiteur  et  examinateur  d'admission  à  l'École   Polytechnique,  rue 
du  Regard,  i3,  à  Paris. 

1872.  LEVY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général   des  ponts  et  chaussées, 

professeur  au  Collège  de  France,  avenue  du  Trocadéro,   i5,  à  Paris. 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  LICl'IXE,  professeur  il  l'Université,  à  Varsovie  (Russie). 

1877.     LINDEMANN,  professeur  à  l'Université,  Georgenstrasse,  4^>  à  Munich  (Bavière). 

1886.     LIOIVILLE,  ingénieur  des  poudres,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  tcoles, 
6  bis,  a  Paris. 

1880.  LORIK,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saint-Honoré,  186,  h 

Paris. 

1888.     LUCAS  (Félix),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Freycinet,  36,  ii  Paris. 

1886.     LYOX,  docteur  es  sciences    mathématiques,  chemin  de   la    Roseraie,   it6,   à   Genève 
(Suisse). 

1882.     MACÉ  DE  LÉPINAY,   professenr  de  mathématiques  spéciales  au    lycée    Henri    IV,    rue 
Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 

1895.     MAILLET,  docteur   es   sciences,   ingénieur  des    ponts    et   chaussées,    rue  Fély,  5,   h 
Chelles  (Selne-cl-Marne  ). 

1875.     MALLOIZEL,  professeur  de  mathématiques,  rue  de  l'Fstrapade,  7,  à  Paris. 

1892.  !UA\CEOT,   docteur   es  sciences  mathématiques,  quai  des  Comtes  de  Champagne,  39, 

à  Troyes  (Aube\ 

1872.     ■AKKHEIM,  colonel  d'artillerie  en  retraite,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de 
la  Pompe,  1 1,  à  Paris. 

ISSl.     M.VRTIX  { Artemas),  Colunibia  strcet.  iJ3',.  >.  W.   à  Washington    f).  C.   (États-Unis 
fl' Amérique  ). 
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1889.     MARTIN  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur  de  mathématiques^ 
square  du  Croisic,  i  (l>oulevard  du  Mont-Parnasse),  à  Paris. 

1894.     MAIPIX,  surveillant  général  au  lycée,  à  Nantes  (Loire-lnréricurc). 

1897.     ■IHNKE,    professeur   h   l'École    Polytechnique  supérieure,   Immcnhofcrstrassc,  4«  ^ 
Stuttgard  (Wurtemberg). 

1889.     MODIZABAL  TAMBOREL  (DE),  membre  de  la  Société  de  Géographie  de  Mexico,  calle  do. 
Jésus,  i3,  à  Meiico  (Mexique). 

1884.  MERCEREAl,  licencié  es  sciences,  rue  de  TUniversité,  i()3.  a  Paris. 

1893.     XIGHEL  (François),  sous-inspectcur  du  mouvement  aux  chemins  de  fer  du  Nord,  rue 
Perdonnet,  8,  à  Paris. 

1873.     lUTTAfi-LBFFLER,  professeur  à  TUniversilé,  à  Stockholm  (Suède). 

1897.     NOCTGHEIIL  (Tabbé  de),  professeur  au  collège  Saint-Joseph.  &  Sarlat  (Dordogne). 

1872.  ■OUTARD,  inspecteur  général  des  mines,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique, 

boulevard  Arago,  ii4,  à  Paritf. 

1888.     NIKHOPADBYAY  (Asutosh),  professeur  de  mathématiques,  Russa  Road,  77,  INorth  Bho- 
vranipore,  à  Calcutta  (Inde). 

1885.  XEl'BERfi,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessln,  6,  k  Liège  (Belgique). 

1897.     .\1C0LLIER,  licencié  es  sciences  mathématiques,  villa  Ouchy,  h  Lausanne  (Suisse). 

1882.     0€AfiKE  (M.d'),   ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  professeur  h  l'École  des  Ponts 
et  Chaussées,  répétiteur  à   TÉcole  Polytechnique,  rue  1^  Boétic,  3o,  à  Paris. 

1873.  aVIDia  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  Corso-O porto,  3o,  à  Turin  (Italie). 

1893.     PAIKLEVÉ,   maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  répétiteur  à  l'École 
Polytechnique,  rue  do  Rennes^  99,  à  Pariii. 

1888.     PAPELIER  (Georges),  professeur  de   mathématiques   spéciales   au  lycée,  rue  de  Re- 
couvrance,  qo,  à  Orléans  (Loiret). 

1884.     PARAF,  maître  de  conférences  h  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 

1872.     PARflENTIER,  général  du  génie  en  retraite,  rue  du  (Hirque,  5,  à  Paris. 

1872.  PARRAiV,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris. 

1881.     PELLET,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Ballainvilliers,7,  à  Clermont-Ferrand 
(Puy-de-Dôme). 

1883.  PELLETREAt,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  à  Conslantine  (Algérie). 

1874.  PERCIN,  colonel  commandant  le  07"  régiment  d'artillerie,  à  Douai  (Nord). 

1881.  PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (Massachusetts). 

1873.  PERRIX,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Joinville,  q5,  au  Mans  (Sarthe). 
1892.  PERRIX  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  Lamandé,  7,  ii  Paris. 

1896.     PETROVITGH,  professeur  à  l'Université,  Kossantch-Venac,  a'|,  ii  Belgrade  (Serbie). 

1887.     PEZZO  (del),  professeur  à  l'Université,  via  Gennaro  Serra,  75,  à  Naplos  (Italie). 

1879.     PICARD  (Emile),   membre  de  l'Institut,  professeur  à   la   Faculté    des  Sciences  et  h 
l'École  Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  Soufllot,  i3,  ii  Pari». 

1872.     PICQUET,  chef  de  bataillon  du  génie,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, rue  de  Condé,  a4t  à  Paris. 

189(5.     PIERDX,  inspecteur  général  de  l'Instruction  publique,  rue  d'Assas,  5o,  à  Paris. 

1882.  POINGARB,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  mines,  professeur  si  la  Fa 

culte  des  Sciences,  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 

1882.     POKORXY  (Martin),  directeur  du  lycée  cumnnnml,  à  Prague  (Bohême). 
1872.     POLIfi\AG (prince  ('.  nt),  villa  Jessie,  ù  Cannes  (Alpes-Maritimet»). 
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1896.  PRUVOST,  inspecteur  général  de  l'Instruction  publique,  ii,  rue  du  la  Tour,  Paris- 
Passy. 

1872.  PDTZ,  général  d'artillerie  en  retraite,  rue  Saint- Merry*  98,  à  Fontainebleau  (Seiue-et> 
Marne). 

1806.     QUIQUET,  actuaire  de  la  Compagnie /a  NationaUf  rue  de  Grammont,  i3,  it  Pari». 

1872.     RADAU,  membre  de  Tlnstitut,  rue  deTournon,  12,  à  Paris. 

188.3.  RAFFY,  chargé  de  cours  à  lu  Faculté  des  Sciences,  maître  do  conférences  à  TÉcolc 
Ptiormale  supérieure,  rue  Nicole,  7,  à  Paris. 

1893.     RIVEREAU  (Tabbé),  professeur  à  l'Institut  catholique,  à  Angers  (Maine-et-Loire). 

1872.     RODART,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne,  34,  à  Paris. 

1872.  RODCHE  (Eugène),  membre  de  Tlnstitut,  professeur  au  Conservatoire  des  arls  «t 
métiers,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain, 
3i3,  à  Paris. 

1896.     ROtfilER,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  à  Toulon  (  Var). 

1885.  ROCQUET,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée,  place  de  l'École-d'Artille- 
rie,  Q,  à  Toulouse   (Haute-Garonne). 

1881.  SAINT-PAUL  (Ducupde),  lieutenant-colonel  d'artillerie  en  retraite,  rue  Saint-Sauveur, 
i3,  à  Perpignan  (Pyrénées-Orientales). 

1896.  SAKCIIEZ,  directeur  de  l'observatoire,  h  San  Salvador  (République  de  San  Salvador). 

1889.     SARAZ,  professeur  de  mathématiques,  rue  Saint-Jacques,  220,  à  Paris. 

1872.  SARRAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  poudres,  professeur  à  l'École 
Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  à  Saint-Mandé  (Seine). 

1872.  SART1AUX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  chef  de  l'exploitation  à  la  Com- 

pagnie du   chemin   de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

1885.     SAUVAfiE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (Bouches-du-Rhône). 

1881.  SCBLECKL  (D'  Victor),  professeur  à  l'École  technique,  Volme8tras8e,62,à  Hagcn  (Alle- 
magne). 

1897.  SCHOU  (Erik),  élève  étranger  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'Ulra,  45.  à  Paris. 

1881.  SCBOUTE,  professeur  h  l'Université,  h  Groningue  (Hollande). 

9 

1896.     SKfiUIER  (J.-A.  de),  docteur  es  sciences,  rue  de  Sèvres,  35,  à  Paris. 

1882.  SÉLIVAIiaFF  (Démétrius),  attaché  îi  l'Université,  FonUnka,  1 16,  log.  16,  à  Saint-Péters- 

bourg (Russie). 

1881.  STARKOFF  (Alexis),  proresseur  à  l'École  de  commerce,  Deribasowskuja,  6,  à  Odesbn 

(Russie). 

1879.     STEPBAIIOS  (D'  Cyparissos),  professeur  ii  l'Université,  à  Athènes (  Grèce). 

1873.  STDRNICKA,  professeur  à  l'Université,  h  Prague  (Bohème). 
1872.     SYLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwège). 

1896.  TANNENBERfi  (^V.  de),  chargé  de   cours  à    la    Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gi- 

ronde). 

1872.     TANNERY(Paul),directeurde9  manufactures  de  l'État,  à  Pantin  (Seine). 

1875.     TANNERY  (Jules),  sous-directeur  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris. 

1882.  TARRY  (Gaston),  inspecteur  des  Contributions  diverses,  à  Boufarik  (Algérie). 

1897.  TARRY  (Harold),  inspecteur  des  finances  eii  retraite,  rue  Descartes,  21,  h  Paris. 

1872.  TERRIER,  professeur  au  collège  Chaptal,  rue  Larribe,  3,  à  Paris. 

1873.  TISSOT,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  à  Voreppc  (Isère). 
1896.     TISSOT,  enseigne  de  vaisseau,  professeur  au  Borda ^  ii  Brest  (Finistère). 

1896.     TORRÈS,  ingénieur  des  ponts  et  chunssces,  Valgamc  Dios,  il.  à  Madrid  (Espagne). 


I  aiiuii^viuii. 


180.'{.     TOIT.HE    lieutenant-colonel  d'arlillcrie  territoriale,  rue  TruflTault,  a3,  h  Paris. 

IST'?.     TRESCA,  ingénieur   en  chef  des   ponts  et  chaussées,  boulevard  Inkermann,   37,   à 
^'euiIly-su^-Stiine  (Seine). 

1806.     TRESSE,  docteur  es  sciences,  professeur  uu    co11è(re  Stanislas,  boulevard   du    Mont- 
Parnasse,  16^,  h  Paris. 

1893.     VALLEK-PODSSIX  (Cn.-J.  de  la),  professeur  à  TUniversité,  rue  de  Namur,  190,  à  Lou- 
vain  (Belgique). 

1880.     VA!VECEIi(J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème). 

1890.     VASGllY,  répétiteur    et   examinateur   d'admission  à    l'École    Polytechnique,    avenue 
Bosquet,  68,  à  Paris. 

1876.  VICAIRE,  inspecteur  général  des  mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  h  Paris. 

1897.  VITALIS,  docteur  de  TUniversité,  rue  Polyclète,  5,  h  Athènes  (Grèce). 

1888.  VITO   VOLTERRA,  via  S.  Quinlino,  45,  à  Turin  (Italie). 

1893.  WA6NER,  professeur  à  l'École  J.-B.  Say,  boulevard  Flandrin,  ;o,  ù  Paris. 

1880.  WALCKE\AER,  ingénieur  des  mines,  boulevard  Saint-Germain,  218,  à  Paris. 

1879.     WKILL,  professeur  au  collège  Chaptal,  19,  rue  Thiers,  au  Vésinet  (Seine-et-Oisc). 

1873.     WEYR  (D'  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème;. 

1878.     WORIS  DE  ROXILLY,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Balzac,  7,  à  Paris. 

1S82.     ZARODDSKI,  membre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  à  l'Académie  d'Artillerie,  h 
Saint-Pétersbourg  (Russie). 

1890.     ZAREMBA,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  maison   Vinel^  faubourg  Cabes- 
sut,  à  Cahors  (Lot). 

1881.  ZEUTHE\,  professeur  à  l'Université,  Rosenvonget,  3,  Sidealle,  à  Copenhague  (Dane- 

mark ). 


SOniKTAinKS    PERPKTUEI.S. 

BENOIST  (décédé).  —  BERDELLÉ,  à  Rioz.  —  BIENAYMÉ  (décédé).  —  BIOGOE,  ii  Paris. — 
BISGHOFFSHEIV,  à  Paris.  -<  BORCHARDT  (décédé).  -  BROCARD,  à  Bar-le-Duc.  —  GANBT, 
à  Paris.  —  CARVALLO,  à  Paris.  —  CBASLES  (décédé).  —  CLAUDE-LAFONTAINB,  à  Paris. 
-^  POIRET,  à  Paris.  —  fiAUTniER-VILLARS,  à  Paris.  —  COURSAT,  à  Paris.  —  BALPHE\ 
(décédé).  —  HALSTED,  à  Auatin.  —  HADAMARD,  h  Paris.  —  HATO\  DE  LA  fiOl'PILLlÈRE, 
â  Paris.  —  BERIITE,  ii  Paris.  —  IlIRST  (  décédé  ).  —  HOH,  ù  Paris.  —  LÉAITÉ,  à  Paris. 
-JORDAN,  à  Paris.  —  LAFFOIV  DE  LADÉBAT  (décédé).  —  NANNHEIX,  à  Paris.—  DE  MEN- 
DIZABAL  TAMBOREL,  â  Mexico.  —  «ËRCEREAt,  ii  Paris.  —  D'OCAC.\E,  à  Paris.  —  PEROTT. 
(I  Worcester.  —  PERRIiV,  au  Mans.  —  POI\CARÉ,  à  Paris.  —  POLIfiNAC  (prince  C.  de),(i 
Cannes.  —  RAFFY,  à  Pari».  —  SHOW,  à  F rederikshald.  —  TAXi'^ERY  (Paul),  à  Paris.  — 
TARRY,  il  Boufarik.  —  TCHEBIGHEF  (décédé).  —  VIELLARD  (décédé). 
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VICAIRE. 

1880 

JORDA\. 

1893 

HUMDERT. 
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Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam 
Amsterdam 
Amsterdam 


Kaltimoro 

Berlin 
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Bologne. . 
Bordeaux. 
Bruxelles. 
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Cambridge. 
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Coïmbre.  . 


Copenhague. 
Cracovie. . . . 

Deift 

Dresde 

Edimbourg. 
HIdimbourg. . 

Oand 

Goettingue.  . 
Hambourg... 

Harlem 

Helsingforrt.  . 

Kasan 

Kharkov 

Kharkov 

Leipzig 

Leipzig 

Liège 

Londres 

Londres 

Londres. 

Luxembourg, 

Marseille 

Mexico 


Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Revue  semestrielle  ries  publications  mathéma- 
tiques. 

American    Journal  of  Mathematics, 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Ârchiv  fiir  Mathematik  uml  Physik. 

Jahrbuch  iiber  rlie  Fortschritte  der  Mathe- 
matik. 

Journal  fiir  die  reine  and  angewandte  Ma- 
thematik. 

Académie  des  Sciences  <Ie  l'Institut  de  Bo- 
logne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles 
de  Bordeaux. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Société  philosophique  de  Cambridge. 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab. 
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micas. 

Nyt  Tidsskrift  for  Mathematik. 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Kcole  Polytechnique  de  Delft. 

Zeitschrift  filr  Mathematik  und  Physik. 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  mathématique  d'Kdimbourg. 

Mathesis. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Société  physico-mathématique . 

Annales  de  riJnivcrsIté. 

Société  mathématique  de  Kharkov. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 

Mathematische  yinnalen. 

Société  Royale  des  Sciences. 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Londres. 

Société  Royale  de  Londres. 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Annales  de  la  F  acuité  des  Sciences  de  Mu  rseille. 

Sociedad  cientifica  Antonio  Alzate. 


Hollande. 
Hollande. 

Hollande. 

États-Un  it> 
Allemagne. 
Allemagne. 

Allemagne. 
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Italie. 

France. 
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Belgique. 

Grande-Bretagne . 

Norvège. 
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Autriche. 
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Grande-Bretagne. 
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Institut  Royal lombarddosScienccselLe tires. 
Société  mathématique  de  Moscou. 
Académie  des  Sciences  de  Munich. 
Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et 
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Académie  des  Sciences  et  Arts  du  Connec- 
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Société  mathématique  d'Odessa. 
Rendieonti  del  Circolo  matematico. 
Académie  des  Sciences  de  Paris. 
Association  française  pour  l'avancement  des 

Sciences. 
Société  philomathique  de  Paris. 
Bulletin    des  Sciences    mathématiques. 
Journal  de  l'École  Polytechnique, 
Journal  de  Mathématiques  élémentaires. 
Journal  de  Mathématiques  spéciales. 
Institut  des  Actuaires  français. 
École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 
Université  Royale  de  Pise. 
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Académie  des  Sciences  de  Prague. 
Casopis  pro  péstovàni  mathematiky  a  fysiky , 
Société  mathématique  de  Prague. 
Académie  Royale  des  Lincei. 
Académie  Impériale  des  Sciences. 
Acta  Mathematica. 
Annales  de  la  Faculté  de*  Sciences  de  Tou' 
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Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal. 
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SOCIETE    MATHEMATIQUE   DE  FRANCE. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SfcANCE   DU   5  JANVIER    1898. 

PRKSIDKNCE    DE   M.    LAISANT. 

I^a  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  procède  au  renou- 
vellement de  son   bureau  el  à  Téleclion  de  membres  du  Conseil. 

Elle  entend  el  approuve  le  rap[)<irt  de  la  Commission  des  fi- 
nances sur  Texercice  i8()6-i8()". 

CONGRÈS  INTERNATIONAL  DE  1900. 

Le  Conseil  communi(|ue  à  l'Assemblée  le  document  suivant  : 

Résolutions  votées  le  mercredi  ii  aovt  1897  a   i/asskmblék  générale 
DU  Congrès  international  des  Mathématiciens,  siégeant  a  Zurich. 

I.  A  l'avenir  les  Conjures  internatiooaux  de  Malhéinaticiens  se  succéde- 
ront à  des  intervalles  de  trois  à  cinq  ans.  Il  sera  tenu  compte,  dans  le 
choix  du  sièpje,  des  vœu\  légitimes  des  difl'érenls  pays. 

H.  On  choisira,  à  la  fin  de  chaque  Congrès,  la  daie  et  le  siè<];c  du  Congrès 
suivant,  ainsi  que  les  organes  ou  les  associations  chargées  de  le  préparer 
el  de  l'organiser. 

III.  Si,  par  suite  de  circonstances  imprévues,  un  Congres  ne  pouvait 
siéger  à  la  date  et  au  lieu  choisis,  le  Comité  du  dernier  Congres  devrait 
prendre  les  dispositions  nécessaires  à  la  convocation  d'un  Congrès  nouveau. 
A  cet  effet  il  s'entendra  avec  les  organes  mentionnés  dans  l'article  II. 

IV.  Chaque  Congrès  pcjil,  lorsqu'il  le  juge  utile  pour  l'étude  de  certaines 
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questions  de  nature  internationale,  nommer  des  commissions  permanentes 
dont  le  mandat  dure  d*un  Congrès  au  Congrès  suivant. 

Les  compétences  et  les  attributions  de  ces  commissions  sont  fixées  lors 
de  leur  nomination. 

V.  Le  prochain  Congrès  siégera  à  Paris  en  1900.  La  Société  Mathéma- 
tique de  France  est  chargée  de  sa  préparation  et  de  son  organisation. 

VI.  Le  Bureau  du  Congrès  de  Zurich  est  constitué  en  commission  per- 
manente, en  exécution  de  la  résolution  IV,  pour  étudier  les  questions  qu'il 
jugera  les  plus  importantes,  parmi  celles  qui  sont  mentionnées  au  Rapport 
du  Comité  préparatoire  ou  qui  pourront  lui  être  soumises.  Il  pourra  s'ad- 
joindre de  nouveaux,  membres.  11  fournira  à  la  Société  Mathématique  de 
France  tous  les  renseignements  utiles  pour  la  préparation  du  Congrès 
de  1900. 

Le  Conseil  propose  à  la  Société  : 

i"  D'accepter  la  mission  qui  luî  a  été  dévolue,  par  le  Congrès 
préparatoire  de  Zurich,  d'organiser  le  Congrès  international  des 
Malhéinaticlens  qui  doit  être  tenu  en  1900  à  Paris; 

2"  De  charger  son  Conseil  des  mesures  préparatoires. 

L'Assemblée  adopte  les  deux  résolutions  proposées  par  le 
Conseil. 

Election  : 

Est  élu,  à  Tunanimité,  membre  de  la  Société  :  M.  Ch.  Rabut, 
présenté  par  MM.  Poincaré  et  Lecornu. 

Communications  : 

M.  N.  DELAu.^fAY  adresse  un  Mémoire  Sur  les  surfaces  n^ ayant 
quun  côté  et  sur  les  points  singuliers  des  courbes  planes. 


SÉANCE  DU  19  JANVIER  1898. 

PRKSIDISNCR   DE   M.    LECORM'. 

Communications  : 

M.    Blulcl   :   Condition  pour   que   deux   cubiques  gauches 
soient  placées  sur  une  même  surface  du  second  degré. 
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M.  Laisant  oflVe  à  la  Sociclé  TOuvragc  qu'il  vient  de  publier  : 
La  Mathématique;  philosophie,  enseignement,  et  eu  fait  un 
compte  rendu  sommaire. 

MM.  Lecornu,  Fouret  et  Fontené  présentent  diverses  obser- 
vations à  ce  sujet. 

M.  l'abbé  Issaly  adresse  deux  Motcs,  Tune  intitulée  :  Sur  une 
formule  (V Enncper  et  sa  corrélative,  la  seconde  intitulée  : 
Autres  propriétés  de  la  double  série  de  courbures  obliques 
d' une  ligne  quelconque  tracée  sur  une  pseudo-surface. 


SÉANCE  DU  2  FÉVRIER    1898. 

PRKSIDENCK   DR   M.    LECORNir. 

Communications  : 

M.  Fontené  :  Sur  une  métrique  aninvolutii^e. 

M.  llairy  :  Sur  les  surfaces  à  représentation  sphérique  iso- 
therme, dont  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  liés  par 
une  relation, 

SÉANCE  DU  16  FÉVRIER   1898. 

PRKSIDRNCB   DE   M.    LECORNU. 

Commun ica t io n s  : 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  méthode  nomographique  la  plus  gé- 
nérale résultant  de  la  superposition  de  deux  plans  et  sur  son 
application  aux  équations  à  trois  et  (i  quatre  variables. 
M.  Humbert  :  Sur  une  propriété  des  coniques, 
M.  Bricard  :  Observation  sur  la  Communication  précédente. 

M.  Lkmeray  adresse  une  Note  Sur  quelques  algorithmes  et 
sur  r itération. 

M.  Leau  adresse  une  Note  Sur  un  problème  dUtération. 

M.  Touche  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  figures  inverses  limites. 

Considérons  une  circonférence  de  diamètre  D  déterminé.  Pre- 
nons sur  celte  circonférence  un  point  S  cl  considérons-le  comme 
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origine  d'une  inversion.  Soient  l*'  Tinverse  de  rexirémilé  V  du 
diamètre  SP  et  M' l'inverse  d'un  point  quelconque  iM  de  la  circon- 
férence. Les  droites  MP  et  M'F  étant  anliparallèles,  Tangle  SP'M' 
doit  être  droit,  comme  son  é«;al  SMP.  Le  lieu  du  point  M'est  donc 
la  perpendiculaire  élevée  par  P'  sur  SP. 

On  a 

SPxSP'=  |ji, 

[JL  étant  la  puissance. 

Nous  pouvons,  tout  en  considérant  le  diamètre  SP  comme  con- 
stant, supposer  que  [jl  diminue  indéfiniment;  il  suffit  de  supposer 
que  le  point  P'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  S.  A  la  limite, 
la  circonférence  de  diamètre  D  est  tangente  à  un  élément  de  droite 
perpendiculaire  à  SP  et  passant  par  le  point  S. 

Mais  le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  pour  une  cir- 
conférence de  diamètre  D,  passant  par  le  point  S  et  telle  que  son 
inverse  soit,  à  la  limite,  un  élément  de  droite  perpendiculaire  à  SP 
et  passant  par  le  point  S,  nous  pouvons  le  faire  pour  toute  autre 
circonférence  de  diamètre  D,  assujeltie  seulement  à  passer  par  le 
point  S  et  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  direction  de  son  diamètre  SP; 
si  nous  faisons  décroître  la  valeur  de  [jl,  pour  cette  deuxième  cir- 
conférence, de  la  même  manière  que  pour  la  première,  nous  trou- 
vons qu'à  la  limite  elle  est  tangente  à  un  élément  de  droite, 
passant  par  le  point  S  et  perpendiculaire  au  diamètre  qui  aboutit 
à  ce  point. 

Considérons  maintenant  une  courbe  donnée.  Nous  pouvons  dé- 
terminer un  tableau  des  lignes  honiothétiqiies  directes.  Nous 
pouvons  aussi,  en  partant  d'un  point  quelconque,  déterminer  une 
courbe  orthogonale  à  toutes  les  trajectoires  qu'elle  rencontre  et 
les  lignes  homothétiques  directes  de  cette  courbe  orthogonale.  Si 
nous  considérons,  dansée  tableau,  des  lignes  droites  passant  par 
le  point  S,  centre  d'homolhétie  directe,  et  dans  différentes  direc- 
tions, chacune  de  ces  droites  fera  le  même  angle  a  avec  toutes  les 
courbes  trajectoires  qu'elle  rencontrera,  et  également  un  même 
angle  a'  avec  toutes  les  courbes  orthogonales  qu'elle  rencontrera. 
Prenons  les  figures  inverses  limites  des  éléments  de  ces  droites  au 
point  S  ;  ce  seront  des  circonférences  toutes  de  même  diamètre  D  ; 
chacune  de  ces  circonférences  fera  le  même  angle  a  avec  les  figures 
inverses  des  trajectoires  que  l'élément  corres|)ondant  passant  par  S 
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avec  les  trajectoires  et  le  même  angle  a'  avec  les  figures  inverses 
des  courbes  orthogonales  qu'elle  rencontrera;  car  le  principe  de 
la  conservation  des  angles  subsiste  à  la  limite  pour  les  figures 
inverses. 

Ainsi  nous  avions,  primitivement,  un  tableau  de  courbes  trajec- 
toires et  de  courbes  orthogonales,  et  nous  avons,  après  Tinversion 
limite,  un  nouveau  tableau  de  courbes  trajectoires  et  de  courbes 
orthogonales. 


MÉMOIRES  I:T  COMMUNICATIOlNS. 


SUR  UN  PROBLÈME  D'ITÉRATION  ; 
Par  M.   L.   Lf..\i\ 

1.  Problème,  —  Déterminer  les  fonctions /*(  a:)  telles  que  Ton 
ait  identiquement  fnix)  =  x,  en  posant 

/i{.r)=/{x)         et        /p(x)--=/p-i[Ajr)]. 

Etudions  avec  quelques  détails  cette  question  que  M.  Lémeraj 
a  récemment,  signalée  (*  )  comme  cas  particulier  d'une  autre  plus 
générale,  et  (jue  j'avais  déjà  eu  Toccasion  de  considérer  ('). 

2.  Occupons-nous  des  fonctions  uniformes.  Si  dans  un  cer- 
tain domaine  D  les  fonctions  f\{x)^  /^{x),  .  . .,  fn{x)  sont  défi- 
nies, et  si  Ton  a  en  un  point  Xq  de  ce  domaine 

l'équation  yi(.r)  =-"  j'o  n'admet  que  la  racine  ^o,  Cdv /f,^i  {y»)  doit 
ramener  la  valeur  initiale  dex,  qui  est  ainsi  unique. 

Il  est  intéressant  de  remarquer  qu'il  résulte  de  là  que  la  fonc- 
tion y'i  (x)  établit  la  représentation  conforme  de  D  sur  une  aire  D|^ 
de  celle-ci,  sur  une  aire  D^j  •••?  cette  représentation  étant  eu 
quelque  sorte  réciprofjife,  en  ce  sens  (jue  les  fonctions // et  y,,  i 
servent  respectivement  à  représenter  U  sur  D,  et  1)/  sur  D. 


(  '  )  Comp/es  rendus  du  ■.>7  d<'Teiiil)re  i^d7. 
(■)  ThOso,  pa^f  K);  liiM-airir  (jiiiitliicr-N  illars. 
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3.  Un  cas  parliculirremeDl  simple  est  celui  où  Ton  cherche 
des  fonctions  iiniformes^dans  tout  le  plan  cl  n'ayant  d'aiilres  sin- 
gularités que  des  pôles  et  des  points  singuliers  essentiels  isolés,  à 
distance  finie  ou  non.  Et  d'abord,  il  ne  peut  pas  y  avoir  de  pareils 
points  singuliers  essentiels.  Soient,  par  exemple,  n  =  2^0  un  point 
singulier  essentiel  isolé,  et  b  un  point  ordinaire.  Dans  le  voisi- 
nage de  ^  =  rt,ypeut  s'approcher  autant  qu'on  veut  de  0,  Inver- 
sement, pour  une  certaine  suite  de  positions  ayant  0  pour  limite, 
/(jt)  est  infiniment  voisin  de  a  ;  donc/(6)  ^^  a,Or  b  est  un  point 
ordinaire  quelconque;  donc/ serait  constant. 

Le  raisonnement  s'étend  évidemment  à  n  quelconque. 

Nous  n'avons  donc  à  chercher  les  fonctions  inconnues  que  parmi 
fractions  rationnelles. 

S'il  n'y  a  pas  de  pCAe  à  distance  finie,  la  fonction  se  réduit  évi- 
demment au  binôme 

où  a  est  racine   /i»^"'^  de  l'unité  et  b  une  constante  arbitraire, 
nulle  si  a  =  i. 

Cherchons  maintenant  une  véritable  fraction.  Les  termes  en 
sont  du  premier  degré  au  plus.  Remarquons  que  si  /(^)  est  une 
fonction  quelconque  vérifiant  l'identité  fft{x)  =  x,  il  en  est  de 

même  des  fonctions /(c -}- ^)  —  cet — - — •  On  peut  en  profiter 


m 


pour  ramener  le  cas  actuel  au  cas  précédent,  c  étant  supposé  choisi 
de  sorte  que/(c)  =  r. 

La  nouvelle  fonction  F{x)  est  alors  ax  -f-  6,  et  l'on  a 

^      ,        (i-i-hc)(.r  —  c) -+- fic 
•^  ô{x  —  c)  -^  a 

OÙ  a"  =  i ,  et  b  el  c  sont  des  constantes  arbitraires,  la  première 
cependant  étant  nulle,  si  «  =  i.  Telle  est  la  solution  complète 
dans  les  conditions  posées. 

4.  Considérons  maintenant,  d'une  manière  beaucoup  plus  gé- 
nérale, une  fonction /(d^),  holomorphe  dans  un  domaine  A,  les 
transformes  d'une  partie  B  de  ce  domaine  étant  tous  à  l'intérieur 
de  ce  dernier,  et  B  et  Bi  ayant  une  portion  commune;  et  suppo- 
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sons  qu'une  des  itéralivcs  de  f{x)  se  réduise  à  x,  Soil  fn[^)  'a 
première  jouissanl  de  cette  propriété. 

Nous  allons  montrer  qu'à  l'intérieur  de  A,  il  existe  une  racine 

simple  de  Téquation 

/(a?)__r  =--o, 

ou  du  moins  de  Téquation 

d  étant  un  diviseur  de  n. 

Parlons  d'un  point  arbitraire  de  B,  jt^»  et  soient  ^Ti,  x^i  •»•, 
Xn=^  Xq^  ses  transformés. 

On  peut  choisir  x^  de  manière  que  i|  soil  aussi  dans  B. 

Si  deux  points  consécutifs  coïncidaient,  ils  seraient  tous  con- 
fondus et  leur  afHxe  vérifierail  l'équation  proposée.  Il  resterait, 
il  est  vrai,  à  prouver  qu'elle  est  racine  simple;  mais  ce  cas  est 
facile  à  éviter  en  changeant  x^.  Joignons  donc  x^  et  x^  par  un 
chemin  c©  situé  dans  B;  ce  chemin  et  ses  transformés  C|,  C2,  ... 
déterminent  un  contour  fermé  L,  tout  entier  dans  A. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  deux  côtés  quelconques  de  ce 
contour  ne  se  coupent  pas.  Lorsqu'on  le  décrit,  la  variation  de 
l'argument  de  f{x)  —  x  est  égale  à  27:  (  M,  ce  qui  établit  la  pro- 
position. 

En  second  lieu,  supposons  que  les  arcs  Ch^k  et  Ch  se  coupent. 
Il  y  a  alors  sur  Co  deux  points  x'  et  x"  tels  que 

fh^k{3p')  ^fhiJr")         ou        fk{x')  =  x". 

Dès  lors,  le  premier  arc  est  coupé  par  un  des  suivants.  Soit  sur 
Co  une  partie  c„  limitée  à  un  point  Ç  et  à  un  de  ses  transformés 
fk{\)  ou  \k  de  telle  sorte  qu'il  n'y  ait  sur  cet  arc  ni  d'autres  trans- 
formés de  H,  ni  de  couple  de  points  transformés  l'un  de  l'autre. 
On  peut  toujours  réaliser  cette  condition,  sauf  peut-être  s'il  y 
avait  sur  Cq  un  point  x'  tel  que  fp{x')  =  x\  mais  on  peut  toujours 
éviter  ce  cas,  en  modifiant  Cq, 


(')  D'une  manière  plus  générale,  si  deux  points  x  ti  \  décrivent  un  contour 
fermé  L,  ne  se  coupant  pas  lui-même,  de  manière  à  revenir  à  leurs  positions  ini- 
lialcs  après  un  tour  unique,  et  sans  avoir  coïncidé  à  un  certain  moment,  Targu- 
inent  de  X  —  x  a  varie  de  :<7r. 
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Posons  F|  (.r)  =zji^(^x).  La  portion  c'„  de  ry  comprise  entre  ç  et  Ça 
jouera  vis-à-vis  de  Vs{x)  le  même  rôle  que  Co  tout  à  Theure,  vis- 
à-vis  de  y*!  (x),  et  engendrera  un  contour  L'a  l'intérieur  duquel 
Téquation 

a  une  racine  simple.  Si  k  est  premier  avec  /?,  la  /i'*"'*'  itérative 
de  F(a')  est  la  première  qui  se  réduise  à  .r.  L'est  formé  de  parties 
appartenant  à  tous  les  côtés  de  L  {fig-  i). 

Fig.   I. 


Si  d  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  k  et  de  n,  la  pre- 
mière itérative  de  ^{x)  qui  se  réduise  à  x  est  F/i(.r)  en  posant 

-%  ±=  A,  L'  ne  comprend  pas  des  parties  de  lous  les  côtés  de  L 


Fig.   2. 


Dans  lous  les  cas,  L'  comprend  à  son  intérieur  une  racine  a  et 

une  seule  de  Téquation 

F{t)  —  X  =  o. 

Si  k  est  premier  avec  n,  on  peut  trouver  deux  entiers  X  et  a 
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lels  que  Xn  —  a/r  =  ±  i  ^  d'où 

/[F{i(^)]-^         ou         ¥^(x)=/{x). 

Dans  les  deux  cas 

/(a)  =  a. 

Si  k  el  n  onl  un  plus  grand  commun  diviseur  d,  on  voit  de  même 
que 

5.    Que  rfsoil  ou  non  égal  à  i,  posons 

/rfCrt-f-or)  —  a=^^(T)         et        ~  =  h. 

a 

^h{^)  esl  la  première   itérative   de  J  qui   se  réduit  à  :r  el  ^{x) 
admet  o  pour  racine  simple. 

i^e  produit  x^^^^  -  '  '^h-s  l'esle  invariable  pour  la  subslitu- 
lion  rf.  Les  racines  /i'''*"*^%  holomorphes  à  l'origine  où  elles  s'an- 
nulent, se  permutent  par  cette  substitution.  Soit  G{x)  Tune  de 
ces  racines,  on  a 

/i  étant  une  racine  primitive  de  l'équation 

x*^  —  I  =  o. 

Ainsi  l'équation  précédente,  où  G(j?)  est  une  fonction  holo- 
morplie  à  l'origine  qu'elle  admet  pour  racine  simple,  est  vérifiée 

par 

f,tia-\-  x)  —  a. 

Réciproquement,  une  pareille  équation  définit  évidemment  une 
fonction  J,  holomorphe  et  nulle  à  l'origine,  dont  la  /i''^°'«  itération 
est  j:,  et  C'est  d'ailleurs  la  première  qui  s'y  réduise. 

Telle  est  la  conclusion  à  laquelle  nous  arrivons. 

Il  est  inutile  d'insister  sur  les  analogies  que  présentent  les 
fonctions  /  que  nous  venons  de  considérer,  avec  les  racines  de 
l'unité  («). 


(  ')  Rabl)agc  a  posé  le  problême  en  1820.  On  trouvera  la  solution  qu'il  en  avait 
donnée  dans  le  Traité  d'Analyse  de  M.  f^aurent,  tome  VI. 
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SUR  QUELQUES  ALGORITHMES  GËNËRAOX  ET  SUR  L ITÉRATION; 

Par  M.  Lémleray. 

Soit/(j*o)  "ne  fonction  de  Xo  et  ses  itératives  /*(îFo),/'(-ro)j  ••• 
définies  comme  Ton  sait  par  la  relation 

I^osons  f^(xo)  =:z  F{x);  à  la  fonction  f{x)  correspond  une 
fonction  F(x),  son  itérée;  on  peut  dire  inversement  que  f(x) 
est  la  désilérée  de  F(x);  on  peut  à  son  tour  itérer  F{x)  et  ainsi 
de  suite.  Pour  mettre  en  évidence  le  nombre  des  itérations  ou  des 
désitéralions  efl'ectuées,  on  peut  écrire 

f(x)  =  Mx)    ou     Nj- 

et  noter  des  désilérées  successives  (N  — I)j:,  (N  —  II )x,  ...  et 
ses  itérées  (N  -|-  I)jr,  (N  -h  II )j:,  ...  ;  ses  itératives  d'ordre  posi- 
tif ou  d'ordre  négatif  étant  notées  comme   d'habitude  N^,  N^x, 

Je  considérerai  uniquement  les  fonctions  de  deux  variables   a 

et  X 

y=  N(a,.r); 

a  est  la  base  et.r  le  facteur;  c'est  par  déHnition  la  variable  par 
rapporta  laquelle  on  fera  les  désitérations  et  les  itérations;  pour 
itérer  on  aura  à  répéter  la  substitution 

pour  désitérer  on  aura  à  éliminer  x^^  entre  les  équations 

x  =  N(a,j'o)        y  =  N(flf,(j'oH-i)). 
Soit/  une  valeur  initiale  arbitraire,  mais  donnée  de  x^^  on  aura 

yy=y  =  N(a,0,        Jj=  N{a,N(a,0)  -  NH«,«.) 
et  en  général,  si  x  est  le  nombre  des  substitutions, 

y  =  n^{a,i); 
l'itération  sera  résolue,  si  l'on  trouve  une  nouvelle  fonction 

y  =  {^  -h  \){riyx:  i) 


% 
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ajanl  les  mêmes  valeurs  que  la  première  pour  les  valeurs  entières 
de  X. 

La  nolalion  signifie  que  Tinilial  /  est  lié  à  a  par  Fopération  de 
mode  N;  X  est  le  facteur  de  mode  N  -f- 1.  Soit,  par  exemple, 

N(a,:r)  =  x«, 
on  a 

et  Ton  aperçoit  l'itérée 

(N -+-î)(t7,T; /)  =  *"'• 

Je  me  propose  d^établir  un  certain  nombre  de  théorèmes  géné- 
raux sur  les  fonctions  itérées  des  divers  ordres  d'une  fonction 
donnée;  c'est-à-dire  que,  supposant  connues  les  propriétés  des 
fonctions  directes  et  inverses  définies  parla  relation 

7  =  N(a,a7), 

je  chercherai  les  propriétés  des  fonctions  définies  par  l'algo- 
rithme de  mode  N  -f-  I. 

Afin  de  ne  pas  avoir  recours  à  des  néologismes,  et  pour  faire 
ressortir  certaines  analogies,  j'emploierai  les  termes  usuels  :  pro- 
duit, quotient,  logarithme,  etc.  pour  dénommer  certaines  fonc- 
tions; mais,  pour  éviter  toute  confusion,  j'adjoindrai  une  lettre 
au  terme  usuel;  c'est  ainsi  que  l'on  rencontrera  les  deux  fonc- 
tions logarithme-L  et  logarithme-/  qui  sont  distinctes  enlre  elles 
et  distinctes  du  logarithme  ordinaire. 

Soit  la  fonction 

y—  N(a,ar;  i), 

qui,  par  définition,  est  l'itérée  de  la  fonction 

nous  dirons  que  y  est  la  puissance-Pj:'^"*'  de  a,  l'initial  étant  /  ; 
que  X,  étant  considéré  comme  fonction  dey,  est  le  logarithme-L 
de  y  dans  le  système  de  base  a,  l'initial  étant  /,  et  que  a^  consi- 
déré comme  fonction  de  y^  est  la  racine-R»r"'"**  de  v,  l'initial 
étant  /.  Considérons  encore  d'autres  fonctions.  Soient 
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Appelons  : 

niultiplication-M  de  u  par  v  l'opéralion  dont  le  résultat  est  la 
fonction 

obtenue  en  prenant  Tune  des  quantités  u  ou  v  pour  en  faire 

l'initial  de   l'autre; 
division-D  de  y  par  v  l'opération  qui  donne  //  en  fonction  de  y 

et  de  c; 
puissance-/; /?î'*^™''  de  u  le  produit-M,  de  m  termes  égaux  à  u\ 

soit^  cette  fonction  ; 

Appelons  :  racine-/'/?!'^'"*^'  de  j^,  la  quantité  u  dont  la  puissance- 
pm}^^^  es\,y\  logarithme-/  de  >'  dans  le  système  de  base  u  l'expo- 
sant de  la  puissance-/?  à  laquelle  il  faut  élever  u  pour  obtenir  j*; 
dans  toutes  ces  définitions  la  base  des  puissances-P  est  toujours 
supposée  être  a. 

Il  faut  remarquer  que  les  puissances-/?  ne  constituent  pas  des 
opérations  de  mode  (N  -|-  I).  Quand  u  se  réduit  à  N(a,  i)  la  fonc- 
tion puissance-/?  se  confond  avec  la  puissance-P;  le  logarithme-L 
et  le  logarithme-/  sont  aussi  une  même  fonction;  mais  il  n'en 
est  pas  de  même  des  racines-R  et  des  racines-/*. 

Tant  que  le  facteur  est  un  entier  positif  ou  négatif,  ces  fonc- 
tions présentent  un  sens  déterminé;  le  calcul  des  puissances-P, 
des  produits-M,  des  puissances-/?,  c'est-à-dire  des  fonctions  di- 
rectes, est  possible  ('). 

Le  problème  de  Titération  consiste  à  exprimer  les  puissances-P 
en  fonction  de  x  par  un  symbole  présentant  un  sens  quand  ce 
facteur  n'est  pas  entier. 

Dans  cette  Note,  j'établirai  les  quelques  théorèmes  généraux 
suivants  : 

Permutation  de  V initial  et  de  la  fonction.  —  L'expression 
(0  j=(X-f-I)(a,ar;0 

est,  par  définition,  équivalente  à  la  suivante  : 


(')  Si   \p  facU'ur   est    négatif,  le  calcul  ne  pourra  s'achever  (|ne  si  l'on  sait  in- 
verser la  fonction  d»>nnéc. 


I 


-  13  - 
Tirant  i  de  celte  dernicTe.  on  a 

ou  bien 

En  comparant  (i)  et  (2)  on  voit  que  Ton  peut  permuter  le  pre- 
mier membre  et  Tinitial  du  second  pourvu  que  Ton  change  le 
signe  de  l'exposant  du  mode. 

Théorème  d'addition,  —  Si  dans  l'expression 

N(a,a:*:  l) 
on  remplace  Tinilial  par 

N(a,j7i;  i), 
on  a 

N(aj(x-h  Xi):  i)  =  iV(a,ar;  N(a,ri;  i))^ 

ce  qui  donne  la  signification  du  facteur  somme. 

Fadeur  différence,  —  Dans  la  relation  précédente  posons 

37  -f-  3^,  =  3*2, 

d'où 

xi  =  j-j  —  ^\ 
elle  s'écrira 

N(a,j'2;  /)  =  N(a,a?;  ^{a,{Xi  — x)\i)). 

Permutant  le  premier  membre  et  l'initial  du  second  en  chan- 
geant de  signe  l'exposant  du  mode,  on  aura 

N(a,(ar,— t);  i)  =  N-»(a,a';  Sya,x^\  i)). 
Facteur  nul.  —  Si  Ton  fait  ar  =  o,  on  a 

le  premier  membre  et  l'initial  du  second  élant  égaux,  on  en  con- 
clut que  la  puissance-P  de  facteur  nul  est  égale  à  son  initial. 

Facteur  négatif.  —  Dans  une  égalilé  précédente 

}î(a,{Xi—x);  i)  =  N-i(a,a-;  N(a,rj;  i)) 

faisons  x-j  =  o,  îl  reste 

N(/i,  — a:;  1)  =  N-'(rt,ar;  i). 

Il  revient  donc  au  même  de  changer  le  signe  de  l'exposant  du 
mode,  ou  celui  du  facteur  de  ce  mode,  ce  qui  ramène  Ja  fonclion 
inverse  à  s'exprimer  par  la  fonclion  directe. 
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Facteur  produit.  —  D'après  ce  qu'on  a  vu   pour  le  facteur 


somme,  on  a 


N(rt,(;r-f-a',-+-j:2-4-...);0  =  N(rt,a:;  N(a,x,;  N(a,ar,  ;  N(a  . . .  a?;,.;  i)))); 

on  a  donc,  si  oti  =  x^  =  j^s  =  . . .  =  x„l^ 

^{a,xm\i)  =  N(a,a:)  N(a  . . .  ar;  i)) 

où  ii  y  a  m  parenthèses;  le  second  membre  ne  constitue  pas  une 
fonction  de  mode  N  +  1,  comme  je  Tai  déjà  remarqué  plus  haut. 
Dans  le  cas  de  m  négatif,  mx  est  négatif;  on  peut  supposer 
m  positif  et  x  négatif,  ce  qui  donne 

N(a,( —  mx)\  I)  =  N(a,  — a:;  N(a  . . .  —  a?;  /)) 

ou  encore,  par  le  symbole  de  la  fonction  inverse, 

N-Ka,J^;  N-«(ûr,ar;  N-»(a...x;  f))). 

Facteur  quotient,  —  Dans  l'égalité  précédente 

N(rt,/?i.r;  i)  =  N(a,a:;  N(rt,iF;  i)) 

posons  j:r  =  — ,  elle  donne 

N(a,a;0  =  N/a,^;  N  ^a,-^  . . .;  H  |. 

De  ces  différents  théorèmes  on  tire  immédiatement  les  conclu- 
sions suivantes  : 

5/  Von  pose 

N(rt,x)  =  p,         N(rt,  J7,)  =  q, 

V expression  N(a,  ( x  -h  ^i)  )est  le  produit-M  de  p  par  q. 

L'opération  est  commutative;  on  peut  permuter/?  et  y,  mais  il 
faut  observer  que  le  produit-M  prend  des  valeurs  différentes  quand 
p  Ql  q  conservent  leurs  valeurs;  la  base  des  puissances-P  est  dif- 
férente de  a. 

Le  logarilhme-L  d'un  produit-M  est  la  somme  des  logarilhmes-L 
des  différents  termes. 

L'expression  N (a, {x  —  x^))  est  le  quotient-D  de  p  par  q\  et  le 
logarithme-L  d'un  quotient-D  est  l'excès  du  logarithme-L  du  di- 
vidende sur  celui  du  diviseur. 

Le  théorème  relatif  au  facteur  négatif  montre  que  tout  quo- 
lienl-D  pe,ut  se  ramener  au  produit-M  du  dividende  par  le  divi- 
seur dont  le  logarilhmc-L  a  été  changé  de  signe. 


H 
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Des  deux  ihéorèmes  suivants  on  lire  que  Texpression  N  («,/?! a:) 
est  la  puissance-/?  w'*'"*^  de  N(ayX);  que  N  (a,  —  j  est  la  racine- 
,.  ^jième  jg  N(a,j:),  ce  qui  donne  la  signiHcalion  du  facteur  frac- 
tionnaire. 

La  puissance-/? /w**'™*^  d'un  produit-M,  celle  d'un  produil-D  sont 
le  produit-M  ou  le  quolîent-D  des  puissances-/?  /n"'"*"  des  deux 
termes. 

Le  logarithme-L  de  la  puissance-/?  m'^™*^  de  q  est  égal  à  m  fois 
le  logarithme-L  de  ^r;  le  logarithme-L  de  la  racine-r  m'^""*  de  q  est 
la  m'*"™*^  partie  du  logarilhme-Ldey.  La  racine-r  m'^'"'*'  de  la  puis- 
sance-/? m*'-'"'®  de  q  est  égale  à  la  puissance-/? /i'*'"^  de  la  racine- 
,.  ^jicme  jç  g  gj  igyp  logarithme-L  est  —  celui  de  q. 

En  ce  qui  concerne  les  fonctions  logarithmes-/,  on  voit  d'une 
façon  presque  évidente  que,  la  base  des  puibsances-P  étant  tou- 
jours a,  le  logarithme-/  de  la  puissance-/?  m'*^"'*  de  q  est  m  fois  le 
logarithme-L  de  </. 

Par  suite  si  un  même  nombre  est  à  la  fois  la  puissance-/?  [x'*""* 
de  a  =  N(rt,T)  et  la  puissance-/?  v'*""**^  de  ^  =  N(flr,T),  on  a 

{JKJ  =   VT  d  OU  V   =r   {Ji  -  • 

Dans  les  systèmes  de  bases  a  et  ^,  ses  deux  logarithmes-/ seront 
donc  entre  eux  comme  l'inverse  drs  logarithmcs-L  des  deux 
bases;  autrement  dit,  pour  passer  d'un  système  de  logarithmes-/ 
à  un  autre  système  de  logarithnies-/,  il  suffit  de  multiplier  les  loga- 
rithmes-/du  premier  système  par  le  rapport  des  logarilhmes-L 
des  bases  du  premier  et  du  second  système. 

n  résulte  de  ces  différentes  considérations  que  les  puissances-/? 
et  les  racines-/*  peuvent  toujours  se  ramener  à  des  puissances-P, 
cl  que  les  logarithmes-/  peuvent  toujours  se  ramener  à  des  loga- 
rilhmes-L ;  je  veux  dire  par  là  qu'on  pourra  les  exprimer  au  moyen 
d'additions,  de  soustractions,  de  multiplications  et  de  divisions 
ordinaires  effectuées  sur  des  fonctions  puissances-P  et  loga- 
rithmes-L. 

Dans  une  autre  Note  j'exposerai  le  calcul  de  ces  fonctions 
générales  et,  sous  certaines  restrictions,  ce  calcul  sera  applicable, 
quelle  que  soit  la  valeur  du  facteur  ou,  autrement  dil,  (|uel  (|uc 
soit  rindice  d'itération. 
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APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  NOMOGRAPHIQUE  Là  PLUS  GÉNÉRALE 

RÉSULTANT  DE  LA  SUPERPOSITION  DE  DEUX  PLANS 

AUX  ÉQUATIONS  A  TROIS  ET  A  QUATRE  VARIABLES; 

Par  M.   Maurice  d'Ocagine. 

Le  but  de  ce  Mémoire  est  de  faire  connaître  tous  les  types 
possibles  d'abaque  à  trois  et  à  quatre  variables  résultant  de  la 
superposition  de  deux  plans.  Cette  élude  est  une  application  im- 
médiate du  principe  général  communiqué  à  TAcadémic  des 
Sciences,  dans  la  séance  du  3i  janvier  1898  (*),  et  qui  est  rappelé 
ci-dessous  dans  une  premit're  section  du  Mémoire. 

En  pratique,  Tun  des  deux  plans  superposés  sera  opaque, 
l'autre  transparent,  à  moins  que  les  déplacements  relatifs  des  deux 
plans  ne  s'effectuent  sans  empiétement  les  unes  sur  les  autres  de 
leurs  parties  utiles,  ce  qui  a  lieu  notamment  lorsque  ces  dépla- 
cements se  réduisent  au  simple  glissement  d'une  échelle  de  l'un 
d'eux  le  long  d'une  échelle  de  l'autre  comme  dans  les  règles  et 
cercles  à  calcul  qui,  au  point  de  vue  où  nous  nous  plaçons,  rentrent 
dans  la  catégorie  des  abaques. 

1.     —     PllIA'CIPE    GÉNÉRAL. 

i .  Un  point  est  dit  sans  cote  s'il  ne  fait  pas  partie  d'un  système  ; 
de  même  pour  une  courbe. 

Un  point  est  dit  à  une  cote  s'il  fait  partie  d'un  système  simple- 
ment infîni,  la  valeur  correspondante  du  paramètre  étant  inscrite 
à  côté  de  ce  point  dont  elle  constitue  la  cote;  et  encore  de  même 
pour  une  courbe. 

Un  point  est  dit  à  deux  cotes  s'il  fait  partie  d'un  système 
doublement  infini,  c'est-à-dire  du  réseau  formé  par  deux  systèmes 
de  courbes  à  une  cote.  Les  cotes  de  ce  point  sont  celles  des 
courbes,  prises  dans  l'un  et  l'autre  systèmes,  qui  s'y  croisent. 

Une  courbe  est  dite  à  deux  cotes  si  elle  fait  partie  d'un  système 
simplement  infini  tracé  à  travers  un  réseau  de  points  à  deux  cotes. 
Chaque  point  de  cette  courbe  considéré  comme  appartenant  à  ce 
réseau,  dit  réseau  de  cotes,  est  pourvu  de  deux  cotes.  L'un  quel- 


(')  Comptes  rendus,  l.  CWVI,  p.  .U)-. 
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coi)(|iie  de  ces  couples  de  coles  peut  être  affeclé  à  la  courbe,  mais 
il  fuul  remarquer  que,  lorsqu'une  des  coles  de  la  courbe  esi 
donnée,  l'autre  s'ensuîl.  En  elTel,  la  première  cote  dcfînil  une 
courbe  de  l'un  des  systèmes  du  réseau;  par  le  point  où  cette 
courbe  est  rencontrée  par  la  courbe  donnée  passe  nnc  coiirbe  du 
second  système  dont  la  cote  est  la  seconde  demandée. 

Au  point  de  vue  des  applications,  on  pourrait  se  Lorncr  à  con- 
sidérer les  points  et  courbes  à  deux  cotes.  Mais  il  faui  remarquer 
que,  théoriquement  au  moins,  on  peut  multiplier  indéfiniment  le 
nombre  des  coles.  En  elfei,  un  réseau  de  cotes  est,  avons-nous 
dit,  constitué  par  deu\  systèmes  simplement  infmis  de  courbes. 
Itien  n'empéclie  de  munir  à  son  tour  chacun  de  ces  systèmes  d'un 
réseau  de  cotes  (en  admettant,  bien  entendu,  que  ces  divers 
réseaux  soient  tracés  dans  des  aires  n'empiétant  pas  les  unes  sur 
les  autres)  et  la  répétition  de  cette  remarque  montre  la  possibilité 
dft  concevoir,  sinon  de  réaliser  des  points  ou  courbes  à  un  nombre 
quelconque  de  cotes.  On  voit  en  outre,  sî  ces  coles  sont  au 
nombre  de  /i,  que  la  connaissance  de  n  —  i  d'entre  elles  entraîne 
celle  de  la  n''"'. 

\.e%Jig.  I .  I  bis  et  i  ter  montrent  les  schémas  de  systèmes  de 


courbes  C  respectivement  à  2,  3  et  4  cotes. 

Lorsque  nous  ne  spécifierons  pas  qu'il  s'agit  d'un  point  ou 
d'une  courbe  à  plusieurs  cotes,  nous  dirons  élément  à  plusieurs 
cotes.  Un  le!  élément  sera  désigné  par  la  lettre  E  suivie  d'un 
chiffre  indiquant  le  nombre  de  cotes  correspondant.  Ainsi  Eo, 
El,  ...,  Ë/i  désigneront  des  éléments  sans  cote,  à  1  cote,  etc., 
ù  n  cotes. 


Dans  le  cas  ot'i  il  sera  spécifié  que  l'élément  E  s 


une  droite  ou  une  courbe,  la  leltre  E  sera  remplacée  par  la  lettre  P, 
la  lettre  D  ou  la  lettre  C 

Convenons  tout  de  suite  que  si  parmi  les  éléments  envisagés 


■^^ 


figurent  plusieurs  cercles  concentriques  nous  leur  afîecterons  la 
leltre  T;  de  même,  des  droites  parallèles  seront  désignées  par  la 
lettre  A. 


2.  Deux  éléments  sont  dits  en  contact  s'ils  sont  tangents 
lorsqu'il  s'agit  de  deux  courbes,  si  l'un  est  situé  sur  l'autre  lors- 
qu'il s'agit  d'un  point  et  d'une  courbe.  Remarquons  que  la  coïn- 
cidence de  deux  points  équivaut  à  deux  contacts,  deux  des  courbes 
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passant  par  Tiin  de  ces  points  devant  être  en  contact  avec  l'autre 
point. 

Nous  exprimerons  le  contact  des  éléments  E  et  E'  par  la  nola- 
lion  Ei-<E'. 

Lorsque  deux  plans  tt  et  t:'  ne  sont  astreints  qu'à  la  simple 
superposition,  leurs  déplacements  relatifs  sont  à  3  degrés  de  li- 
berté. Ije  contact  établi  entre  deux  éléments  pris  l'un  sur  7:, 
l'autre  sur  t:!,  fait  disparaître  un  degré  de  liberté.  Donc,  en  gé- 
néral, il  suffit  de  trois  contacts  pour  fixer  la  position  relative  des 
deux  plans. 

Il  peut  toutefois  y  avoir  exception.  Deux  premiers  contacts  im- 
posés ne  laissent  au  déplacement  relatif  des  deux  plans  qu\in 
degré  de  liberté.  Dès  lors  les  diverses  positions  de  l'élément  E' 
du  plan  Tw'  ont,  sur  le  plan  tt,  une  enveloppe  (trajectoire  si  l'élé- 
ment E' est  un  point);  si  cette  enveloppe  coïncide  précisément 
avec  l'élément  E,  on  voit  qu'un  contact  imposé  entre  les  éléments 
E  et  E'  ne  suffirait  pas,  joint  aux  deux  premiers,  à  fixer  la  position 
relative  des  deux  plans,  puisqu'il  est  une  conséquence  nécessaire 
de  ceux-ci;  il  y  a  indétermination.  Si  l'élément  E  est  une  courbe 
parallèle  à  l'enveloppe  de  E',  il  j  a  impossibilité.  De  telles  circon- 
stances, qui  ne  se  produiraient  que  si  l'on  faisait  un  choix  spécial 
de  données,  ne  se  rencontrent  jamais  dans  les  applications.  Il  suffit 
donc  qu'elles  aient  été  mentionnées;  on  admettra  dans  la  suite 
qu'elles  se  trouvent  toujours  écartées. 

On  peut  dès  lors  énoncer  le  principe  suivant  : 

Aa  position  relative  des  plans  superposés  t.  et  t^  portant 
respectivement  les  éléments  E/  et  E^-  est  complètement  définie 
par  trois  contacts  tels  y/ze  E,i-iE', ,  E^iiEJj,  Eji-iE,.  Si,  dans 
cette  position  relative,  se  produit  en  outre  le  contact  E4i-iE^, 
les  cotes  de  ces  huit  éléments  satisfont  à  une  certaine  équation 
dont  on  a  ainsi  la  représentation. 

Représentant  par  /i/  et  n\  les  nombres  de  cotes  des  éléments  E, 

et  E^-,  on  voit  que  cette  équation  renferme  /i  =  \  /i^ 4- /i^.  va- 

1=1 
riables,  et  que  l'ensemble  des  deux  plans  permet,  lorsque  l'on  se 
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donne  les  valeurs  de  n  —  \  Ae  ces  variables,  d'oblenir  celle  de 
la  /i'*"* résultant  de  l'équation  représentée. 

Par  extension  d'un  terme  consacré  par  l'usage  nous  dirons  que 
l'ensemble  des  deux  plans,  munis  de  leurs  éléments  cotés,  constitue 
un  abaque  de  celte  équation. 

Pour  former  l'équation  correspondant  à  un  abaque  donné,  on 
rapporte  d'abord  les  éléments  du  plan  t^  considéré  comme  mo- 
bile au  plan  ir  considéré  comme  fixe,  au  moyen  des  formules 


X 


'  z=\x  ->n^l — X»7 -h  [Jl,  y  =  —  \/l  —  \^T-\-\y-^ 


Chaque  contact  E/i-<E^-  s'exprime  dès  lors  par  une  équation  dans 
laquelle,  en  outre  des  aî/-}-/ij.  cotes  correspondantes  entrent  les 

3  paramètres  X,  [x,  v.  L'élimination  de  ces  3  paramètres  entre  les 

4  équations  ainsi  obtenues  fournit  Téquation  chercliée. 

3.  Supposons  que  la  position  relative  des  deux  plans  soit  fixée 
au  moyen  des  contacts  E|t-iE',,  ^^^T^'^,  EjiiE',  et  que  le  contact 
qui  en  résulte  soit  EjihEj. 

Si  les  éléments  E', ,  E!^,  E,  sont  des  cercles  concentriques  Y\^ 
Fj,  r,,  on  voit  qu'une  fois  établis  les  contacts  Eih^F'^,  Eii-iF^,  le 
seul  déplacement  relatif  possible  des  plans  tz  elT!  est  une  rotation 
autour  du  centre  commun  des  cercles.  Pendant  cette  rotation  le 
cercle  F,  tourne  sur  lui-même.  Dès  lors  s'il  se  trouve  en  contact 
avec  l'élément  E3,  ce  contact  est  indépendant  du  contact  E^iiE'^ 
dont  on  peut,  en  conséquence,  faire  abstraction  ;  de  même  si  les 
éléments  E', ,  E!^,  E[^  sont  des  droites  parallèles  A'^ ,  A'^,  A',,  auquel 
cas  la  rotation  précédente  est  remplacée  par  une  translation  pa- 
rallèle à  la  direction  de  ces  droites. 

Ce  second  cas  peut  d'ailleurs  être  considéré  comme  limite  du 
précédent  lorsque  le  centre  commun  des  cercles  est  rejeté  à  l'infini 
dans  une  direction  donnée. 

De  plus,  les  cercles  F,,  F!^,  F,  d'une  part,  les  droites  A'^,  A!^,  A3 
de  l'autre,  peuvent  venir  en  coïncidence. 

En  résumé,  si  l'on  représente  l'abaque  général  produit  par  la 
superposition  de  deux  plans  au  moyen  de  la  notation 


r  _ 
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les cas  parliculiers  donl  il  vient  d'êlre  queslion  pourront  être  dé- 
notés par 

E|/iii-ir',  n'i ,   Ej/ijH^r'j/i'j,   Es/i3Mr3/ig,    »•-•)), 

afin  de  rappeler  que  le  quatrième  contact  devient  alors  indéter- 
miné. 

Remarque,  —  Pour  les  contacts  servant  à  fixer  la  position  rela- 
tive des  deux  plans  chaque  élément  doit  être  pourvu  d'un  réseau 
de  cotes  appartenant  au  môme  plan  que  lui.  Mais  pour  le  contact 
résultant  on  peut  rattacher  un  des  éléments  qui  y  interviennent  à 
un  réseau  de  cotes  qui  ne  soit  pas  situé  sur  le  même  plan  que  lui. 
Par  exemple,  dans  le  cas  général,  on  peut  prendre  les  cotes  de 
l'élément  E^  sur  un  réseau  appartenant  au  plan  tt.  Dans  ce  cas, 

nous  désignerons  cet  élément  parla  notation  E^/i'^,  et  nous  dirons 
que  Tabaque  est  à  alternance, 

4e.  Pour  faire,  au  point  de  vue  de  leur  structure,  Tétude  des 
abaques  relatifs  aux  équations  contenant  un  certain  nombre  n  de 
variables,  étude  que  l'on  peut,  par  une  extension  toute  naturelle, 
qualifier  de  morphologique,  il  faut,  abstraction  faite  de  la  na- 
ture géométrique  des  éléments  mis  en  contact,  voir  de  combien 
de  façons  on  peut  réparlir^/i  variables  dans  les  huit  groupes 
constituant  l'ensemble  des  cotes  de  chacun  des  huit  éléments 
en  présence.  Si  l'on  se  place  à  ce  point  de  vue,  on  peut  effacer 
les  lettres  servant  à  désigner  les  divers  éléments  et  dénoter  chaque 
genre  d^abaque  d'équations  à  n  variables  de  la  manière  suivante 

/ijM/ij,     n^M/i,,     f^z^^it     n^*^n\, 
avec 

/Il  -f-  n\  -H  n,  -h  n',  -4-  na  -h  /i',  -I-  /i4  -h  n^  =  n. 

Il  faut  d'ailleurs  remarquer  que  deux  solutions  ne  sauraient  être 
considérées  comme  distinctes  lorsque  Ton  peut  passer  de  l'une  à 
l'autre  soit  par  permutation  des  quatre  couples  ci-dessus,  car  la 
répartition  des  indices  entre  les  quatre  groupes  d'éléments  en 
contact  est  quelconque,  soit  par  inversion  simultanée  de  l'ordre 
des  nombres  entrant  dans  chaque  couple,  car  cela  revient  à  un 
simple  échange  l'un  en  l'autre  des  deux  plans  superposés. 
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En  recherchant,  sous  réserve  de  ces  deux  remarques,  toutes  les 
décompositions  en  somme  de  huit  termes  (plusieurs  de  ceux-ci 
pouvant  être  nuls  bien  entendu)  du  nombre  /i,  on  obtiendra  lous 
les  genres  possibles  d'abaques  formés  par  superposition  de  deux 
plans,  applicables  à  des  équations  à  n  variables  (*). 

Il  est  essentiel  d'observer  que  la  répartition  des  n  variables  en 
plusieurs  groupes  servant  à  coter  les  divers  éléments  en  présence 
entraîne  pour  Téquation  représentée  l'existence  de  certains  carac- 
tères fonctionnels.  Sauf  donc  pour  le  c.'is  de  n  =  3,  qui  offre 
une  particularité  signalée  plus  loin  (n"  6),  on  ne  pourra  obtenir 
par  superposition  de  deux  plans  Tabaque  d'une  équation  quel- 
conque  à  n  variables. 

Fort  heureusement  les  types  représentables,  qui  sont  encore 
fort  généraux,  comprennent  à  peu  près  toutes  les  équations  qui 
se  rencontrent  dans  les  applications. 

II.   —   Equations  a  3  variaiiles. 

5.  Pour  les  équations  à  3  variables,  toutes  les  solutions  du  pro- 
blème qui  vient  d'être  posé  tiennent  dans  le  Tableau  suivant  ; 

Is 3mo        oi-«o        omo        oi-«o 

Ilj 'IMI  OI-IO  OH<0  OI-IO 

HFj 'À^o         iMo         o»H<»         OMO 

ÏV3 2  MO  OMI  UH4  0  OMO 

V3 I  M  I  INM(»  OMO  OMO 

Vïj IMO  IMO  |MO  OMO 

VHj |MO  IMO  OM|  OMO 

Il  existe  donc  sept  genres  d'abaques  par  plans  superposés  pour 
les  équations  à  3  variables. 


(')  Le  rnujor  P.-A.  Mac-Malion,  dont  on  connaît  les  importantes  recherches  sur 
la  parution  des  nombres  et  à  qui  nous  avions  posé  le  problème  consistant  à  dé- 
nombrer a  priori  les  divers  genres  d'abaques  applicables  aux  équations  à  n  va- 
riables, en  a  donné  une  solution  complète  que  Ton  trouvera  dans  une  Note  insérée 
dans  le  Bulletin  à  la  suite  de  ce  Mémoire. 

Si  G(/i)  représente  le  nombre  de  genres  correspondant  à  n  variables,  la  mé- 
thode contenue  dans  cette  Note  pour 


H     r-  I,  .,  3,  '1,  '),         <i,  7, 

donnr 

G{fi)~  I,         '|.         7,       i<),       .i»,       **6,     ii|, 


•  «   «  « 


II 
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Uemarque  l.  —  Les  genres  l,  et  H)  comportant  trois  conlacls 
entre  éléments  sans  cote,  les  deux  plans,  dans  ces  deux  cas,  con- 
servent l'un  par  rapport  à  l'autre  une  position  invariable;  autre- 
ment dit,  ils  se  réduisent  à  un  plan  unique.  11  n'y  a  pas  lieu  de 
recourir  à  l'usage  du  transparent. 

lieniarque  11.  —  Chacun  des  autres  genres  comportant  un 
contact  entre  éléments  sans  cote,  eelui-ci  peut  être  rendu  indéter- 
miné, en  vertu  de  la  remarque  du  n"  3,  si  l'on  prend  comme  élé- 
ments du  plan  v/  des  cercles  concentriques  ou  des  droites  parallèles, 
pouvant  d'ailleurs  venir  en  coïncidence.  Les  sous-genres  ainsi 
obtenus  seront  désignés  par  les  mêmes  chifTres  romains  primés  : 

ni;,iv;,v;,vi;,  vu;. 

Remarque  lïi.  —  Pour  que  les  seuls  éléments  cotés  de  l'abaque 
puissent  être  des  points  à  une  cote  il  faut  que  le  genre  duquel 
dérive  cet  abaque  ne  comporte  que  des  éléments  k  une  cote  en 
contact  avec  des  éléments  sans  cote.  Cette  circonstance  ne  se  pré- 
sente que  pour  les  genres  VI,  el  VIIj  et  le  sous-genre  VI',.  Elle 
n'a  pas  lieu  pour  le  sous-genre  Vll^  puisque  avec  celui-ci  les  élé- 
ments cotés  du  plan  i:'  sont  nécessairement  des  cercles  concen- 
triques on  des  droites  parallèles. 

A  la  suite  de  ces  remarques  générales,  nous  allons  examiner  de 
plus  près  quelques  variétés  des  genres  précédents,  pour  faire  voir 
comment  s'y  rattachent  certains  types  d'abaques  connus. 

(J.   Dans  le  genre  Ils,  supposons  que  les  éléments  du  plan  iz 


soient  des  points  à  deux  cotes  iX|  el  ^i,  tandis  que  les  éléments  du 
plan  n' soient  des  courbes  à  une  cote  x',.  En  vertu  de  la  Remarque  II 
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du  numéro  précédent,  nous  pouvons  immédiateinenl  figurer  les 
svslèmes  de  courbes  (a,),  (p,)  et  (a',)  sur  un  même  plan,  ce  qui 
donne  l^Jiff.  2. 

On  voit  qu^on  peut  lout  aussi  bien  considérer  les  syslùmes  (ai) 
el  (a,)  comme  définissant  des  points  à  deux  cotes  mis  en  contact 
avec  les  courbes  (P,),  ou  les  svslèmes  (a',) et  Oi)  comme  définis- 
sant des  points  à  deux  cotes  mis  en  contact  avec  les  courbes  («i)- 
I^  possibilité  de  permuter  dans  ce  cas  les  rôles  joués  par  les  trois 
variables  montre  que  Téquation  représentée  n'offrira  aucun  carac- 
tère fonctionnel  particulier.  El,  en  effet,  nous  retrouvons  bien 
ainsi  le  mode  général  de  représentation  applicable  à  une  équation 
quelconque  à  trois  variables  (M. 

La  question  qui  se  pose  avec  de  tels  abaques  est  de  disposer 
judicieusement  du  choix  de  deux  des  svslèmes  de  courbes,  qui  est 
arbitraire,  en  vue  de  la  plus  grande  simplicité  possible.  On 
s'efforcera  notamment  de  n'axoir  affaire  qu'à  des  droites.  C'est  ici 
que  le  principe  de  l'anamorphose  de  Lalanne,  généralisé  par 
M.  Massau,  trouvera  son  utilité.  Mais,  au  point  de  vue  morpholo- 
gique auquel  nous  nous  sommes  placé,  on  voit  que  les  abaques 
ainsi  obtenus  ne  sauraient  être  considérés  comme  essentiellement 
distincts  do  ceux  que  donne  la  méthode  ordinaire  qui  consiste  à 
prendre  |H>ur  le  svsième  de  points  à  deux  cotes  les  sommet»  d'un 
quadrillage  régulier. 

7.    Le  genre  V,  est  Ci>nslilué  de  la  façon  suixante  (-  »  : 

Piom  t:  :  ElêiueDt<  à  une  cote,  v  *i  *  ^t  (,  xt  ^  •  êlèoieiils  sans  coie.  Ej  el  E^. 
Pian  r  :  Klèinents  à  une  cole  «  atj  U  élément*  sans  cote.  Ej,  Ej  el  E^. 
.l/o«/«^  4/e  lUuson  .*  I  at|  ^  »^  i  a'i  >»  v*i  *  *^  ^î»  E,  »^  E^.  E.  »^  E^. 

Kn  \oici  quelques  exemples  : 

Premier  exemple  :  Procédé  II  iHotte  pour  te  calcul  des  pro- 
fils Je  ierrasseiuents.  —  Soit  ZOAB  le  gabarit  d'un  demi-protil 
de  rvmblai  •  *  >  \  Ai'.  3  ■.  Pour  définir  complètement  un  tel  demi- 
prv^fiL  il  resterait  à  tracer  la  ligne  du  terrain  naturel. 


^-     Tour  >ui\iv  j»lu>  ùotlecuent    -tr-^  .'\r!ivJtîon>.  le  k'vteur  forj   bieo  Je  I<* 
(mJuire  eu  cn-H^uts  s:h<:tu^tiv{ue>  ea  eoipIv'^jDt  ùcs  v.vuleur>  vuTvn:ii:i'>  p  ur  ij 
Ù4urjt;.*n  ^ios  oIcaieat<  apf.s&rteajat  j  l-j-i  e;  ^  I  a  aire  j^Îj'!. 
-  •  «Vi  p»vartutt  pn>.'e^ler  Jo  uèiue  fniur  'e  Jcblji. 
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Si  ToD  se  donne  Taire  o-  du  demi-profil,  celte  ligne  a  pour 
enveloppe  une  hyperbole.  Traçons  la  partie  utile  des  hyperboles 
correspondant  aux  valeurs  pratiques  de  t.  Nous  obtenons  ainsi  le 
système  (o-). 

Si  Ton  se  donne  la  largeur  d'emprise  e,  la  ligne  du  terrain  na- 
turel pivote  autour  d'un  point  de  la  ligne  AB  du  talus  extérieur; 
de  même  si  Ton  se  donne  la  longueurX  du  talus.  Chacun  des  points 

Fig.  3. 


de  la  ligne  AB  correspond  donc  à  la  fois  à  une  valeur  de  e  et  à  une 
valeur  de  \  et  cette  ligne  peut  être  regardée  comme  constituée 
par  un  système  de  points  cotés  (e)  et  un  système  de  points  cotés  ("k) 
qu^on  définira  par  deux  graduations  portées  de  part  et  d'autre  de 
cette  droite. 

Si  dès  lors  on  applique  sur  le  Tableau  ainsi  formé  un  demi-profil 
dont  trois  des  côtés  s'appliquent  sur  OZ,  OA  et  AB,  le  quatrième 
côté,  c'est-à-dire  la  ligne  du  terrain  naturel,  sera  tangent  à  une 
courbe  (c)  dont  la  cote  fera  connaître  l'aire  du  demi-profil,  et 
passera  par  un  point  de  la  droite  AB,  dont  les  cotes  e  et  X  donne- 
ront la  largeur  d'emprise  et  la  longueur  du  talus.  Tel  est,  réduit 
à  ses  traits  essentiels,  le  procédé  de  M.  Willotte  (*). 

(')  Annales  des  Ponts  et  Chaussées^  a' semestre  1880,  p.  3o3.  Nous  avions  fait 
entrevoir  la  possibilité  de  rattacher  ce  procédé  aux  abaques  dans  noire  A^omo- 
graphie,  p.  92. 
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On  peut  ais«éinent  voir  comment  ce  procédé  rentre  dans  le 
genre  d'abaque  qui  vient  d'être  défini.  En  eiTet,  supposons  que 
nous  graduions  l'axe  OZ  au  moyen  des  valeurs  z  de  la  cote  sur 
l'axe  et  que,  sur  un  transparent  nous  marquions  l'axe  O'Z',  par 
Torigine  O'  duquel  nous  ferons  passer  des  droites  faisant  avec  la 
perpendiculaire  à  cet  axe  les  angles  correspondant  aux  diverses 
valeurs  0  de  la  déclivité  du  terrain  naturel. 

Il  sufHra,  pour  faire  la  lecture  relative  à  un  demi-profil  donné, 
d'appliquer  le  transparent  sur  le  Tableau  précédemment  défini , 
de  façon  que  l'axe  O'Z'  s'applique  sur  OZ,  l'origine  O'  de  ret 
axe  étant  mise  en  coïncidence  avec  le  point  (:;).  La  droite  (6) 
du  transparent  sera  alors  tangente  à  la  courbe  (o-)  et  passera  par 
le  point  (e)  ou  (X),  dont  les  cotes  sont  les  valeurs  demandées  pour 
l'aire,  l'emprise  et  la  longueur  du  talus. 

Le  diagramme  ainsi  obtenu  peut  être  considéré  comme  prove^ 
nant  de  la  coexistence  de  deux  abaques  du  type  ci-dessus. 

Pour  l'un  et  pour  l'autre  de  ces  abaques,  tous  les  éléments  sont 
les  mêmes,  à  l'exception  de  (ai),  ainsi  que  le  montre  le  Tableau 
ci-dessous  où  le  signe  ^  est  celui  de  l'identité 

(«;  )  s  Droite  (0),         E;  =  E',  =  Point  O',         E;  =  Point  Z\ 
Le  procédé  Willotte  peut  donc  être  dénoté  ainsi  qu'il  suit  : 

!'! ou (X)  !-(">'  <")-«''  ^^-0'-  ^^-^'- 

]|  faut  remarquer  que  la  coïncidence  du  point  (s)  avec  le  point  O', 
considérée  isolément,  équivaudrait,  ainsi  que  cela  a  été  observé 
au  n**  2,  à  deux  contacts,  mais  l'un  de  ces  contacts  résulte  déjà 
de  OZ  1-4  O';  il  n'y  a  donc  pas  surabondance  de  contacts  imposés. 
En  efTectuant  la  coïncidence  (s)»-»  O'  après  le  contact  OZii  O', 
on  ne  fait  en  réalité  que  mettre  en  contact  la  perpendiculaire  à 
O'Z'  menée  par  le  point  O'  avec  le  point  (s). 

Deuxième  exemple  :  Règle  à  calcul.  —  Soient  OZ  le  bord  de 
la  règle  portant  une  graduation  qui  compte  double,  puisqu'on  y  lit 
les  valeurs  de  deux  des  variables  ol^   et  aj;  O'Z'  le  bord  de  la 


I 
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réglette  mobile  glissant  le  long  de  OZ,  sur  lequel  on  lira  la  va- 
riable a',  et  dont  l'origine  est  O';  TJ  un  poînl  quelconque  de  O'Z' 
autre  que  O'.  On  voit  immëdialement  que  la  règle  à  calcul  rentre 
dans  le  genre  d'abaque  précédent  lorsqu'on  suppose  que 

(a,  )  =  Point  (a,  )  de  OZ,  (a,)  =  Point  (aj)  de  OZ,  E,=  £4=  Axe  OZ, 
( i\)  =  Point  ( a',)  de  O'Z',        E;  =  E',  =  Point  O',  E;  =  Point  T, 

La  notation  correspondante  est 

OZ-iO',        OZmZ',         (aî)«HO',        (a,)i-i(a;). 

Même  remarque  que  ci-dessus,  en  ce  qui  concerne  les  coïnci- 
dences des  points  O'  et  (a,)  respectivement  avec  les  points  (aj) 
et  (ai).  Ces  coïncidences  équivalent  simplement  au  contact  des 
perpendiculaires  à  O'Z'  élevées  en  O'  et  en  (a,)  avec  les  points 
(aa)et(a,  ). 

On  peut  aussi  remarquer  que  si  l'on  remplaçait  la  réglette 
mobile  par  un  transparent  sur  lequel  seraient  tracées,  par  les  points 
de  division  de  O'Z',  des  perpendiculaires  à  cet  axe,  on  pourrait 
imprimer  à  ce  transparent  une  translation  quelconque  parallèle- 
ment à  ces  lignes;  dès  lors,  l'orientation  du  transparent  étant 
maintenue  par  l'obligation,  pour  la  perpendiculaire  élevée  en  O' 
à  O'Z',  d'être  en  contact  avec  le  point  P.  à  l'infini  sur  le  plan  fixe 
dans  la  direction  perpendiculaire  à  OZ,  le  dernier  contact  qui  avait 
pour  objet  d'assurer  la  coïncidence  des  axes  OZ  et  O'Z'  peut  être 
supprimé,  et  l'on  tombe  sur  un  abaque  du  sous-genre  V,  ainsi 
dénoté,  O'  représentant  maintenant  la  perpendiculaire  en  O'  à 
O'Z': 

(«^•^(a'i)»    («i)-'0',     P«.«0',     >)  i-i  ». 

Troisième  exemple  :  Abaques  polaires  de  M,  Pesci  (*).  —  Un 
axe  gradué  O'X',  mobile  autour  du  point  O  avec  lequel  coïncide 
son  origine  O',  passe  par  le  point  coté  (a2)  lorsque  le  point  coté  (a',) 
de  cet  axe  se  trouve  sur  la  courbe  cotée  (ai)  {Jig*  4)»  Si  nous 
appelons  OX  et  OY  deux  axes  quelconques  passant  par  l'origine  O, 
nous  voyons  que  le  genre  Vs  ci-dessus  donne  ce  dernier  type 

(')  /iivisla  niarillitna,  mars  i^«>7.  Kxciiiple  particulier  généralisé  depuis  lors. 


lorsque 

(a, )~  Courbe (i,),       (i.)  =  Poinl(«,),       EjsaseOX,        E,=  a 
{ a',)  =  Point  ( a',  ),  E',  =  Axe  O' X',       E,  s  Ë\  s  Point  O', 

d'où  la  notation 

(a,)-("'i).        («OmO'X',         OXmO',        OY-0'. 

Fig.  4. 


8.  Arrêtons-nous  un  peu  aux  types  d'abaques  à  trois  variables 
ne  comportant  comme  éléments  cotés  que  des  points  à  tme  cote. 
Nous  avons  vu  dans  la  Remarque  III  du  n°  5  que  ces  types  dérivent 
de  VI„  Vi;  el  VU,. 

A.  Lorsque,  dans  le  genre  VU,  nous  supposons  que  les  trois 
systèmes  d'éléments  cotés  sont  des  systèmes  de  points  à  une  cote 


(x,),  {aj)el((X}),  nous  obtenons  un  abaque  ainsi  constitué  (yî^.  5): 

Plan  T!  :  Trois  «ystèmes  de  points  à  une  cote  {ai),  (at),  («i);  un  élément 
quelconque  sans  cote  E|. 
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Plan  Tz'  :  Trois  courbes  sans  cote  C'j,  Cj,  C ,  ;   un  élément  quelconque 
sans  cote  E^. 

Mode  de  liaison  :  (ai)M  G',,  (aj)M  Cj,  («3) m  Cj,  E^mE^. 

Premier  exemple  :  Si  les  supports  des  systèmes  (sti),  («a)»  («») 
sont  les  côtés  d'un  triangle  équilatéral,  si  Pélément  E4  est  le  point 
à  rinfini  dans  la  direction  perpendiculaire  à  Taxe  (oC|),  si  les 
courbes  G',,  C^,  G,  sont  les  diagonales  d'un  hexagone  régulier,  et 

Fig.  6. 


QO 


si  l'élément  E'^j  se  confond  avec  la  diagonale  C'^,  on  retrouve  le 
ivpe  des  abaques  hexagonaux  de  M.  Lallcmand  (*)  {Jig*  6), 
applicables  aux  équations  de  la  forme 

/i(ai)  -+-/t(aj)  -h/8(«s)  =  o. 

Deuxième  exemple  :  Si  les  courbes  G',  et  G3  coïncident  avec  un 
côté  O'X'  d'un  angle  droit,  la  courbe  Gj  avec  l'autre  côté  O' Y'  de 
cet  angle  droit,  et  si  l'élément  E'^  se  confond  avec  le  sommet  O'  de 
cet  angle,  l'élément  E^  n'étant  autre  que  la  courbe  même  qui 
porte  les  points  («i),  on  retrouve  le  type  des  abaques  à  équerre 
de  M.  Gœdseels  (^)  {Jig*  7),  applicables  aux  équations  de  la  forme 

r/î(«i)— /i(«i)]r/8(a8)— /i(Œ|)]-H[çî(aî)  — Oi(ai)]r?8(a8)— ?i(«i)]  =0. 


(')  Nomographie,  Ch.  III. 

(')  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles j  année  1898. 
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La  partie  du  profilomùlre  Siégler  (*),  destinée  à  faire  connaître 
Taire  d\m  demi-profil,  en  est  une  variété  dans  laquelle  ai,  a^  et 


(a.) 


i»3) 


as  étant  remplacés  par  la  cote  5,  la  déclivité  6  et  Taire  t,  les 
points  (z)  sont  distribués  sur  une  droite,  les  points  (6)  et  (c)  sur 
une  seconde  droite  perpendiculaire  à  la  première  et  de  part  et 
d'autre  de  celle-ci  (Jig*  8). 

B.   Lorsque,  dans  le  genre  VTj,  nous  supposons  que  les  Irois 

V'i^.  8. 


systèmes  d'éléments  cotés  sont  des  points  à  une  cote,  nous  oble- 


(')  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  i"  semestre  i88i,  p.  98.  Nous  avions 
signalé  dans  notre  Nomographie  (p.  94)  la  possibilité  de  rattacher  ce  profiio- 
mètre  aux  abaques. 


-Bi- 
nons un  abaque  ainsi  constitué  : 

Plan  TT  :  Trois  systèmes  de  points  à  une  cote,  («i),  («j),  («j). 
Plan  ir'  :  Trois  cercles  concentriques  V\^  T',,  Tj. 
Mode  de  liaison  :  («i)  •-•  Fj,  («»)•-•  FJ,  («i)  •-•  F',,  »  n-i  ». 

Exemple  :  Si  les  cercles  V\^  F'^,  F,  viennent  à  coïncider  et  que 
leur  rayon  augmente  indéfiniment,  ils  se  réduisent  à  une  droite 
unique  A',  et  Ton  obtient  les  diagrammes  connus  sous  le  nom 
A^ abaques  à  points  isoplèthes  (*)  qui,  après  l'extension  donnée 


ici  à  remploi  des  points  cotés,  devraient  plutôt  se  nommer 
abaques  à  points  alignés  {fig*  9).  Us  sont,  comme  on  sait, 
applicables  aux  équations  de  la  forme  (^) 


/i(ai)     <Pi(ai)     4^1(311) 
/«(a»)     ?î(as)    ^\{^t) 

fii^i)      <P3(«3)      ^zi^i) 


—  o. 


C.   Réduisons   enfin,  dans  le  genre  VII3  les  divers  éléments 

Fig.  10. 


(')  IVomographie,  Ch.  IV. 

(')  Sur  les  exemples  d'application  de  celte  méthode,  voir  un  article  paru  dans 
le  numéro  du  i5  février  1898  de  la  lievue  générale  des  Sciences  (p.  116). 
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cotés  à  des  points  à  une  cote.  Voîcî  ce  que  nousol)lenons(/?^.  lo)  : 

Plan  Tz  :  Deux  systèmes  de  points  à  une  cote  («t)  et  (s^),  une  courbe  sans 
'  cote  Cj  un  élément  quelconque  sans  cote  E4. 

Plan  t:  :  Un  système  de  points  à  une  cote  (3',),  deux  courbes  sans  cote  C| 
et  C^y  un  élément  quelconque  sans  cote  Ë^. 

Mode  de  liaison  :{%y)^Q\,    («!)•-■€;,     C,i-i(a',),     E^i-iE;. 

Exemple.  —  La  partie  du  proOlomètre  Siégler  déjà  cité,  des- 
tinée à  faire  connaître  les  largeurs  d^emprise  et  les  longueurs  de 
talus,  rentre  dans  ce  type  d^abaque.  Ici,  les  graduations  (ai)  et (aj) 
sont  les  graduations  (s)  et  (8)  {Jig*  8),  la  droite  portant  la  gra- 
duation (2)  sert  à  la  fois  de  courbe  C3  et  d^élément  £«,  les 
courbes  C,  et  C^  sont  les  côtés  O'X'  et  O'Y'  de  Tangle  droit 
mobile  dont  Félément  E'^  est  le  sommet  O',  enfin  les  points  (a,) 
qui  sont  à  la  fois  des  points  (e)  et  (X)  sont  distribués  sur  une  droite 
parallèle  à  O' Y'. 

III.    —  Equations  a  4   vàniADLEs. 

9.  Pour  les  é(| nations  à  \  variables,  tous  les  genres  possibles 
sont  donnés  par  le  Tableau  suivant  : 

I4 4*^0  ONNO  oi^o  oi^o 

lï^ 3i^i  oi^o  oNNo  o»^o 

111^ 3i^o  I  i^o  ûi^o  oi^o 

\\\ 3i^o  o^\  o«^o  oi-«n 

\\ n^i  oi^o  0*^0  oi-«o 

VU ai^i  1*^0  0*^0  oNNo 

VI  li •A»-«r  oi-ii  oi^o  o«^o 

VIII4 'i^o  ai^o  oi^o  oi^o 

1X4 1^0  \^\  oi-«o  ©«-«o 

X4 1^0  \^o  ifio  oi-«o 

XI^ 7  «^O  li^O  Oi^l  Oi-^O 

XII4 a»^o  o^iL  oi^o  o»^o 

Xlllt 1^0  o^\  0*^1  0*^0 

XIV4 1 1^  I  I  •-•  I  oi^o  0*^0 

W\ i«^r  ii^o  ii^o  oi^o 

XVI4 1  i^  I  1*^0  ON-i  I  01^0 

XVIlt 1*^0         ii-«o         ii-Ho         ii^o 

XVlIIv 1*^0  li^O  I  i^o  o^\ 

XIX; I  «-«O  I  i^O  01^1  OI^I 
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La  Remarque  /  du  n"  5  est  applicable  aux  genres  I,,  II,, 
cl  V4,  la  Hemarque  II  à  tous  les  autres,  à  l'exception  des  trois 
derniers  au^iquels  s'applique  la  Jîemarqnc  III.  Les  abaques  à 
4  variables  ne  comportant  comme  éléments  cotés  que  des  points  à 
une  cote  appartiennent  donc  au»  seuls  genres  XVIIi,  XVill, 
et  XIX,. 

Nous  allons,  comme  dans  le  cas  de  trois  variables,  examiner 
quelques  cas  particuliers,  mais  nous  devons  auparavant  présenter 
cette  observation  capitale  que  le  type  général  d'équation  corres- 
pondant à  chacun  des  dix-neuf  genres  ci-dessus  présente  un  ca- 
ractère fonctionnel  spécial.  En  d'autres  termes,  on  ne  saurait,  au 
moyen  de  deux  plans  superposés  à  éléments  cotés,  représenter 
une  équation  à  4  variables  quelcohque. 

10.  Dans  le  genre  V,,  où  les  deux  plans  se  réduisent  à  un  seul, 
puisque  trois  contacts  entre  éléments  sans  cote  s'opposent  à  tout 
déplacement  relatif,  supposons  que  l'un  dei  systèmes  â  deux  cotes 
soit  constitué  par  des  points  (n,,  fl,),  l'autre  par  des  droites  pa- 


rallèles {rt\,  ^\).  Nous  obtenons  ainsi  un  abaque  du  type  repré- 
senté par  \ajlg.  1 1.  applicable  aux  équations  de  la  forme  (*) 

Le  genre  VllI^  comprend  les  abaques  ainsi  constitués  : 


Plan  T.  :  Deu\  élér 


;nl9  à  deux  cotes  (a,,?,),  (a„  p.);  Att 
E„  El. 


Piam:':  Quatre  cléments  sans  cote  E',,  E'„  E^,  E;. 

Afadf  de  liaison  :  (ai.  ?i)^VA,    C>ït  Pi)"E',,    E,-E;,     Ei-E;. 


(')  Komogrnphie,  p.  19. 
XXTI. 


Exemple.  —  M.  G.  Pesci  a  proposé  un  lype  d'abaque  repré- 
senté par  la^^.  12  qui  se  déduit  du  genre  précédent  ainsi  qu'il 


Xi,  fl,)^  poiat(Ei,,  ^i),         (a„  ^,)£3  poiDt(i,,  p,},         E,=  Ë^^poiotO, 
E'i  =  E',  =  axe  O'X',        E',  s  Ei  s  O'V. 

lia  tel  tj'pe  d'qbaque  s'applique  à  toute  équation  de  la  (brine 

*[/i(«i)/.( ".)+?.(«.)  ?.("01  +  /i{«.)?«(«i)-?l(",)/.(".)=o. 

Si,  dans  le  sous-genre  VIII',,  on  suppose  les  trois  cercles  con- 

Fig.  .1. 


cenlrîques  réduits  à  une  même  droite  A',  l'élément  non  coté  du 

FiR.  .3. 


plan   : 


l  un  point  O  et  ses  éléments  à  deux  cotes  des  points 


1 
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(a,,  p, )  et  (a2,  ^2)»  on  obtient  le  Ijpe  représenté  par  la  Jig,  i3, 
également  proposé  par  M.  Pesci,  et  qui  s*appliqiie  aux  équations 
de  la  forme 

Les  abaques  hexagonaux  et  les  abaques  à  points  alignés  pour 
4  variables  se  déduisent  respectivement  du  genre  X4  et  du  sous- 
genre  X'^  comme  ceux  pour  3  variables  ont  été  déduits  de  VI3  et 
de  VIj.  Les  figures  correspondantes  s^obtiendraient  en  remplaçant, 
surles^^.  6  et  9,  Tun  des  systèmes  de  points  à  une  cote  par  un 
système  de  points  à  deux  cotes. 

H.  De  même  que  pour  les  équations  à  3  variables  nous  avons 
fait  voir  comment  un  procédé  particulier  (n"  7,  i**^  Exemple) 
pouvait  se  rattacher  à  notre  classificalion  générale,  nous  allons 
examiner  à  ce  point  de  vue  le  procédé  de  M.  Massau  pour  la  réso- 
lution de  Téquation  complète  du  troisième  degré  (') 

z^ -\-  n z'^ -\-  p  z  -\-  q  =  o. 

Considérons  sur  un  plan  la  parabole  P,  enveloppe  des  droites 
dont  l'équation  cartésienne  est 

z^-h  zx  -\-  y  =  o. 

et  prenons  dans  son  plan  le  point  M  dont  les  coordonnées  sont 
x=zn  —  q,yz=zp(Jlg.  i4). 

Cela  fait,  déplaçons  un  angle  droit  de  façon  que,  son  sommet 
décrivant  la  droite  x  =  /?,  son  côté  O'X'  passe  constamment  par 
le  point  M.  Lorsque,  dans  ce  déplacement,  le  côté  O'Y'  devient 
tangent  à  la  parabole  P,  la  cote  de  la  droite  (z)  avec  laquelle  il 
coïncide  est  une  racine  de  Féquation  proposée. 

Pour  classer  ce  procédé  parmi  les  abaques,  il  suffit  :  1"  de  con- 
sidérer le  point  M  comme  défini  par  les  deux  cotes  n  —  g  et  /?; 
2**  d'inscrire  la  valeur  de  chaque  cote  :;  à  côté  du  point  de  tan- 
gence  sur  P  de  la  droite  (z)  correspondante. 

On  voit  alors  immédiatement  que  Ton  a  affaire  à  un  abaque  du 

(')  Mémoire  sur  l'intégration  graphique,  Livre  III,  p.  28.  On  trouvera  dans 
noire  Nomographie  (p.  81)  un  abaque  beaucoup  plus  simple  pour  la  même 
équalion,  construit  d'après  la  méthode  des  points  alignés. 


genre  X(.  Un  tel  abaque  est,  en  effet,  ainsi  constitué  : 

Plan  it  :  Un  élément  à  deux  cotes (Qi,  ^,);  deux  éléments  à  une  c< 

et  (a,);  un  élément  sans  cote  El. 
Ptami':  Quatre  éléments  sans  cote  E',,  Ë',,  E',,  E'^. 
Mode  de  liaiton  :  (a„  ^,)''E\,    (a,)HE;,    (a.JHË;;,     EimE;. 
Fig.  «i. 


\' 

^                             A»_       ^M 

\                   v/l 

V                 A.- 

^           iéCl^ 

r^^...j^  \  1 

[*our  obtenir  le  procéda  Massau  c!-dessus  il  suffit  d'opérer  les 
identifications  que  voici  : 


(i,)=point(*)        Ei  = 
,eO'X',        e;  s  point  0', 


(a,)sJroite(/.), 
!  parabole  P, 

E;sE'iaaaieO'Y'. 


là.  Considérons  maintenant  les  abaques  à  4  variables  dont  les 
seuls  élëmenls  cotés  soient  des  points  à  une  cote.  Nous  avons 
déjà  dit  au  n"  9  qu'ifs  dérivent  des  genres  XVII,,  XVIII,  et  XIX,. 


A.  Genre  XVII,.  —  L'abaque  (fig-  i5)  est  ainsi  constitué  : 
Vnn  Jt  T  Quatre  systèmes  de  points  à  une  cote  (a,),  (i,),  (i,),  (a,). 
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Planiz' :  Quatre  courbes  sans  cote  Cj,  C',,  C^.  C4. 

Mode  de  liaison  :  (ai)«^C', ,     (aj)i^C',,    (as)'^^^,     (at)'-«Ci. 

Si  les  courbes  C, ,  C'^,  C,,  C^  se  confondent  en  une  seule,  on  ob- 
tient les  abaques  à  transversale  quelconque  de  M.Gœdseels  ('). 

B.  Ge/ire  XVIII4.  —  L^abaque  {fig*  16)  est  ainsi  constitué  : 

Plan  7c  :  Trois  systèmes  de  points  à  une  cote  («i),  («i),  («3);  une  courbe 
sans  cote  C4. 

Plant:'  :  Un  système  de  points  à  une  cote  («i);  trois  courbes  sans  cote 
Ci,  C'j,  C',. 

Mode  de  liaison  :  (oLi)i^C\,    («2)'-'C',,     (a3)'-«C'3,     C^*^(ol\), 

Si  la  courbe  G4  se  confond  avec  le  support  du  système  («i)  et 

Fig.  16. 
(a,)/     (aa)/      (a»). 


les  courbes  C',,  G'^,  G,  avec  le  support  du  système  (a'^)  on  obtient 


Fig.  17. 


le  type  représenté  par  \^fig*  177  qui  a  été  également  proposé  par 
M.  Gœdseels. 


(  '  )  Loc.  cit. 
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C.   Genre  XIX4.  —  L^abaque  {/ig»  18)  esl  ainsi  conslilué  : 

Plan  ~  :  Deux  systèmes  de  points  à  une  cote  (xt)  et  (z^);  deux  courbes 
sans  cote  Cs  et  C^. 

Plam:  :  Deux  systèmes  de  points  à  une  cote  (s',  )  et  (2^);  deux  courbes 
sans  cote  C'j  et  C'j. 

Mode  de  liaison  :  (a,)i-iC',,     («i)i-'C;,     Ci^((i'^)j     Ci^(a\). 

Si  la  courbe  C3  se  confond  avec  le  support  du  sjslème  (si)^ 

Fig.  18. 

cj         CJ 


C4  avec  celui  de  (a-j),  C',  avec  celui  de  (a^),  C,  avec  celui  de  (a^). 


(aj) 


on  oblienl  le  lype  représenté  par  \2l  fig.  19,  encore  proposé  par 
M.  Gœdseels. 

13.  Nous  ferons  enfin  remarquer  que  Ton  peut  encore  obtenir 
des  types  d'abaques  à  n  variables  de  la  façon  suivante  :  Consi- 
dérons un  type  d'abaque  à  m  variables  (m  2>  n)  el  supposons  que 
nous  prenions  pour  m  —  n-\-\  des  variables  qui  y  figurent  des 
valeurs  égales  entre  elles.  Nous  obtiendrons  ainsi  la  représen- 
tation d'une  équation  à  n  variables,  mais  ce  sera  en  réalité  au 
moyen  d'un  abaque  à  m  variables. 
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11  est  d'ailleurs  essentiel  de  remarquer  que  Vune  des  variables 
entrant  dans  Inéquation  ne  peut  (à  moîns  que  Ton  n'opère  par 
tâtonnements)  être  prise  comme  inconnue  que  si  elle  ne  corres- 
pond sur  V abaque  qu^à  un  seul  système  d'éléments  cotés. 

L'avantage  qu'il  pourra  y  avoir,  le  cas  échéant,  à  recourir  à  un 
tel  mode  de  représentation  tiendra  à  la  possibilité  de  substituer  à 
un  diagramme  sur  lequel  figureraient  des  courbes  cotées,  un  autre 
diagramme  sur  lequel  les  seuls  éléments  cotés  seront  des  points  à 
une  cote. 

Comme  exemple  d'une  telle  méthode  nous  citerons  celle  de 
M.  Beghin  (*)  :  considérons  sur  un  plan  quatre  systèmes  de  points 
à  une  cote  (oti),  (aj),  (aj)  et  (a'^)  et  appliquons  sur  ce  plan  un 
transparent  portant  une  série  de  droites  parallèles  {/ig.  20).  Si 

Fig.  20. 


Ton  fait  passer  une  de  ces  droites  AJ,  par  les  points  (a,)  et  {^2)} 
une  autre  A'  passera  par  le  point  (a'J  et  cette  droite  A'  coupera 
alors  la  quatrième  échelle  en  un  point  dont  il  suffira  de  lire  la 
cote  aj.  On  voit  que  le  point  a,  peut  être  considéré  comme  fixant 
la  cote  de  la  parallèle  A',  en  vertu  de  la  remarque  qui  termine 
le  n"  3.  C'est  donc  là  un  abaque  à  alternance  pour  lequel  la  cote  a'^ , 
quoique  inscrite  sur  le  plan  u,  se  réfère  au  plan  7:',  et,  suivant  la 
convention  faite  dans  la  remarque  citée,  cet  abaque  pourra  être 
dénoté  de  la  façon  suivante 

(«i)'-'-^'o.     («i)'-'^'o.     {^z)^{^\h     »•-">• 


(')  Génie  civil,  a'i  décembre  1893. 
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C'est  donc,  en  somme,  un  abaque  du  sous-genre  XV^  (n"9)  à 
alternance.  Il  s'applique  aux  équations  de  la  forme 

Si  Ton  donne  à  ai  et  à  a',  des  valeurs  égales  on  obtient  la  mé- 
thode de  M.  Beghin  applicable  aux  équations  à  3  variables  qui 
rentrent  dans  le  tjpe  précédent  lorsque  Ton  y  fait  a,  =  a',.  Cet 
auteur  a  précisément  imaginé  cette  méthode  pour  représenter 
uniquement  au  moyen  de  systèmes  de  points  à  une  cote  une  équa- 
tion de  forme  particulière  (loc.  cit.). 

IV.  —  Plans  superposés  es  nombre  quelconque. 

14.  Une  élude  analogue  pourrait  être  entreprise  en  ce  qui  con- 
cerne la  superposition  non  plus  de  deux  mais  d'un  nombre  quel- 
conque de  plans.  Elle  dériverait  encore  du  principe  général  énoncé 
au  début  de  ce  Mémoire,  de  la  façon  suivante  :  le  plan  t:  étant 
considéré  comme  fixe,  la  position  du  plan  tz'  sera  définie  par  les 
contacts  de  trois  de  ses  élémenls  avec  trois  éléments  |)ris  sur  le 
plan  7w  ainsi  que  cela  a  été  expliqué  au  n"  2.  Ces  plans  étant  ainsi 
rendus  solidaires  Tun  de  l'autre,  nous  reprcsenlerons  leur  en- 
semble par  (ti,  t:'),  et  nous  définirons  ensuite  la  position  du  plan  tt" 
par  les  contacts  de  trois  de  ses  éléments  avec  trois  élémenls  ap- 
partenant à  Tensemble  (t:,  -ît'),  c'est-à-dire  pouvant  indifféremment 
faire  corps  avec  le  plan  tc  ou  avec  le  plan  t:'.  De  même,  trois  nou- 
veaux conlacls  fixeront  la  position  du  plan  t:'"  par  rapport  à  Ten- 
semble  (tt,  t',  t:"),  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  plan  tz^^^K  On  pourra 
alors  constater  qu'il  se  sera  produit,  en  dehors  des  3/;/  conlacls 
ayant  servi  à  définir  l'ensemble  (t:,  tî',  t:",  ...,  t^'"^).  un  dernier 
contact  entre  un  élément  pris  sur  le  plan  t:^'"^  et  un  élément  ap- 
partenant à  l'ensemble  (t:,  t:',  tt",  ...,  t:^"'"''^).  De  là  résultera  un 
abaque  de  ré(|uation  par  laquelle  se  trouvent  liées  les  coles  des 
Gni  -h  *>'  élémenls  intervenant  dans  les  3/iiH-  i  conlacls  dont  il 
vient  d'être  question. 

11  n'y  a  évidemment  aucun  intércL  pratique  à  envisager  d'une 
manière  générale  des  abaques  obtenus  par  superposition  d'un 
grand  nombre  de  plans,  mais  celle  exleiision  permet  de  faire  ren- 
trer dans   la   ihéorit;  générale  certains   abaques  qui   ne  peuvent 
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élre  obtenus  par  la  simple  superposilion  de  deux  plans,  à  savoir 
ceux,  qui  comportent  plus  de  deux  systèmes  d'éléments  variables 
les  uns  par  rapport  aux  autres.  Nous  allons  en  indiquer  quelques 
exemples. 

15.  Premier  exemple.  —  Supposons  qu'une  équation  à  quatre 
variables  ai,  a^,  as^a^  résulte  de  Télimination  d'une  variable  auxi- 
liaire a  entre  deux  équations  de  la  forme 


/(a)      <p(a)      ^  {OL) 

/«(«î)   «pt(«j)   4^1(22) 


o, 


/(a)      (p  (a)      ^  («) 

/s(as)      «3(«3)      '|^3(a3) 

/k(«4)     ?*(a4)     'I^Ua*) 


=  o. 


Chacune  de  ces  équations  donnera  lieu  à  un  abaque  à  points 
alignés  (n°  8,  B,  Ex,).  Nous  pourrons  construire  ces  deux  aba- 
ques sur  un  même  plan  en  faisant  coïncider  leurs  échelles  (a) 
qui  sont  identiques;  de  plus,  comme  la  valeur  de  la  variable 
auxiliaire  a  n'intervient  pas, 'nous  n'aurons  pas  à  marquer  Ja 
graduation  correspondante  dont  il  nous  suffira  de  tracer  le  sup- 
port qui  sera  une  certaine  courbe  C. 

Dès  lors  le  mode  d'emploi  de  l'abaque,  si  la  variable  a4  est  prise 
pour  inconnue,  sera  le  suivant  :  Une  droite  D^a  passant  par  les 
points  (a,)  et  («3  )  coupe  la  courbe  C  en  un  point  P  ;  la  droite  D,» 
passant  par  le  point  P  et  le  point  (as)  coupe  la  dernière  échelle 
au  point  (a^). 

On  peut,  pour  réaliser  ce  mode  d'emploi,  se  servir  d'une  droite 
mobile  (fil  tendu;  index  sur  un  transparent)  qu'on  fait  coïncider 
successivement  avec  la  droite  D{2  et  la  droile  Ds^  en  la  faisant 
pivoter  autour  du  point  P  qui  est  dit  \c  pivot,  La  courbe  C  est 
dite  de  même  courbe  des  pii'ots,  et  Tabaque  peut  être  désigné 
comme  un  abaque  à  pivotement  {*),  Mais  on  voit  que  le  mode 
d'emploi  d'un  tel  abaque  peut  encore  être  réalisé  au  moyen  d'une 
droite  D\^  tracée  sur  un  premier  transparent?:'  et  d'une  droite  DJ, 
tracée  sur  un  second  transparent  ic".  Cela  montre  que  cet  abaque 


C)  Nous  avons  déjà  eu  occasion  de  faire  construire  un  certain  nombre  d'aba- 
ques de  ce  genre,  le  type  d'équalion  auquel  ils  s*appliquent  étant  très  fréquent 
dans  la  pratique.  On  en  trouvera  nutaininent  une  application  à  la  nouvelle  for- 
mule de  M.  Bazin,  relative  à  l'écoulement  de  l'eau  dans  les  canaux  découverts, 
dans  la  livraison  du  1*'  trimestre  1898  des  Annales  des  fronts  et  Cfiausse'es, 
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apparlienl  à  la  calëgorle  de  ceux  qoi  >odI  oblenos  ao  mojen  de 
Irois  plans  superposés.  Pour  mellre  eu  é%ideDce  le  rùle  sjmëtrique 
que  jouenl  ici  les  quaire  variables,  l'abaque  pourra,  a^ec  les  do- 
talions  déCnies  dans  la  Section  I  de  ce  Mémoire^  être  dénolë 
comme  soit  : 

(D',2?  ^1%)  désignant  le  point  commun  aux  droites  D',^  ^t  ^l^' 

Seco3rn  exemple.  —  L*abaqne  à  échelles  mobiles,  construit  par 
M.  Lallemand  pour  le  calcul  de  la  correction  des  erreurs  de  divi- 
sion des  mires  dans  les  nivellements  de  précision  t  *  >,  fournil  un 
eiemple  d*abaque  à  quatre  plans  superposés. 

Il  comprend,  en  effet  :  i**  un  plan  tz  portant,  sur  deux  arcs  de 
cercle  de  centres  0|  et  Oj,  des  graduations  (;jl,)  et  (u*)  correspon- 
dant aux  indices  de  compensation  des  doux  mires,  et  une  règle- 
guide  dont  le  bord  sera  désigné  par  OY:  -i**  deux  disques  t:'  et  tz^ 
mobiles  respectivement  autour  des  points  Gxes  0|  et  O^  et  por- 
tant, outre  des  index  O'Y'  et  O^V.  des  courbes  graduées  (H') 
el(H^)  correspondant  aux  leclures  faites  respeclîvemenl  sur  les 
deux  mires;  3"  un  transparent  (en  relluloîd)  rT  dont  un  bord 
rectiligne  O^V^  glisse  le  long  de  OY,  et  sur  lequel  sont  tracées 
des  droites  parallèles  graduées  (  E'")  dont  les  cotes  représentent  la 
correction  cherchée,   la  droite  de  cote  o  étant  prise  comme  axe 

Ije  mode  d^emploi  de  Tabaque  est  le  suivant  :  Ayant  arrêté  les 
disques  dans  des  positions  telles  que  les  index  (y\'  et  O^Y" 
marquent  sur  les  graduations  (;jl,)  et  (;jlj)  les  valeurs  des  in- 
dires de  compensation  des  mires,  on  amène  Vaxe  C^X*^  du 
transparent  à  être  tangent  à  la  courbe  (H')  dont  la  cote  est  la 
lecture  faite  sur  la  première  mire.  La  courbe  (H'),  dont  la 
cote  est  la  lecture  faite  sur  la  seconde  mire,  est  alors  tangente 


(  '  ;  Aivellemeni  de  haute  précision,  par  M.  Ch.  Lallemand,  dans  VEncrcto- 
pèdie  de$  Travaux  publiée  (p.  i49  da  tirage  à  part).  Le  lecteur  fera  bien«  pour 
suivre  rexplication  donnée  ici,  de  recourir  à  an  croquis  schématique  fait  en 
quatre  couleurs  correspondant  respect iveoneot  aux  quatre  plans  t..  x',  r',  t". 
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à   une  des  parallèles  (E'")  du  transparent,  dont  la  cote  est  la 
correction  demandée. 

Si  nous  prenons  sur  les  plans  tc'  et  t1'  des  axes  O'X'  et  0"X" 
quelconques,  nous  voyons  que  la  notation  de  Tabaque  est  dès  lors 
la  suivante  : 

O,  M  O'  X',  Oi  M  O'  Y',  (  jx,  )  -  O'  Y', 

0,MiO'X%  OjmO'Y",         (îx,}mO'Y', 

Oi-.0'"Y'",         Yi-O^'Y'",         (H')i-.0''X'^,         (ir)i-.(E'"). 

A.UTRES  EXEMPLES.  —  Dans  «on  Mémoire  déjà  cité,  M.  Gœdseels 
signale  certains  types  d'abaques  à  plusieurs  transversales  qui  peu- 
vent encore  être  considérés  comme  résultant  de  la  superposition 
de  plusieurs  plans. 

Enfin,  divers  ingénieux  instruments  de  calcul,  dus  à  M.  F.-J. 
Vaes,  se  ramènent  immédiatement  aussi  aux  abaques  à  plusieurs 
plans  superposés,  notamment  une  règle  à  glissières  servant  au 
calcul  d'une  formule  de  traction  des  locomotives  ('). 

Nous  reviendrons  avec  plus  de  détail  sur  ces  divers  points  dans 
le  Traité  de  Nomographie  que  nous  préparons  en  ce  moment. 


SUR  LES  SURFACES  N*ATAKT  QU'UN  COTÉ 
ET  SUR  LES  POINTS  SINGULIERS  DES  COURBES  PLANES; 

Par  M.  N.  Delaunay. 

1.  M.  Darboux  donne,  dans  ses  Leçons  sur  la  Théorie  géné- 
rale des  surfaces  (t.  I,  n°* 231, 232),  des  indications  très  intéres- 
santes sur  les  surfaces  telles  que  le  sens  de  la  normale  se  trouve 
changé  quand  on  revient  au  point  de  départ,  après  avoir  parcouru 
un  chemin  réel  convenablement  choisi. 

.    C'est  Mobius  qui  a  le  premier  remarqué  l'existence  de  ces  sur- 
faces n  ayant  qu'un  côté, 

La  propriété  essentielle  de  ces  surfaces,  de  n'avoir  qu'un  seul 
côté,  présente  par  elle-même  un  caractère  paradoxal.  Mais  l'ap- 
parence paradoxale  de  quelques  questions  scientifiques  a  été  sou- 


(')  La  description  de  cette  règle  a  paru  dans  le  Recueil  hollandais  De  Ingénieur 
(numéros  des  lo  et  17  avril  1S97  ). 


venl  la  source  de  nouvelles  idées.  Par  cela  même,  les  surfaces 
n'ayant  {ju'iin  côlé  doiveot  attirer  l'allenlion  des  savants. 

Dans  la  présente  Noie  j'essaye  de  poser  les  équations  générales 
<Je  ces  surfaces,  lorsqu'elles  sont  réglées,  et  de  les  définir  géomé- 
triquement d'une  manière  générale,  lorsqu'elles  sont  dévelop- 
pables.  Nous  verrons  que  ces  questions  se  rattachent  à  la  tliëorie 
des  points  de  rebroiissement  des  courbes. 

Mais,  avant  d'aborder  de  plus  près  ces  questions,  je  lâchciai  de 
donner  une  représentation  sensible  des  surfaces  n'ayant  qu'un 
côté,  par  des  dessins  de  modèles. 

Prenons,  par  exemple,  une  bande  de  papier  abb'a'  {fig-  i)- 
Fig.  .. 


On  peut  aisément  faire  une  surface  cylindrique  en  collant  le 
bord  a'b'  au  bord  ab.  Mais,  si  avant  de  coller  les  bords  l'un 
à  l'autre,  on  applique  une  torsion  à  la  bande,  on  pourra  coller  le 
bord  a'b'  au  bord  ab  de  telle  manière  que  le  point  a'  vienne  en  b 

Fis-  >■ 


et  que  b'  vienoe  en  a,  el  qu'ainsi  le  sens  de  a'b'  se  trouve 
cbangé.  On  obtient  de  la  sorte  une  surface  développable  qui  n'a 
qu'un  côté,  comme  on  le  voit  en  parcourant  un  contour  fermé 
mnpqm  qui  est  dessiné  {Jîg-  j)  ponctué  en  ses  parties  visibles  à 
travers  ta  bande. 


Coupons  dans  une  feuille  de  papier  une  bande  en  forme  d'anneau 
limité  par  deux  circonférences  conceniriques  i^fig-  3).  Faisons 


une  coupure  radiale  ah  el  recollons  la  bande,  en  a^ant  soin  que  le 
point  a'  vienne  en  b  el  que  le  point  b'  vienne  en  a.  Nous  obtenons 
par  ce  procédé  un  autre  modèle  {Jig  4)  d'une  surface  dévelop- 
pable  n'ayant  qu'un  côté 


Avant  d'approfondir  la  question,  arrétons-nous  sur  quelques 
propriétés  singulières  de  ces  surfaces. 

a.  La  bande  de  la  Jig.  a  est  limitée  par  un  seul  contour  con- 
linuABCDEFA. 

h.  Par  cela  même  une  coupure  suivant  la  ligne  mnpij,  qui  ne 
coupe  pas  le  contour,  ne  tranche  pas  l'anneau  en  deux  :  après 
avoir  fait  celte  coupure,  on  obtient  un  seul  anneau  plus  grand  que 
l'anneau  primitif. 
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c.  Traçons  une  ligne  i  2  3  4  3»  parallèle  au  bord  de  Taoneau. 
Nous  ne  revenons  pas  au  point  de  dépari  après  avoir  parcouru  un 
tour;  pour  revenir  en  i ,  il  faut  parcourir  encore  le  chemin  5  6  "  8  1 . 

d.  Lorsque  nous  tranchons  Panneau  suivant  la  ligne  1234^6781 , 
nous  obtenons  une  chaîne  à  deux  chaînons  dont  Tun  est  plus  grand 
et  plus  mince  que  Tautre. 

e.  Ces  surfaces  ont  quelque  analogie  avec  la  surface  de  Riemann 
à  deux  feuillets  :  sur  la  surface  de  Riemann  on  peut  passer  d^un 
point  (z^  W|)  du  feuillet  supérieur  au  point  (.3,  Wj)  du  feuillet  in- 
férieur; sur  la  surface  à  un  côté,  on  peut  passer  d'un  point  m,  qui 
se  trouve  sur  la  surface,  au  point  m  qui  se  trouve  sous  la  surface 
sur  la  même  normale. 

2.  Voyons  maintenant,  de  plus  près,  le  mode  de  génération  de 
ces  surfaces  par  le  mouvement  d'une  génératrice  rectiligne. 

On  voit  que,  pour  engendrer  une  surface  à  un  côté,  la  généra- 
trice a' b'  doit  la  parcourir  une  fois,  après  quoi  la  génératrice  vient 
s'appliquer  à  sa  position  initiale ,  mais  en  sens  contraire  (ren- 
versée). Et  c'est  seulement  après  avoir  parcouru  la  surface  une 
seconde  fois  que  la  génératrice  vient  s'appliquer  à  sa  position 
initiale  dans  le  même  sens.  Nous  voyons  donc  que  les  surfaces 
réglées  n'ayant  qu'un  côté  sont  doublement  engendrées. 

Considérons  une  génératrice  rectiligne,  et  prenons  sur  cette 
génératrice  deux  points  a'  et  b'  situés  à  une  distance  constante  m 
l'un  de  Taulre.  Soient  ;ri,  7-1,  5|  les  coordonnées  du  point  a' et 
^2j  Va?  ^2  celles  du  point  b'.  Soient 

les  équations  du  mouvement  du  point  a',  et  k  le  temps  pendant 
lequel  la  génératrice  parcourt  la  surface  une  fois  pour  revenir 
renversée  à  sa  position  initiale.  Après  avoir  parcouru  la  surface 
une  seconde  fois,  la  génératrice  reviendra  à  sa  position  initiale 
ainsi  que  a'  reviendra  en  a  et  b'  en  b.  Ainsi,  après  le  temps  /»*,  le 
point  a'  vient  en  b  et  b'  en  a;  les  coordonnées  du  point  b'  sont 
donc 

et  les  fonctions  /,  F  el  îp  sont  des  fonctions  périodiques  ayant  la 
période  commune  :>./'. 


—  47  - 
Comme  la  géin^ralrice  passe  par  les  points  a!  et  b\  ses  équations 

SODl 

x—f{t-^k)       y  —  b\t-\-  k)       z—  ^^t-\-  k) 
qu'on  peut  transformer  en  celles-ci 


C^^) 


At-^k)-f{t)       F(t-^k)-F(t)       ^{t^k)-^(t) 


La  distance  a'b'  est  supposée  égale  à  m,  d'où  Féquationde  con- 
dition 

Il  faut  cependant  remarquer  que  le  renversement  de  la  généra- 
trice peut  se  produire  aussi  sur  des  plans  et  sur  les  surfaces 
coniques  n'ayant  qu'une  nappe. 

Néanmoins  nous  pouvons  énoncer  ce  résultat  : 

Théorème  I.  —  Les  sur/aces  réglées  à  un  côté  sont  engen- 
drées par  le  mouvement  de  la  génératrice  dont  les  équations 
ont  ta  forme  {2)  et  dans  ces  équations/,  F  et  ç  sont  des  /onc- 
tions périodiques  ayant  pour  période  2,k,  Ce  mode  de  géné- 
ration peut  cependant  donner  aussi  des  plans  et  des  cônes  à 
une  nappe. 

3.  Pour  faire  l'application  de  ce  théorème,  il  faut  se  donner 
explicitement  les  fonctions  y,  y  et  F.  Prenons  comme  exemple 

f{t)—  '?.  sin/  cos^-h  sin/, 
F  (  /  )  =  2  cos' < -h  cos /, 
Q(0=sinî/. 

La  période  commune  de  ces  fonctions  est  21:,  donc  k  =  ti  (pour 
sin*/  la  période  est  it,  mais  cela  n'empêche  pas  le  renversement  de 
la  génératrice). 

Les  équations  (2)  donnent 

X  —  ('.i  ros/ -^  i)sin  <        y  —  (9.  cos^ -f- i)cos<  __  z  —  sin'/ 
—  7  sin  /  —  '>.  cos/  o 

ou  bien 

'  sin/        cos/ 
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En  combinant  (4)  et  (5),  on  obtient 

équation  de  la  surface  mentionnée  par  M.  Darboux  comme  n'ayant 
qu'un  côté  (ioc.  cit,,  n«  231)  ('). 

4.  Proposons-nous  cette  question  :  Quel  caractère  doit  avoir 
r arête  de  rebroussement  des  sur/aces  développables  n^ ayant 
qvHun  côté? 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  la  génératrice  revient  renversée 
à  sa  position  initiale  après  n'avoir  parcouru  la  surface  qu'une  fois. 
Pour  cela,  il  suffit  que  l'arête  de  rebroussement,  étant  une  courbe 
fermée,  ait  un  nombre  impair  de  points  singuliers  qui  soient  des 
points  de  rebroussement  ou  des  points  doubles  à  tangente  double. 

En  effet,  considérons  une  courbe  {fig*  6)  ayant  un  point  de 
rebroussement,  et  la  tangente  a' 6' qui  parcourt  celle  courbe  d'une 
telle  manière  qu'un  de  ses  points  d  reste  sur  la  courbe.  Prenons 
sur  cette  tangente  deux  points  a'  et  V  équidistants  du  point  c'.  La 
tangente  parcourt  la  courbe  à  partir  de  la  position  initiale  ah^  en 
ayant  le  point  V  en  avant.  Mais,  quand  d  aura  dépassé  le  point  de 
rebroussement,  c'est  le  point  a!  qui  sera  en  avant,  et  la  tangente 
reviendra  renversée  à  sa  position  initiale.  Eu  chaque  point  de  la 

(')  En  posant  f  {t)  —  CQ%t\  F  (r)  —  sinr;  «(£)  =  sina/   on  aurait  obtenu  le 

Fig.   5. 


<L 


b' 


a\ /6         f 


CL' 


b' 


a 


cylindroïdc  de  Plûckcr  {fig.  5}  sur  loquol  on  voit  le  procédé  du  renversement  de 
la  î;énérntrice  a'  b'. 
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courbe,  il  y  aura  deux  tangeutes  superposées  Tune  à  l'autre  et  di- 
rigées en  sens  contraire. 

Fig.  6. 
b' 


La  tangente  peut  aussi  se  renverser  après  un  passage  du  point  (/ 
par  un  point  double  à  tangente  double  (Jlg^  7). 

Fig.  7- 


Dans  ces  deux  cas,  la  courbe  est  une  enveloppe  double  de  la 
tangente. 

Nous  pouvons  énoncer  ce  résultat  : 

Théorème  II.  —  Le  lieu  géométrique  des  tangentes  à  une 
courbe  fermée  gauche,  ayant  un  nombre  impair  de  points  sin- 
guliers, qui  sont  des  points  de  rebroussement  ou  des  points 
doubles  à  tangente  double,  est  une  sur/ace  développable 
n'ayant  qu'un  côté. 

5.  D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  les  numéros  précédents,  nous 
pouvons  énoncer  encore  un  autre  résultat: 

Théorème  III.  —  Les  courbes  planes  ayant  un  nombre  impair 

XXVI.  4 
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de  points  singuliers,  qui  sont  des  points  de  rebroussement  ou 
des  points  doubles  à  tangente  double,  sont  des  enveloppes  de 
la  droite  définie  par  Inéquation 


f(t-^k)-f{t)       F{t^k)-¥{t) 

dans  laquelle  f  et  F  sont  des  fonctions  périodiques  ayant  une 
période  commune  a  A,  et  liées  par  Inéquation  de  condition 

[/(^H-A:)-/(/)]«-4-[F(^-4-A-)-F(/)]î=m«. 

Ce  mode  de  génération  peut  cependant  donner  aussi  un  point 
isolé,  parce  que  la  tangente  d^in  tel  point  (c'est-à-dire  la  droite 
passant  par  ce  point)  se  renverse  en  tournant  d'un  angle  de  iSo**. 

Ainsi,  les  points  singuliers  mentionnés  dans  le  théorème III, 
lorsqu'ils  sont  en  nombre  impair,  agissent  sur  tous  les  points 
de  la  courbe  en  leur  impliquant  des  tangentes  doublées.  Pour 
faire  ressortir  le  doublement  de  ces  tangentes,  il  y  a  avantage  à 
définir  le  sens  de  chacune  d'elles  en  considérant  le  mouvement  de 
deux  de  ses  points.  C'est  en  cela  que  consiste  la  méthode  que 
nous  proposons. 

6.  Revenons  aux  surfaces.  Désignons  par  u  la  valeur  commune 
des  rapports  (2).  On  obtient  alors 

(  ^=r/(<  +  ^)-/(0]w+/(o, 

(6)  ^  =  [F(/-f-A)~F(/)]u-4-F(/), 

Les  quantités  u  et  /  peuvent  être  envisagées  comme  des  coor- 
données curvilignes.  La  somme  des  carrés  des  coefficients  de  u  est, 
d'après  la  formule  (3),  égale  à  m^.  On  peut  poser  m  =  1.  Alors  u 
désignera  la  longueur  portée  sur  chaque  génératrice  à  partir  de  la 
courbe  définie  par  les  équations  (i)  (Dàrboux,  loc,  cit.,  n®  67). 

On  déduira  des  formules  (6)  l'expression  suivante  de  l'élément 
linéaire 

(  7  )  fisi  =  ^//»  H-  i  D  du  e//  -i-  (  A  M*  -h  A  hu  -■-.  G  )<//*, 
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où  A,  B,  C,  D  sont  des  fondions  définies  par  les  formules  : 

I  A  =  [/'(/-4-A:)-/'(/)]«         ^[F'it-^k)-F'(t)Y         +[t'(^+^')-?'(0?, 

]  B  =  [/(/-+- A-)-/'(0]/'(0  +  [F'(r-4.  A:)- F'(0]F'(/)+[ç'(^  +  A:)-(p'(0]T'(0, 

j  G=|y'(0]«-+-[F'(OP  +  [f(OP, 

(  D  =  [/(r^-A-)-/(0]/'(0-^[F(<-4-A:)-F(0]F'(0  +  [T(^  +  ^-)-?(0]?'(0. 

On  saîl  qu^une  surface  est  développable  (Dauboux,  loc.  cit., 
n®  69)  lorsqu'on  a 

^^^  fit)  F(/)  ~  f(/) 

En  diflerentîant  Téquation  (3)  on  trouve 

Cette  équation  se  transforme  en 


en  vertu  des  conditions  (9)  lorsque  la  surface  est  développable. 
C'est-à-dire  que,  dans  le  cas  des  surfaces  développables,  on  a 
D  =  Oy  et  la  courbe  u  =  o  définie  par  les  équations  (i)  est  une 
des  trajectoires  orthogonales  des  génératrices  (Darboux,  loc. 
cil, y  n®  67).  L'élément  linéaire  prendra  la  forme 

où  A,  B,  C  sont  les  mêmes  que  dans  les  formules  (8).  Mais,  en 
transformant  ces  quantités  à  l'aide  des  conditions  (9),  on  obtient 

(la)    ds^  =  du^-^-  [e«  w  -4-  aew-4-  i]  { [/'(0P-+-  [F'(0]*-+-  [?'(0P  j  dt^- 

Rien  ne  nous  empêche  de  supposer  que  la  courbe  définie  par 
les  équations  (i)  est  parcourue  par  le  point  (^i^J^m  -^i)  ^^^^  ^"^ 
vitesse  constante  et  que,  pour  cette  raison, 

[/'(OP-^[F'(/)]«+[t'(0]*=i. 
Nous  pouvons  aussi,  et  même  avec  un  plus  haut  degré  de  géné« 
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rallié,  poser 

(i3)  Ô«|[/'(OP-f-[F'(OP^-[?'(0]*l=i- 

Alors  rélémenl  linéaire  prend  la  forme 

ds^=du*-i-  j  M»-+-2Mv/[/'(0?^-[F"(0]*-+-[?'(01' 
qui  revient  à 


(i4)  ds^=du^-^\u'^\^[/\t)]*-h[F'(t)y-i-[tf'(t)y\^dt^, 

et  les  formules  (aS)  du  n°  70  de  la  Théorie  des  sur/aces  de 
M.  Darboux  deviennent,  pour  les  surfaces  n'ajanl  qu*uD  côté, 

(i5)         )  -^ ' 

/  ^=Msin/-+-  f)/[/'{t)]*-+-lF'{t)y-^lff'(t)yco9tdi. 

Ces  formules  peuvent  servir  pour  appliquer  sur  un  plan  une 
surface  n'ajant  qu'un  côté. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  2  MARS  1898. 

PRÉSIDENCE   DR  U.   LECORNV. 


Elections  : 


Sont  élus,  à  Funanimité,  membres  de  la  Société  : 

M.  Pellelreau,  présenté  par  MM.  Laisant  et  RafTy;  M.  Conibe- 

biac,  présenté  par  MM.  Laisant  et  Courtin;  M.  Vassilief,  présenté 

par  MM.  Laisant  et  Lecornu. 

Communications  : 

M.  Vicaire  :  Observations  sur  le   Traité  de  Mécanique  de 
Kitchhoff. 
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M.  d'Ocagne  fait  la  Communication  suivante  : 

Résumé  d'un  Mémoire  sur  les  équations  représentables  par  trois 
systèmes  linéaires  de  points  cotés  (  *  ). 

Un  système  linéaire  de  points   cotés  (a/)  est  défini  par  les 
équations 

ridi-y-  Si  ^         r'iOLi-h  Si 

Si  r/=  o,  auquel  cas  ces  équations  se  réduisent  à 

(i')  x  —  mi%i-\-ni,        y  =PiOH-^qiy 

le  système  est  dit  régulier,  parce  que  les  points  (a/)  forment 
alors  une  graduation  régulière  sur  la  droite  qui  les  supporte. 

L'alignement  de  trois  points  choisis  dans  les  systèmes  (a,), 
(a2),  (as)  s'exprime  par  une  équation  de  la  forme 

(E)  Aaeiaesae3-4-  Bia2a3+  Btac3ai  +  Bsaei2s+  GiaiH-  Cjai-4-  Csaa-hD  =  o. 

Réciproquement,  à  quelles  conditions  une  équation  de  la 
forme  (E)  exprime-t-elle  l'alignement  de  trois  points  pris  dans 
trois  systèmes  linéaires  réels  (oti),  (aj),  (as)? 

Ce  problème  est  traité  et  discuté  en  détail  dans  la  première 
Partie  du  Mémoire.  La  solution  peut  s'en  résumer  ainsi  : 

Si  l'on  pose 

Fo=  B,Ci-4-B,C,-+-  BjCa—  AD, 
E/=AC/-ByB*,    F/  =  Fo-9.B/C/,     G/=B/D  — CyC^t    (/,y,A  =  i,2,3) 

et  que  l'on  considère  les  trois  équations 

©/(p)  =  E/p«-f-  F,p  -4-  G/=  o  (i  =  I,  2,  3), 

on  remarque  :  i°  que  le  binôme  caractéristique 

F?— 4E/G/=  A 

a  la  même  valeur  pour  les  trois  équations,  A  étant  le  discrimi- 
nant du  premier  membre  de  l'équation  (E)  rendu  homogène,  ce 

(')  Acta  mathematica,  t.  X\I,  p.  Soi. 
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qui  implique  que  ces  Irois  équations  ont  ensemble  leurs  deux  ra- 
cines réelles  et  inégales,  égales  ou  imaginaires;  2°  que  les  trois 
couples  de  racines  peuvent  être  répartis  en  deux  groupes  (p')  et 
(p'^)  définis  par  les  égalités 

et 

Cela  posé,  les  coefficients  des  équations  (i)(pour/=i,  2,  3) 
s^expriment  en  fonction  des  coefficients  de  (E)  par  des  formules 
où  les  p'  et  p'^  entrent  linéairement.  On  en  conclut  que  ta  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  (E)  soit  représen- 
table  par  alignement  entre  des  points  pris  dans  trois  systèmes 
linéaires  est  que  le  discriminant  A  soit  supérieur  ou  égal  à 
zéro. 

Si  A  >  o,  les  droites  portant  les  trois  systèmes  linéaires  for- 
ment un  triangle;  si  A  =  o,  elles  sont  concourantes. 

Une  transformation  homographique  permet  toujours  de  rendre  un 
des  trois  systèmes  linéaires  réguliers,  c'est-à-dire  (pour  /  ==  1 , 2  ou  3) 
d'amener  les  équations  (i)  à  la  forme  (i').  Cette  transformation 
peut-elle  être  choisie  de  manière  qu'un  second  système  linéaire, 
voire  même  les  trois  deviennent  réguliers?  A  cette  question,  ré- 
solue dans  la  seconde  Partie  du  Mémoire,  la  réponse  est  : 

Les  trois  systèmes  peuvent  être  rendus  réguliers  à  la  fois 
lorsque  A  lUant  nulj  ou  bien  les  quantités Kt^  E2,  K^sont  toutes 
trois  différentes  de  zéro,  ou  bien  deux  de  ces  quantités  sont 
nulles,  la  troisième  et  A  étant  ensemble  ou  nuls  ou  non  nuls. 

Si,  les  trois  quantités  E|,  E2,  Ej  étant  nulles,  h.  et  ^  ne  le 
sont  pas,  un  seul  des  trois  systèmes  linéaires  peut  être  rendu 
régulier. 

Dans  tous  les  autres  cas,  on  peut  rendre  réguliers  simulta- 
nément deux  des  systèmes. 

La  principale  difficulté  algébrique  du  double  problème  ci- 
dessus  tient  à  la  considération  des  cas  où  une,  deux  ou  trois  (  *) 

(')  Si  plus  de  trois  de  ces  racines  étaient  inHnies,  elles  le  seraient  toutes  les 


^ 
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des  racines  p'  et  p'' deviennent  infinies.  On  verra,  dans  le  Mémoire 
ici  résumé,  comment  la  solution,  dans  ces  divers  cas,  a  pu  être 
déduite  de  la  solution  générale,  grâce  à  une  méthode  spéciale  de 
passage  à  la  limite. 

M.  Le  Roux  adresse  la  Communication  suivante  : 

Snr  l'intégrabilité  des  éqnations  linéaires  anz  dérivées  partielles 
du  second  ordre  par  la  méthode  de  Laplace. 

Dans  un  précédent  Mémoire  (*)  j'ai  donné  certaines  conditions 
auxquelles  doiventsatisfaire  les  coefficients  de  Féquation  du  second 
ordre 

,  .  d*z  ôz        ,  dz 

il)  T"3--^«-r  -^-^T- =^ 

Oxoy  ox  oy 

pour  que  cette  équation  soit  intégrable  par  la  méthode  de  Laplace, 
dans  le  cas  où  a  et  ^  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  ely. 
On  peut  appliquer  la  même  méthode  à  Téquation  générale 

d*z  dz        ,  dz 

(2)  -l-T-  -^^Zr  -^^Â-'^^^^  —  ^' 

ox^Jr  dx  oy 

Soient  h  et  k  les  invariants  de  M.  Darboux 

h  —  -r — h  ab  —  c. 
dx 

A-  =  - — h  ao  — c. 

Supposons  que  ces  deux  fonctions  admettent  une  ligne  de  pôles 

d'ordre  n  -h  i  représentée  par  une  équation  analytique^  =  6(j:). 

En  regardant  h  et  fc  comme  des  fonctions  de  y  y  on  pourra  écrire 

,         Hoe-(:r)     ,       H,e' 


H|,  K|  désignant  des  fonctions  de  x. 


six,  et  le  premier  membre  de  (E)  se  décomposant  en  un  produit  de  facteurs  ne 
contenant  chacun  que  l'un  des  paramétres,  le  problème  n^cxisterait  plus. 
<')  Annales  de  l*  École  Normale  y  189S. 
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Supposons  d'abord  n>  i.  Les  invariants  Ai ,  A29  .  • .  de  la  suite 
de  Laplace  seront  encore  des  expressions  de  la  forme  (3).  Le  pré^- 
mier  coefficient  de  hn  sera  égal  à 

Ho  -1-  /i  (  Ho  —  Ko  ). 

Pour  que  l'équation  (2)  soit  intégrable  par  Tapplication  répétée 

H 
de  la  méthode  de  Laplace,  il  faut  donc  que  rj — ^  soit  un  nombre 

*  '        «o — Ko 

entier. 

Supposons  maintenant  /i=i.  Dans  le  calcul  de  h^  par  la 
formule 

oxây 

nous  aurons  à  tenir  compte  du  terme 

provenant  de  la  dérivée  seconde  de  logA.  Nous  trouvons  ainsi, 
pour  le  premier  coefficient  de  A|, 

2H0—  Ko -4-  2  =  Ho-f-(Ho—  Ko)-+-  2. 

En  général,  le  premier  coefficient  de  h„  a  pour  valeur 

HoH-/i(Ho— Ko)-f-/i(/n-i). 

Pour  que  Téquation  soit  intégrable,  il  faut  donc  qu'il  existe  un 
nombre  entier  n  satisfaisant,  quel  que  soit  x,  à  Téquation 

Ho  Ko 

hi  =  0. 

n        n  -f- 1 

Les  conditions  que  nous  venons  d'obtenir  ne  sont  évidemment 
pas  suffisantes,  mais  elles  constituent  des  caractères  d'exclusion 
d'une  extrême  simplicité. 
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SÉANCE  DU  16  MARS  1898. 

PRÉSIDENCE    DE    H.    D*OCAGNE. 

Communications  : 

M.  Borel  :  Sur  un  théorème  analogue  au  théorème  de 
Goldbach. 

M.  d'Ocagne  communique  uhe  solution,  donnée  par  M.  le 
major  Mac-Mahon ,  d'un  problème  de  partition  qu'il  avait  formulé 
à  Toccasion  de  ses  recherches  sur  la  détermination  de  tous  les 
tjpes  possibles  d'abaques  pour  les  équations  à  n  variables. 

M.  Delannoy  adresse  une  Note  Sur  la  probabilité  des  évé- 
nements composés. 

M.  Zaremba  adresse  une  Communication  Sur  Inéquation  aux 
dérivées  partielles  Aw  -h  Çz/  +/=  <>• 

M.  Beuuon  adresse  une  Note  Sur  les  singularités  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  DE  PARTITION 

D*OU  RÉSULTE  LE  DÉNOMBREMENT  DES  GENRES  DISTINCTS  D'ABAQUB 

RELATIFS  AUX  ÉQUATIONS  A  72  VARIABLES; 

Par  M.  le  Major  P.-A.  Mac-M ahon,  R.  A.,  F.  R.  S. 

Un  problème  très  intéressant  de  partition  a  été  proposé  par 
M.  Maurice  d'Ocagne  sous  l'énoncé  que  voici  : 

«  De  combien  de  manières    peut-on  composer  le  nombre  n 
comme  somme  de  8  nombres 

Ati        /l{       /tj       Al^ 

m'         ^'        —'         ^' 
/t|       /l]       /Z3       /I4 

(pouvant  être  nuls),  deux  solutions  n'étant  considérées  comme 


^ 
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dislincles  que  si  Ton  ne  peut  passer  de  Tune  à  l'autre  par  per- 
mutation soit  des^  deux  lignes,  soit  des  quatre  colonnes  ci- 
dessus  (*)?  » 

II  a,  en  outre,  fait  la  remarque  :  «  Pour  n  =  3  et  /i  =  4,  j'ai 
trouvé  ce  nombre  égal  à  7  et  à  19.  Je  voudrais  une  solution  gé- 
nérale.  » 

Le  problème  posé  ne  s'applique  qu'à  deux  lignes  et  à  quatre 
colonnes;  mais  j'observerai  dès  le  début  que  le  problème  relatif  à 
deux  lignes  et  à  un  nombre  arbitraire  s  de  colonnes  n'est  ex^acte- 
tnent  pas  plus  difficile. 

Prenant  pour  Tinstant  s  =  /\^  tout  arrangement 


/*!        Ai,       713        /Iv 

/ii     /i,     n^    n^ 


ou 
et 


/ii  -f-  /lî  -f-  fia  -h  n^  =  a,         /l'i  -+-  /*  j  ■+-  ^h  "^  ^'*  =  * 


a  -h  a  =  71, 
nous  donne  la  partition  bipartitive 

du  nombre  bipartitif  (aa'). 

Tout  arrangement  obtenu  en  partant  de  là  par  permutation  des 
colonnes  donne  la  même  partition  bipartitive  de  (aa').  Si  nous 
prenons  en  considération  les  divers  arrangements  des  colonnes, 
nous  avons  en  correspondance  les  différentes  compositions  asso- 
ciées à  la  partition.  Comme  les  arrangements  ne  sont  pas  tenus 
pour  distincts  s'ils  ne  diffèrent  que  par  une  permutation  des 
colonnes,  nous  n'avons  évidemment  à  nous  occuper  que  des 
partitions. 

D'autre  part,  puisque  deux  solutions  sont  regardées  comme 
identiques  si  l'on  peut  passer  de  l'une  à  l'autre  par  interéchange 
des  lignes,  nous  pourrons  toujours,  dans  la  suite,  considérer  a 
comme  supérieur  ou  égal  à  a',  et  nous  n'avons  à  envisager  que  les 
partitions  de  n  en  deux  parties.  La  partition  (aa')  peut  prendre 


(  '  )  Si  Ton  se  reporte  aux  pages  21  et  ai  de  ce  Volume,  on  voit  que  ce  problème 
équivaut  à  celui-ci  :  Combien  y  a-t-il  de  genres  distincts  d'abaques  applicables  à 
des  équations  in  n  variables?  (M.  O.) 
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Tune  quelconque  des  formes 

(/i,  o),     (n  — 1,1),    (n  — 2,2),     

Si  n  est  impair,  a  doit  être  pris  supérieur  à  a'. 
Il  nous  faut  dénombrer  les  partitions  de  chacun  des  nombres 
bipartitifs 

en  s  ou  un  nombre  moindre  de  nombres  bipartitifs. 

La  fonction  génératrice  peut  immédiatement  s'écrire.  C'est 


I  —  a 

(i  —  aar«)(i  —  axy){\  —  ay^) 

(i  — aar')(i  —  ax^y){i  —  axy^){i  —  ay^) 

(i  —  ax^)  {\  —  ax^  y)  {\  —  ax^y^)(\  —  axy^)(\  —  ay^) 

Les  partitions  de  (aa')  en  s  ou  un  nombre  moindre  de  parties 
sont  dénombrées  par  les  coefficients  de 

dans  le  développement  suivant  les  puissances  croissantes  de  x 
ely. 

Prenant  la  somme  de  ces  coefficients  pour 


a  -H  a'=  /i,        a^  a' 


nous   obtenons   le   dénombrement  demandé   par    les  termes  du 
problème  proposé,  si  toutefois  n  est  impair. 

Si  n  est  impair,  a  ne  peut  pas  être  égal  à  a'  et  le  coefficient  de 
a'x^y^'  est  la  demi-somme  des  coefficients  de  a^x^y^'  et  a^x^'y^ 
dans  chaque  cas.  Par  conséquent,  le  nombre  cherché  est  la  demi- 
somme  des  coefficients  de  lous  lestermes  a'x^y^'  où  a  4-  a'=  /i, 
et  a,  a'  ne  sont  sujets  à  aucune  autre  condition.  Donc,  lorsque  n 
est  impair,  nous  pouvons  faire  y  =  x^  ce  qui  nous  donne  la 
fonction  génératrice 

I  I 

a  (i  — a)(i  —  aa7)*(i  —  ax'^)^{\  —  ax^f, ..  ' 

et  le  nombre  cherché  est  donné  par  le  coefficient  de  a*x'^  dans  le 
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développeraenl  suivant  les  puissances  croissantes  de  x. 

Dans  le  cas  de  n  impair,  on  a  ainsi  la  solution  complète  du 
problème. 

Quand  n  est  pair,  la  sommation  des  coefficients  ne  se  fait  pas 

aussi  aisément.  Cela  provient  en  partie  du  fait  que  le  terme  en 

1      1 

"  n      -  n  -, 

x^  y^    se  présente  seul  et  ne  s  associe  pas  f^vec  un  autre  terme. 
Soit  /i  =  2  a. 

Dans  Tarrangement  des  deux  lignes  supposons  ^  =  4  • 
1^  Nous  avons  une  solution 

/Il     /if    Ais     n^ 
n\     rii    /is     /I4 

où  /i|  -h  /i2  -h  /^s  +  'ïji  =  ^1  qui  est  unique  et  ne  peut  être  doublée 
par  un  interéchange  des  lignes; 

2"  Nous  avons  une  solution  telle  que 

/ii    n%    n%     o 
ni    ni     o     /I3 

qui  possède  la  propriété  de  ne  pas  se  modifier  par  interéchange 
des  deux  lignes  complété  par  un  interéchange  subséquent  de  co- 
lonnes. 

En  général,  si 

ni  H-  nj  -4-  nj  -4-  n^  =  n\  -4-  n\  4-  n\  -+-  n\  =  a, 

la  solution 

ni     n%     n^     n^ 

fiy     n^    n,     nj. 


est  unique  si 

"1     "'1     '*s     '•* 
ni     nj     ns     n^ 


..'  «'  —'  w%' 

n«     n«     n«     ni 


peut  lui  être  rendue  identique. par  une  permutation  de  colonnes. 
Dans  ce  cas,  la  partition  bipartitive 

(ni  n'i     nin\     njn'j     n,i^n\) 
est  la  même  que 

(n'i  ni     n\  iii    n\ni    n\n^). 

Il  est  clair  par  conséquent  que,  quand  n  est  pair  et  égal  à  2 a, 
nous  n'avons  pas  à  introduire  dans  le  dénombrement  toutes  les 


% 
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partitions  de  (aa)^  mais  seulement  celles  qui  restent  inaltérées 
parla  substitution 

\n\     n;    n;    n'J' 

suivant  la  notation  habituelle  de  la  théorie  des  substitutions,  ajou- 
tées à  la  moitié  de  celles  qui  ne  restent  pas  inaltérées. 

Si  A  est  le  nombre  de  celles  qui  restent  inaltérées,  B  le  nombre 
de  celles  qui  sont  altérées,  nous  avons  le  nombre 

A-hjB. 

Par  la  fonction  génératrice  déjà  construite,  nous  avons  obtenu 

Il  nous  reste  conséquemment  à  ajouter 

Pour  dénombrer  les  formes  A,  on  peut  observer  que  si 

(/Il  Tij     nj/i',     ns  ni     n^  n\) 

est  une  des  bipartitions  en  question,  on  doit  pouvoir  la  décom- 
poser en  parties  qui  soient  de  la  forme  (/i|  /ii)  ou  de  la  forme 

(/l|  11-2    fi2  /l|). 

Un  terme  x^y^  peut  être  retenu  dans  la  fonction  génératrice 
pour  une  puissance  quelconque  et  un  terme  j?Yj^  doit  être  associé 
à  un  terme  x^y^. 

Nous  prendrons  donc  comme  fonction  génératrice   pour  les 

formes  A  : 

I 

{\  —  qax^){i  —  axy)(\'-  ;^«rM 

(i  —  raa?*)(i  —  sax*y)  (  i axy*\  (  i ^y*) 

(i  —  tax^)(\  —  uax*y)(i  — ax^y*)  1 1 axy^j  (  i  —  7^^*) 


^ 
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dans  laquelle  nous  devons  prendre  le  coefficient  de 

en  excluant  tous  les  termes  qui  renferment  les  puissances  posi 

tives  ou  négatives  de/),  ^r,  r,5i, /,  w, 

Cela  peut  être  beaucoup  simplifié  parce  que 


I 


(i-ja\)(^i-l.a\^ 


i-a*XY 


des  termes  qui  dépendent  dcy^ 


Conséquemment,  la  fonction  génératrice  devient 


(i-a) 

(\  —  a'^xy) 

(i  —  aary)(i  —  a'a?*j^') 

(i  —  rt»4?»^*)* 

(i  —  ax^y^)(\  —  à^x^y^)* 


ou,  mieux, 


(I  —  a)(i  —  axy){\  —  ax^y^){\  —  ax*y*){\  —  ax^y^)  . . . 
(i  —  a'^xy)(\  —  à^x^y^)  (i  —  à^x*y*)^{\  —  a*x^^*)*... 

Pour  déduire  de  là  ^A,  nous  devons  prendre  la  moitié  du  coef- 
ficient de  a^x^y^.  Posant^  =  x^  nous  avons  la  fonction  généra- 
trice 

I  I 

ss    (I  —  a)(i  —  ax^){i  —  ax^)(i  —  ax*)..  .(i  —  aa^*-^){i  —  aa:*'). . . 
(i  —  a«a7«)(i  —  a«x^)(i  — aï  a7«  )«...(!  — rt«ar*'-»)*(i  —  a«arW)<,.. 

dans  laquelle  nous  devons  prendre  le  coefficient  de  a'x". 

Si  Ton  remarque  que  le  développement  de  celte  fonction  ne 
contient  que  des  puissances  paires  de  x^  on  peut  dire  que,  dans 
tous  les  cas,  le  nombre  des  partitions  demandées  pour  le  nombre  n 
admet  la  fonction  génératrice 

I  I 

—  • 


•x    (I  —  a)(i  —  ax)*{i  —  ax^f, .  .(i  —  aar'-*)' . .. 

I    I 

?.  *  (I  —  o)(i  —  007*) (I  —  oar*).  ..(i  —  ax^'-*)(i  —  oa:^')' 
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dans  le  développement  de  laquelle  on  doit  prendre  le  coefficient 
dea'x". 

Dans  une  lettre  subséquente,  M.  d*Ocagne  me  signalait  l'in- 
térêt, en  vue  des  recherches  quMl  poursuit,  de  dénombrer  les 
solutions  dans  lesquelles  les  nombres  n/ et  n'^  ne  doivent  pas 
excéder  les  valeurs  i  et  a  (*). 

Il  est  facile  d'imposer  une  limite  quelconque  à  la  grandeur  de 
ces  nombres. 

Supposons  cette  limite  d'abord  égale  à  i . 

Dans  la  fonction  génératrice  en  j?  et^  nous  devons  rejeter  tous 
les  termes  qui  renferment  x  eiy  à  des  puissances  supérieures  à  i . 

Par  conséquent,  nous  obtenons 


I 


2    (i  —  a)  {i  ^  ax)  (i  —  ajr )  (i  -^  axy) 

1  I 

2  (i  —  «)(i  —  ax}r){i  —  a^xy) 

et,  en  posant  x  ==^y^ 

I  t 


2    (I  — a)(i  —  ax)*(i  —  ax^) 

1  I 

2  (i  —  a)(i  —  aar*)(i  —  a»a?*) 


pour  la  fonction  demandée. 

De  même,  si  la  grandeur  des  nombres  ni  et  n'^  est  limitée  à  9., 
nous  obtenons 


I 


2    (I  —  a){i  —  ax)'(i  —  a?*)»  (i  —  aîF*)*(i  —ax^) 

1    I 

2  (i  —  rt)(i  —  ax^)(i — ax^)(i  —  a*a:*)(i  —  a*a:*)(i  —  a*ar*)' 

et,  en  général,  si  la  grandeur  est  limitée  à  /r,  nous  obtenons  faci- 


(')  Cela  fait  connaître,  pour  les  équations  à  n  variables,  le  nombre  des  genres 
d'abaques  constilucs  au  moyen  d^éléments  à  deux  coles  ou  à  une  cote  au  maii- 
raum.  (M.  O.) 
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leraentla  fonction  génératrice 


I 

—  • 


1     _J 

2  *  (i  —  a)(i  — aa7*)(i  —  ax^)...(i  —  aa?**) 

(I  — a«a:*)(i--o«a?*)(i— a«a:«)*(i— a*x»)« . . . 

ofi,  dans  le  dénominateur  de  la  seconde  fraction,  la  deuxième  et  la 
troisième  ligne  procèdent  suivant  les  indices 


I     I 
I     1 


2      2 
2      2 


3    3 
3    3 


î(A:~i)     }(A:-i) 


i(^-0 


si  k  est  impair;  suivant  les  indices 


I 

I 

2 

2 

3 

3 

•  •  • 

I 

I 

2 

2 

3 

3 

si  Ar  est  pair. 

J^espère,  dans  une  autre  occasion,  traiter  le  problème  plus  gé- 
néral pour  lequel  le  nombre  des  lignes  est  trois  ou  plus,  problème 
qui  ne  me  semble  pas  présenter  de  difficultés  insurmontables. 


SUR  LA  PROBABILITÉ  DES  fiVËNEMENTS  COMPOSES; 
Par  M.  H.  Delànnoy. 

Dans  les  Comptes  rendus  de  l'Association  française  pour 
V avancement  des  Sciences  {Congrès  de  Carthage,  p.  i;  1896), 
un  mathématicien  distingué,  M.  le  Rév.  T.-C.  Simmons,  exa- 
mine la  probabilité  des  événements  composés,  dans  le  cas  où 
les  événements  sont  indépendants.  Il  critique  la  définition  de 
Moivre  (*)  et  le  troisième  principe  de  Laplace  (*). 


(^)  Deux  évéDements  sont  ÎDdépcndants  quand  ils  n'influent  pas  Vùn  sur 
l'autre  et  que  l'arrivée  de  l'un  n'avance  ni  ne  retarde  l'arrivée  de  l'autre.  Deux 
événements  sont  dépendants  quand  ils  se  rattachent  tellement  que  la  probabilité 
de  l'arrivée  de  l'un  est  changée  par  l'arrivée  de  l'autre. 

(')  Si  les  événements  sont  indépendants  les  uns  des  autres,  la  probabilité  de 
leur  ensemble  est  le  produit  de  leurs  probabilités  particulières. 
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«  Ce  principe  et  celle  définilion,  dit-il,  ont  été  acceptés,  aa- 
tant  que  je  sache,  avec  confiance,  jusqu'ici,  par  tous  les  mathé- 
maticiens. ...  Je  me  propose  de  montrer  que  cette  confiance  n'esl 
pas  toujours  justifiée  et  que,  au  contraire,  si  l'on  accepte  la  défi- 
nition de  Moivre,  le  principe  de  Laplace  peut  donner  naissance, 
dans  certains  cas,  à  de  graves  erreurs.  » 

Il  en  donne  trois  exemples  que  je  reproduis  ci-après,  mais  qui 
sont  loin  de  me  paraître  concluants.  Si  la  règle  de  Laplace  y 
paraît  en  défaut,  c'est  que  les  événements  ne  sont  pas  indépen- 
dants, comme  je  vais  le  prouver. 

Exemple  1. 

Trois  points  sont  pris  au  hasard  sur  une  droite.  Quelle  est 
la  probabilité  pour  que  les  deux  derniers  se  trompent  sur  un 
seul  des  deux  segments  déterminés  par  le  premier? 

«  Soient  PQ  la  droite,  Al  le  premier  point,  B,  C  les  deux  autres. 
La  probabilité  de  l'incidence  de  B  sur  PA  (il  va  sans  dire  que  l'on 
n'a  pas  observé  la  longueur  de  PA)  ou  de  C  sur  PA  est,   dans 

chaque  cas,  -;  les  deux  événements,  selon  Moivre,  sont  indépen- 
dants, car  la  position  de  B  sur  PQ  n'influe  aucunement  sur  la 
position  de  C  sur  PQ.  Selon  Laplace,  la  probabilité  pour  que 

B,  C  se  trouvent  tous  les  deux  sur  PA  est =  -,  et  la  proba- 

bilité  pour  qu'ils  se  trouvent  sur  le  même  segment  de  PQ  est  -• 

Mais  celte  dernière  probabilité  devrait  être  ^  (*),  comme  on  le 

voit  très  facilement.  Conséquemment,  si  l'on  accepte  la  définition 
de  Moivre,  le  principe  de  Laplace  n'est  pas  applicable  ici.   » 

Ce  premier  exemple  est  identique  au  problème  des  trois 
coffrets  donné  par  M.  Bertrand  dans  son  Traité  des  proba- 
bilités (p.  a). 


(')  II  faut  lire  -  au  lieu  de  5*  M.  Simmons  me  dit  qu'il  y  a  là  une  simple  faute 
d^impression. 

xxvi.  5 
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La  probabilité  que  B  soit  à  droite  de  A  est  -;  mais,  cette  po- 
sition  de  B  admise,  il  y  a  plus  de  chances  pour  que  C  soit  à 
droite  de  A  plutôt  qu^à  gauche,  la  probabilité  est  -  au  lieu  de  -• 

En  effet,  le  point  B  étant  à  droite  de  A,  le  point  C  pourra  être  : 

Ou  bien  à  droite  de  B  et,  a  fortiori,  de  A; 
Ou  bien  à  gauche  de  B  :  alors  deux  cas,  suivant  que  C  est  a 
droite  ou  à  gauche  de  A. 

Par  conséquent,  en  tout  trois  cas,  dont  deux  favorables. 

La  probabilité  que  B  et  C  sont  sur  AQ  est  -•-  =  -;  même 
probabilité  qu'ils  sont  sur  PA.  Donc,  la  probabilité  que  B  et  C 
seront  sur  un  même  segment  de  PQ  est  ^ 

Exemple  IL 

Une  corde  d'un  cercle  est  déterminée  en  joignant  deux 
points  pris  au  hasard  sur  la  circonférence.  Trois  cordes  étant 
ainsi  déterminées,  quelle  est  la  probabilité  pour  que  leurs  trois 
intersections  se  rencontrent  en  dedans  du  cercle? 

«  Soient  A,  B,  C  les  trois  cordes.  Les  intersections  en  dedans 
du  cercle  de  BC,  de  CA  et  de  AB  sont  trois  événements  que  Ton 
peut  désigner  par  P,  Q,  R.  La  position  d'une  corde  quelconque  A 
n'influe  aucunement  sur  la  position  de  B,  ni  de  C;  ainsi  l'arrivée 
d'un  événement  quelconque  P  n'avance,  ni  ne  retarde  l'arrivée 
de  Q,  ni  de  R.  Conséquemment,  selon  Moivre,  P,  Q,  R  sont 
absolument  indépendants.  La  probabilité  de  P,  ou  de  Q,  ou  de  R, 

comme  on  voit  très  facilement,  dans  chaque  cas,  est  ^• 

»  Un  mathématicien  anglais  [Math,  Quest,  front  educational 
TimeSy  Vol.  LXV,  Q.  12898.  Londres,  1896)  a  déduit  que,  par 
conséquent,  la  probabilité  de  l'événement  composé  PQR  est 

I     I     I  _   I 
3*  3*3  ~  Ît' 


> 
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et  croit  encore  qu'il  a  raison.  Mais»  la  probabilité  exacte  devrait 


être  -r*  » 
i5 


De  mêmeque  pour  le  premierexemple,  il  est  inexactdedirequc  les 
événements  sont  indépendants.  La  rencontre  de  deux  cordes  à  l'in- 
térieur du  cercle  augmente  les  chances  des  rencontres  ultérieures. 

La  probabilité  que  deux  cordes  A  et  B  se  rencontreront  à  l'in- 
térieur du  cercle  est  -•  Mais,  si  celle  rencontre  a  eu  lieu,  la  pro- 

babilité  que  A  rencontrera  une  troisième  corde  C  est  -  au  lieu  de 

-  et,  ces  deux  rencontres  admises,  la  probabilité  que  G  rencon- 

Irera  également  B  est  encore  augmentée;  elle   n'est  plus  -  ni  -r 

elle  est  -•  La  probabilité  que  les  trois  cordes  se  rencontreront  à 


1 


2 

l'intérieur  du  cercle  est  donc 


I     2    I  _    I 
3    j    •;►        i5 


Exemple    III. 


Deux  hommes  K  et  ^  et  deux  dames  C  et  D,  tous  inconnus 
les  uns  des  autres,  voyagent  dans  le  même  train^  de  C  indiffé- 
rents compartiments  de  la  première  classe,  m  de  la  seconde 
classe  et  n  de  la  troisième  classe.  Les  probabilités  pour  que  A 
voyage  dans  la  première,  seconde  ou  troisième  classe  sont  res- 
pectivement proportionnelles  à  À,  [JL,  V,  et  de  même  pour  h.  Les 
probabilités  pour  que  C  voyage  dans  la  première,  seconde  ou 
troisième  classe  sont  respectix^emcnt  proportionnelles  à  /,  m^ 
n,  et  de  même  pour  D.  Prouver,  pou/*  toutes  les  valeurs  de  A, 
[X,  V  (excepté  quand  X  :  jjl  :  v  =  Il  ml  n)^  que  A  et  B  se  trouvent 
plus  probablement  en  compagnie  de  la  même  dame  que  chacun 
avec  une  dame  différente, 

«  Prenons  un  cas  simple,  où  le  train  se  compose  de  trois  com- 
partiments seulement,  deux  de  la  première,  un  de  la  troisième 
classe.  Supposons,  sur  deux  fois  que  C  voyage  dans  la  première 
classe,  qu'elle  voyage   une  fois  dans  la   troisième,   et  de  même 


^  njd  ^ 


pr^tBii»fT  ^a  ia  ir)M«tfK>:iiie  ^saaae.  ^t  àe  nBeme  pour  B.  La  di 
:>o<fr  70«  A  •*  'raove  'iT«e  *^  r«i  'loue 


e  r|st  »>^t  4«séf  :a  probobiâile  pour  ^iiie  B  se  iroave  iivvc  ^I.  Hu» 
.a  probabiiît^  Cioar    loe  A  et  B  r<  troa^ent  tans  i««^  «ieax  l'vec  C 


j     « 


>     1     j 


«i^aAt  la  proi»i»iIIté  pour  fjoc  A  se  Croitve  avec  O  et  B  aiFee  D. 


•  >a  réci  pr CMfBgnigiit*  • 


I^  prohabitilé  qoe  C  iien  avec  A  esi  :;  •  celle  «^ ae  C  est  Avec  B 

^1  aiin^t  -T    niaÎ4    les   ^ox  événemeiiis  soat-ils   îadépeniaLKts? 

l^iauf  ^nm  ^e  C  ^^^  avec  .A.  elle  ne  poom  se  troarer  avec  B 
rrif'^  la  cofMiîtiofi  rfne  A  et  B  seront  enâenble;  il  fani  donc  «^x- 
'^Inre  loote»  les  combioaMons  W!!  •'pti  ne  satisiont  pas  à  cette 
ronHftioa.  D^  lors.  pefitw>n  dire  «fiie  le  premier  ^vénemeai  e$t 
•:iiM  infln^nee  ser  le  second  i  M? 

f ^  probabilité  qae  A  :9era  avec  B  est  -  • 
celle  qœ  C  est  avec  Ton  «le*  deax  est  -; 

U  pr^rh(»MKt/  rpe  res  trot^  personnes  -ieronl  rénoies  est  doac 


»      r  f 


\'4  '|ffi3itf  i>m^  f>eru!n>ne  D  fionvani  m^  trouver  soil  isolée^  ioii  réuQÎe 
;f*iv  ff'/M  yrfemi^e^. 


'    f  %f    ^Tmw»^/^»»  9  f«y/*#«iii  /f«M  %  4fr»iC  U.  daat  ««#a  Méoioirr.  nue  erremr  «401 
M  «V«M  ^M^ 
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Voicî,  du  reste,  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter,  sivec  leurs 

probabilités  respectives  : 

Probabilité. 

3 


1°  ABCD 

6 


7^' 


^'1 


•2"  ABC  I  D 

:i«  ABD  I C — 

r  ACDIB — 

7'i 

5"  BCD  I  A — 

(V  AB  I  CD ~ 

72 

7"  AB|C|D — 

'   '  7*2 

8°  CDI  AIB — 

<r  AC  i  BD — 

''     '  75i 

10"  AD|BC — 

7'2 

ir  ACIBID ~ 

'  72 

12"  AD|B|C — 

* 

li"  BCIAID — 

7-1 

•r  BD|A|C A 

Total ^  =1 

7^ 


♦ 


(Les  lignes  de  séparation  verticales  indiquent  que  les  voyageurs 
sont  dans  des  voitures  difTérentes.) 

Ces  trois  exemples  ne  prouvent  donc  rien  contre  la  règle  de 
Laplace.  On  pourra  l'employer  en  toute  sécurité  quand  les  évé- 
nements seront  indépendants.  Tout  ce  que  Ton  peut  dire,  c'est 
que,  avant  d'appliquer  cette  règle,  il  faut  bien  s'assurer  si  les  évé- 
nements, qui  paraissent  indépendants,  le  sont  réellement,  car 
l'apparence  est  parfois  trompeuse. 

M.  Simmons  me  dit  qu'il  avait  en  vue  de  critiquer  moins  La- 
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place  que  la  dëfinilion  de  Moivro,  qui  manque,  en  e/Fel,  de  préci- 
sion. M.  Simmons  j  substitue  la  définition  suivante,  qui  est  bien 
préférable  : 

«  Deux  événements  sont  indépendants  quand  l'arrivée  de  l'un 
n'augmente  ni  ne  diminue  la  probabilité  de  l'arrivée  de  l'autre.   » 

Pour  présenter  une  bonne  définition,  Moivre  n'aurait  eu  qu'à 
adopter  l'inverse  de  celle  qu'il  a  donnée  pour  les  événements  dé- 
pendants. 

Il  n'est  pas  toujours  facile  de  reconnaître  a  priori  si  des  évé- 
nements sont  indépendants  on  non.  iJans  les  cas  douteux,  il  sera 
plus  sûr  d'employer,  comme  le  propose  M.  Simmons,  la  règle  IV 
(le  Lapldce. 

J'aurais  depuis  longtemps  envoyé  cette  Note  à  la  Société  ma- 
iliématique,  mais  M.  Simmons,  qui  avait  reçu  communication  de 
mes  observations,  m'ayant  fait  connaître  qu'il  avait  l'intention 
(Tadresser  à  la  Société  un  Mémoire  explicatif,  j'ai  pensé  qu'il  était 
inutile  <le  faire  paraître  deux  articles  sur  le  même  sujet. 

Tout  récemment,  M.  Simmons  m'a  dit  qu'il  n'avait  pas  le  temps 
d'écrire  la  rectification  projetée  et  que,  par  suite,  je  pouvais  pu- 
blier mes  observations.  C'est  ce  qui  m'a  décidé  à  rédiger  la  pré- 
sente Note.  Il  importe  de  ne  [)as  laisser  s'accréditer  l'opinion 
erronée  que  la  troisième  règle  de  Laplace  peut,  dans  certains  cas, 
se  trouver  en  défaut  ;  elle  n'y  est  jamais  quand  on  l'applique  à  des 
événements  réellement  indépendants. 


SUR  L'ÉQUATION  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 

Aw  -4-5a-f-/=o; 

Par  M.  S.  Zarfimba. 

1 .  Soient  (S)  une  surface  fermée  limitant  un  domaine  (D),y  une 
fonction  donnée  des  coordonnées  x,  y,  :;,  admettant  des  dérivées 
premières  dans  le  domaine  (1)),  ç  une  constante  réelle  ou  imagi- 
naire et  //  une  fonction  satisfaisant,  à  l'intérieur  du  domaine  (D), 
à  rétpialion  aux  dérivées  partielles 

O-u         O-ii        â-it 


i  I  ) 


et  pn'iianl  la  valeur  /.éro  sur  la  surface  (S). 
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M.  Poincaré  a  montré,  dans  son  beau  Mémoire  Sur  les  équa- 
tions de  la  Physique  mathématique  {Rendiconti  del  circolo 
matematico  di  Palermo,  1894)  que  la  fonction  u  existera  et  sera 
déterminée  sans  ambiguïté  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  la 
constante  $,  exception  faite  de  certaines  valeurs  réelles  et  posi- 
tives formant  une  suite  infinie.  Cela  posé,  je  me  propose  de  faire 
connaître  une  forme  nouvelle  de  l'intégrale  w,  valable  entre  autres 
pour  toutes  les  valeurs  de  la  constante  \  dont  le  module  est  assez 

grand,  Fargument  étant  compris  entre  -  et  3  -•  Je  suppose  que  la 

surface  (S)  admet  un  plan  langent  déterminé  en  chacun  de  ses 
points  et  que  le  domaine  (D)  est  simplement  connexe. 

2.  Désignons  par  jjl  celle  des  déterminations  de  l'expression 

y/ —  ç,  dont  la  partie  réelle  est  positive;  soient  r  la  distance  des 
points  {x^y^  z)  et  {x'^y^  z')  et  d'z  l'élément  de  volume  du  do- 
maine (D)  se  rapportant  au  point  {x'^j',  3'). 
Posons 

où  l'indice  D  indique  que  l'intégration  doit  être  étendue  à  tout  le 
domaine  (D). 

Soit  ^2  Id  fonction  satisfaisant  à  Tintérieur  du  domaine  (D)  à 
l'équation  de  Laplace  Aç'2  =  o  et  vérifiant,  sur  la  surface  (S), 
l'équation 

Posons  en  général 


(3) 


et  désignons  pari^2/i+2  '^  fonction  qui,  à  l'intérieur  du  domaine  (D), 
vérifie  l'équation  de  Laplace  Aç'2,,+2  =  o  et  qui  prend,  sur  la  sur- 
face (S),  les  valeurs  déterminées  par  l'équation  ^2/1+1  4-  ^2/1+2  =  o- 
Je  dis  que  la  série 

(î)  ^^i=  ^'I-H^'J-H  ...4-^'/-+-  ... 

i  =  l 
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est  convergenle  et  qu'elle  représente  la  fonction   u  dans  le  cas, 
entre  autres,  où  le  module  de  $  est  assez  grand,  Fargument  étant 


Tt       .    .»  1t 


compris  entre  -  et  3-« 

3.  Considérons  un  point  quelconque  O  situé  sur  la  surface  (S), 
désignons  par  i'"  la  valeur  au  point  O  de  la  fonction  Vi  et  soit  r© 
la  distance  d'un  élément  rf-r  du  domaine  (D)  au  point  O.  L'équa- 
tion (3)  nous  donnera 

(5)  V\n^x  =----/   v^,,  —^  du. 

On  déduit  de  Féqualion  précédente,  en  tenant  compte  de  la  re- 
lation 

A fx«  =  o , 


(6) 


Décrivons  du  point  O  comme  centre  une  sphère  (2)  de  rayon  e 
et  désignons  par  (D')  la  partie  du  domaine  (D)  qui  est  extérieure 
à  la  sphère  (2).  Cela  posé,  j'observe  que  l'intégrale  qui  se  pré- 
sente au  second  membre  de  Téquation  (6)  peut  se  décomposer 
en  deux  autres  dont  l'une  se  rapportera  au  domaine  (D').  Appli- 
()uons  à  celte  intégrale  le  théorème  de  Green  et  passons  aux  H- 
niiltîs  cMi  ("aisanl  tendre  e  vers  zéro,  il  viendra 

où  ds  désigne  un  élément  de  la  surface  (S)  et  r©  la  dislance  de 
cet  élément  au  point  O.  On  en  conclut,  eu  égard  à  la  définition 
de  la  fonction  ^2/1+2»  que 

Proposons-nous  maintenant  d'éliminer  du  second  membre  de 
Téquation  précédente  la  quantité  —A^' 
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Elevons  à  cet  effet  la  normale  à  la  surface  (S)  au  point  O  et 
prenons  sur  elle,  à  Textérieur  de  la  surface,  un  point  P  à  une 
dislance  y  du  point  O.  Soit  r'  la  dislance  de  l'élément  ds  au 
point  P;  on  aura 

K-Js  '-    ^^   A=o  -'s  '-«   ^^^ 

Désignons  par  w  la  fonction  qui  satisfait  à  Téquation  de  Laplace 
à  rintérieur  de  la  surface  (S)  et  qui  prend,  sur  celte  surface,  des 

valeurs  égales  aux  valeurs  de  la  fonction  — r-* 
Le  théorème  de  Green  donnera 


Calculons  la  fonction  wp.  Désignons  à  cet  effet  par  ^i,^i,  Z\ 
les  coordonnées  de  l'élément  de  volume  di\  r^  la  distance  de  cet 
élément  au  point  P  et  G(j:,^,  z,  x^,  y^^  z^)  la  fonction  de  Green 
relative  à  la  surface  (S)  et  aux  points  {x^y^  z)  et  {x^^y^y  Zx). 

On  s'assurera  aisément  que  Ton  a 

(lo)  w  = h  m' 

r 

en  désignant  par  r  la  dislance  du  point  (x^y^  z)  au  point  P  et 
en  posant 

(il)  Tn'=     —    /  G(.r,  r,  w,  .r,,7,,>3,) ch. 

Désignons  par  m  la  limite  de  la  fonction  tït'  lorsque  y  lend  vers 
zéro;  on  déduira  des  équations  (lo),  (9)5  (8)  et  (7)  la  conséquence 
suivante  : 

-4.  Nous  avons 
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par  conséquent,  à  cause  de  Téqualion  (lo), 

Cette  équation  nous  donne,  en  faisant  tendre  y  vers  zéro  et  en 
désignant,  comme  plus  haut,  par  Tq  la  distance  de  Télément  ds 
au  point  O. 


(i3) 


r  dm   ,  r  d   e  V- 


LdN 


ds. 


Proposons-nous  de  déterminer  une  limite  supérieure  de  l'inté- 
grale 

r\  dm 


*-s 


^N 


ds. 


et  observons  à  cet  eflet  que  Téquation  (i  i)  nous  donne 


(14) 


m 


4^^  Jd 


1,  5,)  —r-d-z. 

I  o 


Désignons  par  a  et  P  les  parties  réelle  et  imaginaire  de  ji.,  nous 
aurons  [jl  =  a  +  ^/.  Soit  hti  la  fonction  à  laquelle  se  réduit  la  fonc- 
tion xs  dans  le  cas  où  ^  =  o.  11  résulte  de  Téquation  (i  i)  et  de 


rinégalité  bien  connue 

(i5) 

que  Ton  doit  avoir 


d\ 

dm\ 
'd^ 


o 


>o. 


L'équation  (i3)  nous  donnera  par  conséquent 


(i6) 


/ 


7/N 


r  d    e-a/.> 
X  d\      /o 


Soit  m  le  module  de  [x;  il  résulte  de  Téquation  (i  4)  et  de  l'iné- 
galité (i5)  que  Ton  aura 


(tm 
dS 


m-  dw\ 

^'^  lis 


11  viendra  par  conséquent,  en  tenant  compte  de  Téqualion  (i^^))? 


(»7) 


r    dm      ,         m^  /  r  d     c    «'"    ,    . 

r      d\  a*  \  ,/j.  r/.\      /\,  / 


—   /o  — 


o.   li'inléîrrale 


fi 


/   -T^  ds 


donne  lieu  aux  remarques  suivantes  : 

i"  Elle  est  positive  lorsque  la  surface  (S)  est  convexe; 

2°  La  limite  supérieure  des  valeurs  absolues  de  cette  intégrale, 
pour  les  diverses  positions  du  point  O  sur  la  surface  (S),  tend 
vers  zéro  lorsque  a  croît  indéfiniment; 

3  '  L'intégrale  qui  nous  occupe  tend  vers  iiz  lorsque  a  tend  vers 
zéro. 

Désignons  par  S/ la  limite  supérieure  du  module  de  la  fonction  vi] 
il  résulte  de  Téquation  (12),  de  l'inégalité  (17),  des  remarques  qui 
viennent  d'être  faites  et  de  ce  que  le  module  d'une  fonction  véri- 
fiant l'équation  de  Laplace  à  l'intérieur  d'une  surface  (S)  ne  peut 
avoir  ni  un  maximum,  ni  un  minimum  à  l'intérieur  de  la  surface, 
qu'il  existera  une  constante  positive  6,  plus  petite  que  Tunité,  telle 
cjue  l'on  ait 

pourvu  que  Tune  des  conditions  suivantes  soit  satisfaite  : 

mm  mm 

1"   L'argument  de  Ç  est  compris  entre  ^^  et  3->   la  surface   (S) 

étant  convexe; 

:>."  La  surface  (S)   étant  quelconque  et  l'argument  de  \  étant 

J«»  mm 

compris  entre  -'  et  3->  le  module  est  suffisamment  grand; 

3"  La  surface  (S)  étant  quelconque,  l'argument  de  $  ne  se  ré- 
duit pas  à  un  multiple  de  27:,  le  module  étant  suffisamment  petit. 

Il  reste  à  montrer  que,  dans  chacun  des  trois  cas  précédents,  la 
série  (4)  est  convergente  et  que  la  somme  de  cette  série  repré- 
sente bien  l'intégrale  demandée  de  l'équation  (i). 

Il  résulte  de  l'inégalité  (18)  et  de  la  définition  des  fonctions  i', , 
r.j,  . . .  que  I  on  pourra  trouver  un  nombre  positif  A  tel  que  Ton  ait 


I 
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pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  du  nombre  n.  Gela 
prouve  que  la  série  (i)  est  absolument  et  uniformément  conver- 
gente. Il  est  évident  d'ailleurs  que  la  somme  u  de  cette  série  est 
nulle  en  chaque  point  de  la  surface  (S).  Nous  n'avons  plus  qu'à 
établir  que  la  fonction  u  satisfait  à  l'équation  (i). 
On  a 

A  t^s  =  o, 

Ai>3—  {l'Ps—  \>-\^'t=  o, 
(20)  <    , 

At'î,i-.-j=  o, 


On  en  déduit,  en  se  rappelant  que  la  somme  V2n^\  +  ^'2/1+2  est 
nulle  en  chaque  point  de  la  surface  (S), 

(21)     < 

où  G  représente  la  fonction  de  Green  relative  au  domaine  D.  Par 
conséquent,  la  fonction  m,  somme  de  la  série  (4),  satisfera  à  la  re- 
lation 

Or  la  fonction /admet,  par  hypothèse,  des  dérivées  premières; 
si  donc  nous  prouvons  que  la  fonction  u  admet  des  dérivées  pre- 
mières, nous  pourrons  affirmer  qu'elle  admet  aussi  des  dérivées 
secondes  et  qu'elle  satisfait  à  l'équation  (i). 

Convenons  de  représenter  par  le  symbole  Dcp  la  dérivée  d'une 
fonction  cp  par  rapport  à  Tune  quelconque  des  variables  x,  y^  z. 
Il  existera,  comme  on  sait,  une  constante  positive  N  telle  que  l'on 
ait 

"'l  DG(x,  y,  z,  x\y,  z')  j  dx'dfdz'  I  <  N, 


X 


quelle  que  soit  la  position  du  point   (^,  JK?  ^)  ^  rinlérieur  de  la 
surface  (S).  On  conclut  de  là,  en  tenant  compte  des  équations 
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(3)  et  (ai)  et  des  inégalilës  (19),  qu'il  existera  un  nombre  positif 

B  tel  que  Ton  ait 

iDi^t^-tKBO"-», 

Cela  prouve  que  la  série  2/Dr/  sera  convergente.  Par  consé- 
quent la  fonction  u  admettra  bien  des  dérivées  premières.  Il  fau- 
dra donc,  conformément  à  la  remarque  faite  plus  haut,  qu'elle 
admette  aussi  des  dérivées  secondes  et  qu'elle  satisfasse  à  l'équa- 
tion (i).  La  proposition  que  nous  avions  en  vue  est  donc  dé- 
montrée. 

Observons  en  terminant  que  la  forme  sous  laquelle  nous  avons 
obtenu  l'intégrale  u  de  l'équation  (i)  paraît  devoir  être  de  quelque 
utilité  dans  l'étude  des  propriétés  de  cette  intégrale.  Ainsi,  par 
exemple,  elle  permet  d'établir  très  aisément  le  théorème  suivant, 
démontré  par  M.  Poincaré  dans  le  Mémoire  cité  au  n°  1  : 

Lorsque  le  module  de  \  croit  indéfiniment  y  V  argument  con- 
servant  une  valeur ^xe  comprise  entre  -  et  3  -9  l'intégrale  u  a 

pour  valeur  asymptotique  V expression  —  ^• 


SUR  LES  SINGULARITÉS  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 

DU  PREMIER  ORDRE; 

Par    M.    J.    Beudom. 

Étant  donnée  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre 

on  sait  qu'elle  admet  des  caractéristiques  linéaires  définies  par  les 
équations  suivantes  : 

dxx  dxn.  dz  —  dpt 

api  opn        opx  np„  '  ôxt  dz 

Pour  engendrer  une  intégrale  quelconque,  on  choisit  arbitraire- 
ment une  multiplicité  M^_,  vérifiant  l'équation  proposée,  et  par 
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chaque  élément  du   premier  ordre  de  celle  multiplicité   on   (ail 
passer  une  caraclérislique. 

Mais  si  celle  multiplicité  initiale  Mj|,_,  est  elle-même  engendrée 
par  des  caractéristiques,  le  procédé  précédent  ne  s^applique  plus  : 
je  me  propose  de  démontrer  que,  dans  ce  cas,  il  y  a  une  infinité 
de  surfaces  intégrales  qui  contiennent  cette  multiplicité. 

1.  Une  multiplicité  M^_,  peut  toujours  être  définie  de  la  fa- 
çon suivante  :  on  prend  z  et  Xft  en  fonction  de  Xt,  . .  .,  x,i_^y  on 
écrit 

(2) 


rfr,  = /" -^ /''SI7.  ' 


dz  Ox„ 

1 ^Pn     \-^Pn    \ 


et  il  n'y  a  plus  qu*une  seule  inconnue  pn\  si  cette  multiplicité 
appartient  à  Téqualion  (i),  on  a 

/  dz  ôx„  Oz  f).r„  \ 

(3)     /(^^„  ...,  a:«,  z,  ~  -/.„  ^--  ,   ....  ^^-^^  -p.  ôJ—.'f"'^)  ^  *" 

Celte  équation  permettra  en  général  de  calculer  pn  sans  ambi- 
guïté; mais  il  pourra  arriver  que  p^  ne  figure  plus  dans  celte 
équation. 

Pour  faire  une  discussion  complète,  il  faudrait  opérer  comme 
rindique  M.  Goursal  dans  ses  Leçons  sur  les  équations  aux  de- 
rivées  partielles  du  second  ordre,  c'est-à-dire  considérer,  dans 
i  équation  (i),  /?|,  . .  ,^  p„  comme  seules  variables  :  elle  représenle 
alors  une  surface  dans  l'espace  à  n  dimensions,  et  les  équa- 
tions (a)  représentent  une  droite. 

H  pourra  arriver  :  ou  bien  que  la  droite  (a)  ne  rencontre  pas 
du  tout  la  surface,  auquel  cas  il  y  a  impossibilité  de  faire  passer 
une  surface  intégrale  par  la  multiplicité  Ml_^  considérée;  ou  bien 
que  la  droite  soit  sur  la  surface,  et  Findéterminalion  commence 
aux  dérivées  du  premier  ordre;  ou  bien  que  la  droite  soit  tangente 
à  la  surface,  et  Tindétermination  commence  aux  dérivées  du  se- 
cond ordre;  je  n'étudierai  que  ce  dernier  cas. 

La  dérivée  du  premier  membre  de  l'équation  (3)  par  rapport  à 
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pn  esl  alors  nulle,  cl  Fou  a 


;i  — I 

(4)  ^-  -y 

Opn        ^  àpi    ÔXi 

t  =  \  *■ 


^  —   =  o. 


Éliminant /?;,  entre  les  équations  (3)  et  (4),  on  a  une  équation 
du  premier  ordre  en  z  et  Xn  q"i  définit  les  multiplicités  singu- 
lières. 

J'efTectuc  maintenant  le  changement  de  variables  de  Cauchy, 
qui  consiste  à  remplacer  les  variables  Xi,  ^2,  . . . ,  :r„  par  les  va- 
riables x^^  JTa,  .  . . ,  Xn-\,  yi  et  je  le  choisis  de  manière  que  s,  x,,, 
Pn  étant  considérés  comme  des  fonctions  de  a'i,  .  - .,  Xn^i^  elles 
représentent  des  multiplicités  singulières  quel  que  soit  ^. 

J'aurai 

d'où 

ÔY  ""  ôxt   ôy        dy    dii 
Diflférentions  l'équation  (i)  par  rapport  à  y\  nous  aurons 


\dxn        àz^")    dy        ^dpi\dxi     dy         "dy    dxi  ) 


àf  [dpn  dxn        dp^  dr„\     ,     df    dp,, 

-f-  - —  — - —    —  o 


àpn    dy 


dp» 


le  coefficient  de  -^  est  nul  par  hypothèse,  et  Ton  a 


n  — 1 


1=1 

Pour   avoir  des  multiplicités  ^]^_^  appartenant  à  (i)  quel   que 
soit  y^  il  faut 

df        df  "y^  df  dp„ 

l'rrl 

Ces  multiplicités  sont  donc  définies  par  les  équations  (a),  (4) 
et  (5);  on  voit  immédiatement  qu'elles  sont  engendrées  par  les 
caractéristiques  de  l'équation  (i). 

Pour  calculer  les  dérivées  du  second  ordre,  il  faudra  din<éren- 
lier  l'équation  (i)  par  rapport  à  j^i,  x^,  . . . ,  Xn  :  on  constatera 
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aisément  rindétcrminatlon  du  calcul  des  élémenls  du  second  ordre 
relatifs  aux  multiplicités  précédentes. 

2.  Une  multiplicité  singulière  étant  donnée,  on  peut  faire 
un  changement  de  variables  tel  qu'elle  soit  représentée  par  les 
équations 

et  même,  en  posant 
par 

Dans  ces  conditions  on  a 

~-    =0,  -^-=^^^  (t  =  I,'2,  ...,  /l,) 

Ôpn  OXi 

pour  les  valeurs  initiales  précédentes. 

L'équation  (i)  peut  alors  être  mise  sous  la  forme 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  à  i  par  rapport  à 
Xn  et  /?«,  et  ne  renfermant  pas  de  termes  011^:4,  -..,  a:„_i  figu- 
rent seuls. 

Cette  équation  possède  une  intégrale  holomorplie  qui  se  réduit 
à  une  fonction  donnée  de  ^Ti,  5:2»  ••  •?  ^/i-2î -^w  pour  :r/i_i  =  o; 
mais,  à  cause  des  conditions  précédentes,  cette  fonction,  déve- 
loppée suivant  les  puissances  de  x,i7  est  de  la  forme 

Il  y  a  donc  une  infinité  de  surfaces  intégrales  qui  passent 
par  la  multiplicité  singulière  MJ',^^  engendrée  par  les  caracté- 
ristiques. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  6  AVRIL  1898. 
prksii»kn<:k  i»k  m.  d'ocagne. 

Communications  : 

M.  Jahnke  :  Sur  un  théorème  relatif  aux  substitutions  or- 
thogonales, 

M.  Blutel  :  Sur  une  correspondance  entre  les  lignes  asympto- 
tiques  des  surfaces  tétraédrales  et  les  génératrices  rectilignes 
des  quadriques. 

M.  DupoRCQ  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  un  théorème  de  M.  Humbert. 

Au  mo^en  des  propriétés  des  fonctions  0,  M.  Humbert  est, 
dernièrement,  parvenu  incidemment  au  théorème  suivant  : 

Soit  12  3  4  5  6  un  hexagone  inscrit  à  une  conique  et  tel  que 
la  conique  inscrite  au  pentagone  a  3  4  ^  &  passe  par  le  point  i  : 
la  conique  inscrite  au  pentagone  i  4  3  6  ^passera  par  le  point  2. 

Je  vais  indiquer  une  démonstration  géométrique  de  cette  élé- 
gante propriété  :  elle  résulte  immédiatement  de  ce  que  si  1 ,  2,  3, 
i',  2',  3'  désignent  six  droites  tangentes  à  une  même  conique, 
il  existe  une  transformation  du  second  ordre  telle  que  les 
droites  \  et  \' ,  2  et  2',  3  et  3' soient  respectivement  réciproques. 
Les  trois  pôles  remarquables,  dans  cette  transformation,  sont  les 
points  (1  1'),  (2  2')  et  (3  3'),  et  l'on  achève  de  la  déterminer  en  se 
donnant  les  points  réciproques  (i  2)  et  (l'a')  :  les  droites  i  et  1', 
2  et  2'  sont  bien  alors  réciproques.  Quant  aux  droites  réciproques 
issues  du  point  (3  3'),  elles  forment  un  faisceau  involutif,  dont 
on  a  deux  couples  de  rayons  conjugués  en  joignant  le  point  (3  3'), 
d'une  part  aux  points  (i  i')  et  (22')  et,  d'autre  part,  aux  points 
(i  2)  et  {i' '2');  ce  faisceau  involutif  est  donc  celui  des  tangentes 
menées  de  (3  3')  aux  coniques  inscrites  au  quadrilatère  forme  par 
les  droites  1,  i\  •>.,  2';  la  propriété  annoncée  en  résulte. 
XXVI.  6 
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S^il  existe  une  conique  tangente  à  la  droite  i  et  circonscrite  an 
pentagone  l'a  2'  3  3',  celle-ci  se  transformera  ainsi  en  une  conique 
tangente  à  la  droite  1'  et  circonscrite  au  pentagone  1  2'  2  3'  3.  On 
obtient  ainsi  le  théorème  dualistique  de  celui  qu^cnonce  M.  Huro- 
bert. 

M.  L41SANT  fait  la  Communication  suivante  : 

Snr  la  loi  de  lliodographe  circulaire  dans  les  mouvements 

dus  à  une  force  centrale. 

Soit  M  un  point  matériel  mobile  sous  l'action  d'une  force  cen- 
trale dirigée  vers  O.  Si  nous  considérons  le  point  correspondant  M| 

Fig.   I. 


de  riiodographe,  la  tangente  en  Mj  est  parallèle  à  OM  et  Ton  a 

-—  =  — ,  en  appelant  F  la  force  et  m  la  masse. 

De  plus,  en  rapportant  le  mouvement  à  un  axe  polaire  OZ, 

nous  avons  r^  -r-  =  C,  la  constante  des  aires. 

at 

Le  rayon  de  courbure  de  l'hodographe  en  Mi  est 


Pi  = 


^         F 
dsi  _    dt    _   m  _  Fr* 

It         r» 


Donc,  si  Fr^  est  constant,  c'est-à-dire  si  la  force  est  inversement 
proportionnelle  au  carré  de  la  distance,  l'hodographe  est  circu- 
laire, et  elle  n'est  circulaire  que  dans  ce  cas  seulement;  c'e»t- 
à-dire  que  la  réciproque  est  vraie. 

Cette  démonstration  est  tellement  simple  que  c'est  plutôt  une 
constatation.  Celles  qui  ont  été  données  jusqu'ici  de  celte  pro- 
position semblent  être  singulièrement  plus  compliquées. 
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SÉANCE  DU  14  AVRIL  1898. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  D^OCAGNE. 

Communications  : 

M.  Demoulin  :  Démonstration  dUin  théorème  de  Rihaiicoiir 
sur  les  périsphères. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  les  méthodes  nomographiques. 


SÉANCE    DU    4   MAI   1898. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    LBCORNU. 

Communications  : 

M.  Bricard  :  Note  sur  une  propriété  des  /onctions  elliptiques 
du  second  ordre. 

M.  Fonlené  :  Interprétation  géométrique  des  constantes  de 
Cayley,  permettant  d^ exprimer  les  coefficients  d'une  substitu- 
tion orthogonale  quaternaire. 

M.  Pellet  adresse  un  Mémoire  Sur  la  théorie  des  sur/aces. 


SÉANCE  DU   18  MAI  1898. 

PRÉSIDENCE   DE   II.   CARVALLO. 


Elections  : 


Sont  élus,  à  runanimilé,  membres  de  la  Société  :  M.  Jarry, 
présenté  par  MM.  Laisant  et  Élie  Perrin;  M.  de  Montessus  de 
Ballore,  présenté  par  MM.  Laisant  et  d'Ocagne. 

Communications  : 

M.  Duporcq  :  Sur  une  correspondance  entre  deux  plans. 
M.  GouRSAT  adresse  la  Communication  suivante  : 
Sur  les  éqaations  d'une  surface  rapportée  à  ses  lignes  de  longueur  nulle. 

Dans  une  Note  des  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences  (l.  C^XXV,  p.  1.59;  1^97),  M.  E.  Cosscrat  a  indiqué  des 
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formules  très  élégantes  pour  représenter  les  coordonnées  d'un 
point  d'une  surface  rapportée  à  ses  lignes  de  longueur  nulle. 
En  modifiant  un  peu  les  notations,  on  peut  mettre  ces  formules 
sous  la  forme  plus  symétrique  suivante  : 

Soient  a,  ^  les  paramètres  des  deux  familles  de  courbes  de  lon- 
gueur nulle,  X(a,  p)  une  fonction,  qui  peut  être  quelconque,  de 
ces  deux  paramètres,  et  61 ,  62  deux  intégrales  particulières  dis- 
tinctes de  Téquation  linéaire 

x^y,  z  étant  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  la  sur- 
face considérée,  les  formules  en  question  peuvent  s'écrire 

(a)  j:r-»^=  Jejda  +  l  (^«y^p. 

On  peut  remarquer  aussi  la  formule  simple  qui  donne  ds-  : 

SÉANCE    DU    r*    JUIN    1898. 

PRESIDENCE   DE   U.    LECORM'. 

Communications  : 

M.  lladamard  :  Sur  la  forme  des  lignes  géodésiques  à  fin- 
fini  et  sur  les  géodésiques  des  surfaces  réglées  du  second  ordre. 

M.  Raffy  :  Sur  les  réseaux  conjugués  et  fa  déformation  des 
surfaces. 

M.  DE  MoNTCHEuiL  adrcssc  une  Etude  des  surfaces  définies 
par  V équation  R  -f-  R'=  F(//)  -f-  F,  (//,  ). 

M.  d'Ocagne  transmet,  de  la  part  de  M.  Grecnhill,  une  série  de 
figures    stéréoscopiques   permettant   de   voir  dans  l'espace  divers 
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exemples  de  courbes  gauches,  obtenues  par  M.  Greenhill  au  cours 
de  ses  études  sur  les  intégrales  pseudo-elliptiques  (  *). 

M.  Lecornu  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  développantes  d'une  développante  de  cercle. 

Désignons  par  r  le  rayon  polaire  d'un  point  M  d'une  courbe  (C) 
et  par/?  la  distance  de  l'origine  O  à  la  tangente  en  M.  On  sait  que 

le  rayon  de  courbure  p  vérifie  la  relation  p  r=  --,  — •  Si  donc  on  veut 

que  p  soit  égal  à  r,  on  doit  poser  dr^=clp\  d'où,  en  appelant  a 
une  constante  arbitraire,  r  =  p-\-a.  On  a  alors  p  =/? -f- a,  et 
cette  dernière  relation  permet  de  reconnaître  que  la  courbe  (C)  a 
pour  développée  la  développante  d'un  cercle  de  centre  O  et  de 
rayon  a.  Mais,  parmi  toutes  les  développantes  d'une  développante 
de  cercle,  une  seule  jouit  de  la  propriété  en  question  ;  car,  si  l'on 
considère  en  particulier  le  point  de  rebroussemenl  P  de  la  déve- 
loppante de  cercle,  le  point  correspondant  de  la  courbe  (C)  doit 
se  trouver  au  milieu  du  rayon  OP. 

Soit  (C)  une  autre  développante  de  la  même  développante  de 
cercle;  soient,  pour  un  point  M'  de  cette  courbe,  /•',  /y',  p'  les 
longueurs  analogues  à  r,/?,  p.  On  a  la  relation  générale  p' =/?'-{-« 

r'  dr' 
que  l'on  peut  écrire     .  ,    z=p'-\-a;  d'où,  en  intégrant, 

r'*  =(/>'-+- a)* -+- consl.         ou  bien         r'*=  p'*-4- const. 

Pour  avoir  la  signification  géométrique  de  la  constante,  faisons  cor- 
respondre les  points  M'  et  M,  de  manière  qu'ils  se  trouvent  sur 
une  normale  commune  à  (C)  et  (C),  et  désignons  par  h  la  distance 
constante  MM'.  On  a  p'  =  p  -4-  h  et  p'=  p  -h  /i  =  /•  4-  h.  En  outre, 
le  triangle  OMM'  donne 

la  constante  est  donc  égale  à  —  'à  ha. 
En  résumé  : 

Parmi  toutes  les  développantes  d'une  même  développante  de 

C)  Le  stéréoscope  dont  M.  Groenliill  a  fait  don  à  la  Société  lors  d'un  premier 
envoi  de  figures  de  ce  scnre  est  déposé  à  la  bibliothèque  de  la  Société. 
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cercle,  il  y  en  a  une  dont  le  rayon  de  courbure  est  partout 
égal  au  rayon  polaire  issu  du  centre  du  cercle.  Pour  une  autre 
quelconque  de  ces  courbes,  située  à  la  distance  h  de  la  pre- 
mière, la  différence  entre  le  carré  du  rayon  de  courbure  et  le 
carré  du  rayon  polaire  est  constante  et  égale  à  deux  fois  le 
produit  du  rayon  du  cercle  par  Vécartement  h. 


SÉANCE    DU    15   JUIN    1898. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    LECORMT. 

Communications  : 

M.  Lecornu  :  Sur  la  stabilité  de  V équilibre. 

M.  GounsAT  adresse  une  Note  sur  V existence  des  fonctions 
intégrales  d\in  système  d"* équations  aux  dérivées  partielles. 

M.  Touche  fait  ia  Communication  suivante  : 

Sur  la  résistance  des  fluides  à  une  sphère. 

Nous  avons  étabri,  dans  des  conditions  particulières  déterminées 
et  pour  le  cas  d'un  disque,  les  courbes  trajectoires  d'un  fluide  et 
les  courbes  orthogonales  aux  trajectoires.  Les  courbes  orthogo- 
nales aux  trajectoires  ont  pour  équation 

dx' 


X  sina  L         \  «*  /    J 


Si,  pour  le  cas  d'un  disque,  on  mène,  par  le  point  considéré  du 

ds 
fluide  dévié,  une  parallèle  au  disque,  on  voit  aisément  que  -~  a 

pour  valeur  tang(a  -|-  p),  de  sorte  que  Téquation  de  la  courbe 

devient 

dx'  cosa'    ,  ,,  , ,        Q,, 

X  sina         '  ^  ^ 

Nous  avons  calculé,  de  point  en  point,  la  courbe  orthogonale 
représentée  par  cette  équation,  ainsi  que  la  courbe  trajectoire. 
Nous  avons  obtenu,  pour  un  disque  indéfini,  toutes  les  courbes 
trajectoires  du  fluide  et  toutes  les  courbes  orthogonales,  en  traçant 
les  lignes  homolhétiques  directes  d'une  seule  d'entre  elles. 
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Prenons  les  lignes  inverses  limites  du  Tableau  ainsi  formé; 
considérons,  comme  axe  des  x^  une  ligne  parlant  du  centre  O  du 
disque  et  située  dans  le  plan  du  disque.  La  ligne  inverse  limite  de 
Taxe  des  x  sera  une  circonférence  tangente  en  O  à  cet  axe  des  x 
et  dont  nous  pouvons  choisir  le  rayon  égal  à  Tunité. 

Considérons  cette  circonférence  comme  un  grand  cercle  d'une 
sphère  et  examinons  quelles  seront,  pour  le  fluide  ambiant,  les 
courbes  trajectoires  et  les  courbes  orthogonales  aux  trajectoires, 
autour  de  cette  sphère. 

Nous  avons  vu  (*)  que  si,  sur  notre  premier  Tableau  de  lignes 
trajectoires  et  de  lignes  orthogonales,  nous  traçons  des  droites 
passant  par  le  centre  O,  les  lignes  inverses  limites  de  ces  droites 
sont  des  circonférences  de  rayon  égal  à  l'unité,  passant  par  le 
point  O  et  dont  les  tangentes  en  O  sont  inclinées,  sur  Taxe  des  x, 
du  même  angle  que  les  droites  correspondantes  dans  le  premier 
Tableau. 

En  traçant  sur  ces  circonférences,  et  en  chaque  point,  des  élé- 
ments de  droite  faisant  avec  la  tangente  à  la  circonférence  le  même 
angle  que  la  courbe  trajectoire,  dans  le  cas  du  disque,  fait  avec  la 
droite  correspondante  dans  le  premier  Tableau  et  en  opérant  de 
même  pour  la  courbe  orthogonale,  on  obtient  un  second  Tableau 
de  courbes  trajectoires  et  de  courbes  orthogonales  autour  de  la 
sphère. 

Remarquons  qu'à  peu  de  distance  du  point  O  le  second  Tableau 
de  courbes  trajectoires  et  de  courbes  orthogonales  coïncide  exac- 
tement avec  le  premier  Tableau,  ce  qui  doit  avoir  lieu,  si  le  sys- 
tème de  courbes  trajectoires  et  de  courbes  orthogonales  autour  de 
la  sphère  est  bien  un  système  de  courbes  trajectoires  du  fluide  et 
de  courbes  orthogonales  et  qu'en  cette  partie  les  courbes  trajec- 
toires et  les  courbes  orthogonales  autour  de  la  sphère  corres- 
pondent exactement  aux  équations  générales  de  ces  courbes  pour 
nn  fluide,  à  Texclusion  de  toutes  autres  équations. 

Observons  que,  dans  notre  Communication  sur  les  figures  in- 
verses limites,  nous  avons  indiqué  le  moyen  de  déduire  d'un  pre- 
mier Tableau  de  courbes  trajectoires  et  de  courbes  orthogonales. 


(  '  )  Sur  les  figures  inverses  f imites  (  Hulletin  de  la  Société  mathématique 
fie  France,  i.  \\M,  n"'  1  et  2,  p.  3). 
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U11  secood  Tableau  de  courbes  Irajecloires  el  de  courbes  orthogo- 
nales et  cela  quelle  que  soit  réqualion  de  la  courbe  trajectoire  qui 
détermine  cette  courbe  pour  le  premier  Tableau. 

En  nous  appuyant  sur  cette  théorie  pour  les  applications  à  la 
résistance  d'un  fluide  à  une  sphère,  nous  considérons  des  courbes 
orthogonales  à  une  surface  plane  et  qui  satisfont  aux  équations 
trouvées  pour  le  cas  du  disque;  le  second  Tableau  nous  donne 
des  courbes  orthogonales  à  la  sphère.  Si,  comme  nous  le  pensons, 
sans  toutefois  pouvoir  le  démontrer,  nous  avons  trouvé  le  moyen 
de  déterminer  ainsi  tous  les  systèmes  de  courbes  trajectoires  et 
orthogonales  qui  peuvent  exister  autour  d'une  sphère,  il  s'en- 
suivra que  le  second  Tableau,  obtenu  au  moyen  d'un  premier 
Tableau  relatif  au  cas  du  disque,  sera  bien  celui  du  système  des 
courbes  trajectoires  el  des  courbes  orthogonales  d'un  fluide  autour 
d'une  sphère. 

Nous  avons  fait  l'épure  des  courbes  trajectoires  et  des  canïbes 
orthogonales  autour  de  la  sphère  et  voici  ce  que  nous  avons  re- 
marqué sur  le  dessin  : 

L'inflexion  brusque  a  lieu  suivant  un  arc  de  circonférence  c  de 
rayon  égal  à  l'unité,  c'est-à-dire  de  même  rayon  que  la  sphère  qui 
limite  le  corps  immergé,  cette  circonférence  partant  du  point  O 
et  sa  tangente  en  O  faisant  avec  l'axe  des  a:  un  angle  de  56**.  La 
longueur  de  l'arc  est  de  56**,  de  sorte  que  Tinflexion  brusque  com- 
mence en  O  et  se  termine  sur  la  parallèle  à  l'axe  des  j>',  distante 
de  cet  axe  du  sinus  de  56°.  Vers  le  point  O,  le  fluide,  qui  se  mou- 
vait parallèlement  à  l'axe  des  j',  s'infléchit  brusquement  suivant 
la  circonférence  c,  de  manière  à  faire  enlsuite  avec  cet  axe  un 
angle  de  56".  Si  l'on  suit  la  circonférence  r,  l'inflexion  brusque  a 
toujours  lieu  sur  cette  circonférence,  mais  l'angle  va  en  diminuant 
et  devient  nul  lorsqu'on  arrive  à  l'extrémité  d'un  arc  de  56®.  Il 
n'y  a  plus  d'inflexion  brusque  en  dehors  de  cet  arc  ;  les  trajectoires 
fluides  commencent  alors  à  s'infléchir  dans  l'intérieur  de  la  cir- 
conférence c  et  le  font  progressivement.  l-.a  dernière  trajectoire, 
qui  donne  lieu  à  une  inflexion  brusque  (très  petite),  part  du 
point  X  =  sin  56'*,  >•  ^=  I  —  sin  56°,  et  suit  une  ligne  à  double 
courbure,  dont  l'inclinaison  sur  Taxe  des  x  part  de  ()o**,  arrive  à 
70"  et  revient  à  85".  La  trajectoire,  qui  part  du  point  .r  =  i,i4> 
j>-  =  1,1,  suit  une  ligne  à  double  courbure,  dont  Tinclinaison  sur 
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Taxe  des  x  part  de  90°  et  s'éloigne  peu  d'une  droite  inclinée  de 
85®  sur  l'axe  des  x, 

La  pression  exercée  par  le  fluide  sur  Ja  sphère  est  la  même  que 
celle  exercée  sur  le  disque,  aux  environs  du  point  O.  Nous  remar- 
querons que,  dans  l'h^'pothèse  envisagée  de  la  densité  constante, 
la  vitesse  en  un  point  est,  pour  une  même  trajectoire,  en  raison 
inverse  du  produit  de  la  distance  de  cette  trajectoire  à  une  trajec- 
toire très  voisine,  multipliée  par  la  distance  du  point  considéré  à 
Taxe  des  y. 

Le  dessin  donne  ainsi  le  moyen  d'obtenir  les  vitesses;  on  en 
déduit  les  pressions  à  l'aide  de  l'équation 

^1— ^u=  ~iP^  —  P\)- 
r 

Nous  trouvons  ainsi  que  les  pressions  sur  la  sphère  vont  en  di- 
minuant à  partir  du  point  O,  c'est-à-dire  du  point  correspondant 
à  o**;  qu'elles  deviennent  nulles  pour  un  point  correspondant  en- 
viron à  65**  et  que,  à  partir  de  ce  point,  la  pression  devient  infé- 
rieure à  la  pression  extérieure. 

M.  BonEL  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  caractéristiques  des  fonctions  0. 

On  sait  qu^une  fonction  Q  à  />  variables  donne  naissance,  par 
l'addition  aux  arguments  de  demi-périodes  (et  multiplication  par 
uu  facteur  exponentiel  convenable),  à  2^^  fonctions  associées 
(j  compris  la  fonction  dont  on  est  parti).  Chacune  de  ces  fonc- 
tions peut  être  définie  par  ce  que  l'on  appelle  sa  caractéristique  y 
c'est-à-dire  par  un  système  de  2/?  nombres 

(Aj,    Aj,    .  .  . ,  A^\ 
A|,  Aj,   .  .  . ,  kp  J 

égaux  chacun  à  zéro  ou  à  un,  La  caractéristique  est  Aile  paire  ou 
impairCy  suivant  que  la  somme 

(1)  XiX,-h  XjX', H-. .  .-h  X,,XJ,  =  L 

est  paire  ou  impaire;  d'ailleurs,  la  fonction  0  est  paire  ou  impaire, 
suivant  que  sa  caractéristique  est  elle-même  paire  ou  impaire. 
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La  détermination  |du  nombre  des  caractéristiques  paires  a  de 
l'importance  dans  diverses  questions;  on  y  parvient  ordinairement 
par  voie  de  récurrence  (en  passant  de  p  k  p  -\-  i),  M  m'a  semblé 
qu'il  pouvait  y  avoir  quelque  intérêt  à  y  arriver  directement. 

C'est  ce  que  l'on  fait  à  l'aide  des  remarques  bien  simples  sui- 
vantes. Posons 

on  aura 

i'i)  (Ài-i-[ii)À', -h...-f-(Xp-h  iJip)l'p=  L-f-  M. 

Cela  étant,  groupons  ensemble  les  caractéristiques  qui  corres- 
pondent à  des  valeurs  fixes  de  >/, ,  )..',,  . . .,  X'  ;  leur  nombre  est  2P 
(puisque  chacun  des  nombres  )h,  a^,  . . .,  a^,  peut  prendre  la  valeur 
zéro  ou  un).  Les  équations  (1),  (2),  (3)  montrent  immédiatement 
que  ces  2P  caractéristiques,  ou  bien  se  partagent  également  en 
caractéristiques  paires  et  impaires  ou  bien  sont  toutes  paires  (*). 
Ce  dernier  cas  ne  peut  d'ailleurs  se  présenter  que  si  les  )/  sont 
tous  nuls. 

D'autre  part,  il  est  clair  qu'il  y  a  2/*  systèmes  de  valeurs  possibles 
des  )/;  à  2^^ —  i  de  ces  systèmes  (ceux  dans  lesquels  les  V  ne  sont 
pas  tous  nuls)  correspondent,  pour  chacun  d'eux,  2/*"'  caracté- 
ristiques paires  et  2P~^  impaires;  au  système  unique  dans  lequel 
les  )/  sont  tous  nuls,  2P  caractéristiques  paires.  Le  nombre  total 
des  caractéristiques  paires  est  donc 

et  celui  des  caractéristiques  impaires  est  (2P —  i)^/'"'. 

Celte  méthode  s'étendrait  d'ailleurs  aisément  au  cas  où  l'on 
considérerait  les  caractéristiques  des  fonctions  0  obtenues  en 
ajoutant  aux  arguments,  non  plus  des  demi-périodes,  mais  des 
^kmcs  parties  de  périodes. 


(')  En  ciïet,  regardons  les  X  comme  fixes  (non  tous  nuls)  et  les  jx  comme 
variables;  si  L  est  impair,  L  »-  M  sera  pair  si  M  est  impair,  cl  impair  si  M  est 
pair;  d'ailleurs,  si  les  jx  prennent  tous  les  systèmes  de  valeurs  différentes  (suivant 
le  module  '.j)»  »ï  *■*"  î>era  de  même  des  X  -h  a.  Cela  suffit  pour  prouver  le  résultat 
énoncé. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


NOTE  SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES 

DU  SECOND  ORDRE  ; 

Par  M.  Raoul  Bricard. 

1. 

Dans  une  Note  Sur  /es  fonctions  elliptiques  du  second  ordre, 
insérée  au  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  j'ai  établi  la 
propriété  suivante  : 

Si  /,  w,  V  sont  trois  fonctions  elliptiques  du  second  ordre,  aux 
mêmes  périodes,  d'un  même  argument  z^  il  existe  entre  ces 
trois  fonctions,  en  exceptant  certains  cas  particuliers,  deux 
relations  distinctes  qui  sont  linéaires  par  rapport  à  chacune 
déciles, 

(  A  tuv  -+-  B  i/t'  -+-  G  i7  -♦-  D  /M  H-  E  /  -f-  F  «^  H-  G  i'  -f-  II  =  o, 
^*^         (  A'/Mt'-Hirat;-+-GV/-4-D7i4-HE'/-+-F'wH-GV-+-Il'=  o, 

A,  B,  .  .  . ,  H'  désignant  des  constantes. 

Considérons  en  particulier  les  trois  fonctions  elliptiques  du 
second  ordre 

2(0  désignant  Tune  quelconque  des  périodes  communes  à  ces  trois 
fonctions  :  on  peut  leur  appliquer  Ténoncé  qui  précède.  Remar- 
quons, en  outre,  qu'en  éliminant  successivement  <,  Uy  v  entre  les 
deux  équations  (i),  on  forme  les  équations  doublement  quadra- 
tiques qui  relient  deu%  à  deux  les  trois  fonctions  considérées.  Or, 
il  est  bien  clair  qu'en  raison  des  formes  choisies  pour  ces  trois 
fonctions,  leâ  équations  doublement  quadratiques  dont  il  s'agit 
doivent  avoir  les  mômes  coefficients.  Cela  exige  que  chacune  des 
équations  (i)  soit  symétrique  par  rapport  aux  variables  qu'elle 
renferme.  Le  système  (i)  est  donc  de  la  forme 

A    ///i'  4-  H   (  //('  -I-  (7  -h  ///  )-i-  K   (/-}-//  -4-  i'  )    I-  Il    --  o, 
A'  tuv  -h  B'  { uv  -f  i7  -     ///  )  -+-  E'  (  /  -4-  M  "+-  c  )  -:-  W  —  o. 
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11  suil  de  là  que  les  quantités  tuv^  iiv  -f-  \'t  -\-  tu.  t  -\-  u  -{-  r 
sont  fonctions  linéaires  d'un  paramètre  X.  On  peut  encore  expri- 
mer ainsi  qu'il  suit  le  résultat  précédent  : 

Les  trois  fonctions  elliptiques 
sont  racines  dUine  équation  de  la  forme 

/(e)-FXcp(e)  =  o, 

/(ô)  et  ©(6)  étant  des  polynômes  du  troisième  degré  à  coeffi- 
cients constants. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  suivant,  dont  nous  don- 
nerons une  démonstration  indépendante  des  considérations  qui 
précèdent  : 

Soit  f{z)  une  fonction  elliptique  du  second  ordre,  dont 
Vune  des  périodes  est  210.  Considérons  les  expressions. 

L'équation  qui  a  pour  racines  t^y  /|,  ...,  /«_i  est  de  la 
forme 

(a)  I>(0)-4-XQ{0)=:o, 

P(0)  et  Q(8)  désignant  deux  polynômes  du  degré  /i,  à  coeffi- 
cients constants. 

Pour  établir  ce  théorème,  il  suffît  de  montrer  que  les  diverses 
fonctions  symétriques  élémentaires  des  quantités  ^o?  'm  •  •  •>  ^«-1 
peuvent  s'exprimer  linéairement  en  fonction  de  Tune  d'entre 
elles,  par  exemple  de  leur  produit 

t^tx  .  .  .  t,i—\.  ' 

Considérons  donc  l'une  de  ces  fonctions  symétriques 

I*A=  ^ '//,'//,•  •  •  f'ay  {fft^  ai,  .  .  .,  h  fi  —  o,  I,  .  .  .,  /i  —  I), 
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et  formons  l'expression 

Aa  étant  une  constante  quelconque. 

Considérée  comme  fonction  de  l'argument  :;,  Texpression  V 
est  elliptique  et  de  l'ordre  2/i.  Ses  pôles  sont  ceux  des  fonctions 
/o,  ^1,  . . . ,  /,/_!,  c'est-à-dire,  en  désignant  par  a  et  j3  les  pôles  de 
f{z)^  les  2/1  quantités 


a, 

9A0 

% j 

n 

^         n 

...   y 
•     •     •   > 

n —  I 

n 

Q       n  —  i 

M           ..    .    ,    ,  o  fti 

u                  -  -  -•  M  ut . 

'            n 

Nous  supposerons  d'abord  que  ces  quantités  sont  toutes  dis- 
tinctes entre  elles  :  les  pôles  de  V  sont  donc  simples. 

Remarquons  en  outre  que,  pour  démontrer  le  théorème  dont  il 
s'agit,  on  peut  supposer  la  fonction  /,  multipliée  au  besoin  par 
un  facteur  numérique,  telle  que,  dans  les  environs  du  pôle  a,  elle 
admette  un  développement  de  la  forme 

R  étant  une  fonction  holomorphe.  On  sait  qu'alors,  dans  les  en- 
virons du  pôle  p,  son  développement  est  de  la  forme 

Ri  étant  une  fonction  holomorphe. 

A^ant  fait  ces  hypothèses,  donnons  à  -3  la  valeur  a 2  w, 

/  étant  un  nombre  quelconque  de  la  suite 

Dans  les  environs  de  ce  pôle,  la  fonction  V  admet  un  dévelop- 
pement de  la  forme 

•R,(5), 


.-(a-^.a.) 


R2  étant  holomorphe.  Il  est  aisé  de  former  le  résidu  p,  en  se  rc- 
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portant  à  la  défînition  de  la  fonction  V.  On  trouve  ainsi  : 

—  \jif\^ 5.  to  )  /  (  a 2  W  H )  "  '  f\Ot 2  tu  H 2  (tJ  I  - 

Sous  le  signe ^>    les   nombres  ^4,  ...,  Aa_i   doivent  former 
toutes  les  combinaisons  possibles  des  nombres 

o,  I,  '2,  . . .,  /  —  I,  /-+-!,  . . . ,  n  — 1, 

pris  k  —  I  à  /»*  —  I . 

Quant  au  coefficient  de  A.,  c^est  un  produit  de  facteurs  de  la 
forme 

J\  et 2  «OH 2iu)> 

\         ^  n        / 

où  h  prend  successivement  les  valeurs  écrites  précédemment. 
D'après  cela,  p  peut  s'écrire  simplement 

^/ii,     hfj     ...,     /i^_i  =  1 ,  2,  . . . ,  /j  —  1). 

Jusqu'ici  la  constante  A  a  été  laissée  arbitraire;  si  l'on  donne  à 
cette  constante  la  valeur 

^/(.-»^.„).../(.-^s„) 

(3)  ^k=  -z r ■: — r ' 

le  résidu  p  sera  nul.  Comme  /  ne  figure  pas  dans  l'expression  (3), 
la  fonction  V,  pour  celte  même  valeur  de  A,  aura  un  résidu  nul 
en  chacun  des  pôles 

2w  n  —  I 

flt,    flt  —   >        •  •  •  »         OL 2W. 

n  n 

Je  dis  que  le  résidu  de  V  sera  nul  aussi  en  chacun  des  pôles 

Q      Q  '^^'^  Q  ''  —  ' 

p,     5 '         •  •  •  7         p 2  10. 
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En  effel,  pour  annuler  le  résidu  en  chacun  des  pôles  correspon- 
dants, il  faut  donner  à  A  la  valeur 

( h\ ,  A'j,    . . . ,  h'f._i  =  1 ,  2,  . . . ,  /i  —  I ). 

Or,  cette  valeur  est  identique  à  la  précédente.  En  effet,  il  entre 
dans  les  expressions  (3)  et  (4)  un  même  nombre  d'éléments  que 
Ton  peut  se  faire  correspondre  deux  à  deux  par  les  formules 

et  Ton  a 


/(-"t)=/[p-'»-<-] 


puisque  les  arguments  qui  figurent  dans  le  premier  et  dans  le  se- 
cond membre  ont  pour  somme,  à  une  période  près,  a  h-  P,  somme 
des  pôles  de  la  fonction  /. 

En  résumé,  si  l'on  donne  à  A^  la  valeur  (3)  identique,  à  la  va- 
leur (4),  la  fonction  elliptique  V  a  tous  ses  résidus  nuls.  Elle  se 
réduit  à  une  constante  B^,  et  l'on  a 

P^  =  \ktof\  . . .  tfi-t  -+-  Bx. 

L'équation  qui  a  pour  racines  /o?  'i»  •  •  •?  '«-.i  est  donc  de  la 
forme 

O^-i-r  A,)^  -i-  B,)0«-»-4-(AîXh-  B,)0"-î-h...-f-(A„_,X  -+-  B«_,)0  -h  X  =o. 

On  voit  qu'elle  est  bien  de  la  forme  (2). 

Pour  compléter  la  démonstration,  il  faut  examiner  le  cas, 
exclu  jusqu'ici,  où  les  2/1  pôles 

2UJ  n  —  I 

a,      a y      ....      3t 2to. 

n  n 

3,       S y       ...,       3—- 2U>, 

ne  seraient  pas  tous  distincts. 

On  fera  rentrer  immédiatement  ce  cas  dans  le  précédent  en 
substituant  à  la  fonction  /  une  fonction  du  second  ordre  cp,  aux 
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mêmes  périodes  que  /,  dont  les  pôles  %'  et  [3'  satisfont  à  la  relation 

et  sont  choisis,  ce  qui  est  évidemment  possible,  de  manière  que 

les  quantités 

,      ïw  ,       n  —  \ 

a,     a >      ....     a. 2to, 

n  II 

soient  toutes  distinctes  entre  elles. 

Le  raisonnement  précédent  peut  alors  s'appliquer  :  les  n  fonc- 
tions 

sont  racines  d\ine  équation  de  la  forme 

P(0')-4-XQ(e')  =  o. 

D'autre  part,  les  fonctions  du  second  ordre/ et  cp,  ayant  même 
somme  de  pôles,  sont  reliées,  comme  on  sait,  par  une  relation 
homographique. 

On  obtiendra  donc  l'équation  en  0  en  opérant  une  substitution 
homographique  sur  l'équation  précédente,  et  il  est  clair  que  cette 
nouvelle  équation  contiendra  encore  linéairement  A. 

Le  théorème  énoncé  est  ainsi  démontré  dans  tous  les  cas. 


IL 


Ce  théorème  est  susceptible  d'applications  géométriques  et 
nous  allons  en  donner  une. 

Considérons  deux  coniques  C  et  C  telles  qu'il  existe  un  poly- 
gone de  n  côtés  inscrit  à  la  première  et  circonscrit  à  la  seconde. 
On  sait,  d'après  le  théorème  de  Poncelet,  qu'il  existe  alors  une 
infinité  de  polygones  de  n  côtés  jouissant  de  la  même  propriété. 

Proposons-nous  de  chercher  le  lieu  des  centres  des  moyennes 
distances  des  sommets  d'un  tel  polygone,  quand  il  varie  de 
manière  à  rester  inscrit  à  C  et  circonscrit  à  (7. 
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Nous  rapporlerons  à  cet  elTel  la  conique  C  à  ses  asymptotes. 
Soit 

son  équation.  Les  coordonnées  de  l'un  quelconque  de  ses  points 
peuvent  être  représentées  par  les  formules 

Cela  posé,  on  peut,  comme  on  sait,  former  une  fonction  ellip- 
tique du  second  ordre  /{z)-^  telle  que  les  valeurs  du  paramètre  /, 
définies  par  les  égalités 

correspondent  constamment,  lorsque  z  varie,  aux  n  sommets  du 
polygone  considéré,  quand  il  se  déforme  dans  les  conditions 
prescrites.  La  fonction  f{z)  dépend  naturellement  de  la  conique  C. 
Les  paramètres  t^^  •..,  ln-\^  correspondant  aux  sommets  du 
polygone,  sont  donc  racines  d'une  équation  de  la  forme 

p(e)H-XQ(e)  =  o. 

Soient  alors  (^o?^o)j  "  --,  {^n-ii  yn-\)  les  coordonnées  des 
sommets  de  notre  polygone,  [x^  y)  celles  du  centre  des  moyennes 
dislances  de  ses  sommets.  On  a 


9 


I  I  fiff,.,  in  —  i  "+"..• 

ny  =  yo-^ . .  --^rn^i  ==  y-h . .  .-h  - — == — — j 

«u  '«—1  «0  '1  •  •  •  «n-i 

mais,  en  posant 
on  a 

*o  ~^  •  •  •  "^  '/I  -  I  ■=  ^  A  -f-  w, 
f  l  fi  •  •  '  f n  —  l  "T"  •  •  •   =  C  A  -}-  cf. 

Le  lieu  cherché  s'obtiendra  donc  en  éliminant  A  entre  les  deux 
équations 

cX-h  d 
XXVI.  7 
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Le  résultat  est  de  la  forme 

\xy  -\-  Bx  -h  C^-4-  D  =  o. 

Ainsi  le  lieu  cherché  est  une  conique  homothétique  à  la  co- 
nique circonscrite  C,  quelle  que  soit  la  conique  C. 

En  particulier,  si  la  conique  C  est  un  cercle,  il  en  est  de  même 
du  lieu  cherché  ('). 

INTERPRËTATION  DE  LA  PÉRIODE  IMAGINAIRE 
DANS  UN  MOUVEMENT  A  LA  POINSOT; 

Par  M.  P.  Appell. 

Dans  la  solution  analytique  donnée  par  Jacobi  pour  le  mouve- 
ment d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe  quand  il  n'y  a  pas 
de  forces  accélératrices,  les  composantes  de  la  rotation  instan- 
tanée et  les  neuf  cosinus  s'expriment  par  des  fonctions  double- 
ment périodiques  du  temps  de  première  ou  de  deuxième  espèce. 

La  période  imaginaire  de  ces  fonctions  reste  sans  signification 
dans  le  mouvement.  On  ne  peut  pas  chercher  une  signification  de 
cette  période  en  appliquant  le  théorème  général  que  j'ai  donné 
dans  les  Comptes  rendus  du  3o  décembre  1878,  à  cause  de 
l'absence  de  forces  accélératrices." 

Je  me  propose  de  montrer  qu'on  peut,  par  un  choix  convenable 
des  conditions  initiales,  associer  les  mouvements  du  solide  deux 
à  deux,  de  telle  façon  que  la  période  réelle  de  l'un  soit  égale  à  la 
période  imaginaire  de  l'autre  divisée  par  i. 

En  prenant  comme  axes  mobiles  liés  au  corps  les  axes  princi- 
paux d'inertie  relatifs  au  point  fixe,  et  employant  les  notations 
classiques,  on  a  les  deux  intégrales 

j  A/>«  -4-  By«  -+-  G/-2  =  D|ji«, 
D  et  [JL  désignant  des  constantes  arbitraires. 


(  *  )  Ce  ihéorênie  de  Géométrie  est  connu  dans  le  cas  où  la  conique  C  et  la  co- 
nique C  sont  des  cercles.  Mais  nous  ne  savons  s'il  a  élc  énoncé  dans  le  cas  gé- 
néral. 
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Dans  la  représenlation  du  mouvemenl  donnée  par  Poinsol,  la 
polhodie  a  pour  équations 

i  Xx^  -+-  Byi  -+-  Cz^  =  I, 

et  le  cùne,  Heu  des  axes  instantanés  dans  le  corps,  a  pour  équa- 
tion 

(3)  A  (A  -D):r«-f-B(B  — D)7*-i-G(C  — D)^î  =  o. 

Nous  supposerons 

A  >B>G. 

On  sait  qu^il  existe  deux  sortes  de  polhodies  :  les  unes,  tournant 

autour  des  sommets  du  grand  axe  de  l'ellipsoïde  d'inertie  (0>s), 

correspondent  à 

B>  D>G; 

les  autres,  entourant  les  sommets  du  petit  axe  (O^),  correspon- 
dent à 

B  <  D  <  A. 

Ces  deux  sortes  de  polliodies  sont  séparées  par  une  polhodie 
singulière  correspondant  à  D  =  B  et  formée  de  deux  ellipses  pas- 
sant par  les  sommets  de  Taxe  moyen. 

Nous  allons  voir  que,  dans  chacune  de  ces  catégories,  les  pol- 
hodies sont  conjuguées  deux  à  deux,  de  telle  façon  que,  dans  les 
mouvements  correspondants,  la  période  réelle  d'un  des  mouve- 
ments est  égale  â  la  période  imaginaire  de  l'autre  divisée  par  /. 

Prenons,  pour  fixer  les  idées,  une  polhodie  de  la  première  ca- 
tégorie 

B>D>C. 

Les  fonctions  elliptiques  du  temps,  qui  donnent/?,  </,  r,  ont 

pour  module 

A— B D-C 

et,  pour  multiplicateur, 


''=''V ÂBC 


~  D)(B-C) 
BC 
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(  Voyez,  par  exemple,  mon  Traité  de  Mécanique  ration- 
nelle, t.  II,  Chap.  XX.) 

Nous  associerons  à  ce  mouvement  un  deuxième  mouvement 
dans  lequel  les  constantes  arbitraires  D  et  jjl  prennent  de  nouvelles 
valeurs  D'  et  jjl'  choisies  de  telle  façon  que  le  nouveau  module  k'^ 
soit  complémentaire  de  k^  el  le  nouveau  multiplicateur  n'  égal 
à  n.  On  a  ainsi  les  deux  conditions 

A-B  D— G       A - B  D  —  G  _ 
^^^  B  — GA— D"^H-GA  — D'~'' 


(5)  iJLv^D(A— D)  =  hlVI>'(A-D'). 

La  première  de  ces  relations  est  une  involutîon  entre  D  et  D'  : 
quand  D  est  choisi  entre  B  et  C,  elle  détermine  une  valeur  de  D' 
également  située  entre  B  et  C.  La  deuxième  relation  détermine 
ensuite  |jl'.  Les  deux  mouvements  ainsi  obtenus  possèdent  la  pro- 
priété indiquée. 

Voici  comment  on  peut  déterminer  les  conditions  initiales  con- 
duisant à  ces  deux  mouvements  associés.  Regardons  comme  in- 
stant initial  l'instant  où  la  rotation  instantanée  est  dans  le  plan 
yOz  contenant  le  grand  axe  et  Taxe  moyen  de  Tellipsoïde  d'iner- 
tie. Alors,  dans  le  premier  mouvement,  on  a 

et  Taxe  instantané  de  rotation  initial  OI,  qui  est  toujours  sur  le 
cône  (3),  est  une  des  génératrices  de  ce  cône  située  dans  le  plan 
des  zy,  c'est-à-dire  l'une  des  deux  droites 

^  r^o,         B(B— D)^)î  —  G(G—  l))2«  =  o; 

les  coclficicnts  angulaires  de  ces  deux  droites,  par  rapport  à  O^', 
sonl  donnés  par 

B(B- D) 


ï  — 


G(l)-G) 


De  même,  dans  le  deuxième  mouvement,  au  moment  où  Taxe 
instantané  OV  est  dans  le  plan  des  y:;,   il  coïncide  avec  une  des 


-  lOl  - 
deux  droites  ayant  pour  coefficients  angulaires 


,_  B(B-D-) 


m^  = 


G(D'— C) 


En  tirant  de  ces  deux  relations  D  et  D',  en  fonction  de  m^  et 
m'*,  et  portant  dans  (4),  on  obtient  la  relation 


^     ,,      B»(A  — B)î 


d'où,  en  prenant  pour  01  et  01'  les  droites  situées  dans    Tangle 
positif  j'O  2, 

B(A  — B) 


(6)  mm'  = 


C(A-C) 


Quant  aux  vitesses  angulaires  initiales  w©  et  wj,  des  rotations 
autour  des  deux  droites  01  et  01'  que  nous  venons  de  définir,  on 
les  détermine  par  la  condition 

|JL  v/D(A  — D)  =  n'  v/D'(A  — D'). 
Les  intégrales  premières 

A/?«  -hBiyî  -h  Gr«  =  D|jl«, 

donnent,  par  l'élimination  de/?, 

B(A  — B)/7«-+-G(A  —  C)r«=  D(A  — D)|jl5. 

Pour  le  deuxième  mouvement,  on  a,  de  même,  en  appelant  />', 
q'j  r'  les  composantes  de  la  rotation  instantanée, 

B(  A  -  B)y'«-f-  C(A  -  C)r'«  =  D'{A  -  D')  {ji'«. 

Les  seconds  membres  étant  égaux,  on  a,  dans  ces  deux  mouve- 
ments, 

(-)      B(A  — B)^»H-G(A-C)rî  =  B(A  —  B)<7'« -f- G(A  -  G)  r'«. 

En  particulier,  à  Tinstant  initial  que  nous  avons  choisi,  les 
axes  instantanés   01  et  OV  sont  dans  le  plan  zOy^  p  et  /?'  sont 
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nuls,  et  les  rotations  initiales  doivent  satisfaire  à  la  relation  (7). 

Nous  terminerons  en  donnant  une  interprétation  géométrique 
simple  de  ces  relations  (6)  et  (7). 

Les  projections  des  polhodies  sur  le  plan  j^O:;  sont  des  ellipses 
homothétiques  et  concentriques.  Prenons,  par  exemple,  la  pro- 
jection de  la  polhodie  singulière,  correspondant  à  D  =  B.  Cette 
projection  a  pour  équation 

(E)  B(A  — B)>'«-f-G(A~C)^*  =  (A-B); 

c'est  une  ellipse  dont  les  axes  sonl 

,  A-B  A-B 


avec 


car  rinégalité 


donne 


B(A  — B)  C(A— C) 

</«  >  A*, 
B(A- B)  <C(A-G) 

A<B  -f-G, 


inégalité  toujours  remplie. 

Construisons  les  diagonales  OF  et  OF'  du  rectangle  des  axes 
de  cette  ellipse 


z  =z^  -  y. 


1°  Les  directions  01  et  OF  des  axes  instantanés  initiaux 
sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  r angle  FOF'. 
(Relation  6.) 

7?  Les  intensités  coo  et  wj^  des  rotations  initiales  correspon- 
dantes sont  proportionnelles  aux  diamètres  de  l^ellipseE  diri- 
gés suivant  01  et  OF.  (Relation  7.) 

Les  deux  mouvements  associés  sont  ainsi  définis  d'une  manière 
simple. 

On  trouverait  un  résultat  identique  pour  les  polhodies  de  la 
deuxième  catégorie,  celles  qui  tournent  autour  des  sommets  du 
petit  axe.  Les  conditions  initiales  associées  se  définiraient  à  l'aide 
de  l'ellipse  obtenue  en  projetant  la  polhodie  singulière  sur  le  plan 
des  xy. 
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ÉTUDE  DES  SURFACES  DÉFINIES  PAR  L'ÉQUATION 

Rh-R'=F(/0-4-F,(m,); 

Par     M.     DE     MONTCHEUIL. 

M.  Sophus  Lie  a  envisagé  les  surfaces  minima  comme  le  lien 
décrit  par  le  milieu  d'un  segment,  qui  s'appuie  sur  deux  courbes 
minima.  Ce  mode  de  génération  traduit  une  propriété  géomé- 
trique, commune  à  toutes  les  surfaces  définies  par  Téquation 

(I)  R-hR=o, 

R,  R'  étant  les  rayons  de  courbure  de  ces  surfaces. 

Nous  nous  proposons  de  définir  un  mode  de  génération  de  sur- 
faces, analogue  à  celui  de  M.  Lie,  mais  plus  général,  qui  caracté- 
risera l'ensemble  des  surfaces  définies  par  Téquation 

('^)  R-+-R'=F(w)-4-F,(mO, 

où  F,  F|  sont  des  fonctions  quelconques  des  variables  w,  Mi,  dé- 
finies elles-mêmes  par  les  relations 

U-hUi  ,  .Ml —  U  _  MMi  —  I 

UUi-hl  UUi  -h  l  MMi  -f-  I  * 

C,  c',  c"  représentent  ici  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  aux 
surfaces,  qui  donnent  les  solutions  de  l'équation  (2),  dont  l'équa- 
tion (i)  est  un  cas  particulier. 

Intégration  de  V équation  (2).  —  Soit  $  la  quantité  qui  figure 
dans  l'équation  du  plan  tangent  aux  surfaces 

(m  -H  Wi)a7-f-  i[ui—  u)y  -^  {uui  —  \)z  -+-  J  =  o. 

Considérons  l'équation 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  est  donnée  par  la  for- 
mule 

\  =  A  wi  -H  A 1 M  -f-  B  -f-  B, 


—   lOi  - 

où  A,   B  représentent  les  fonctions  de  //,  A|,  B,  des  fonctions 
de  M|. 

Or  on  a,  pour  somme  des  rayons  de  courbure,  l'expression 

àu  Oui  Ououi 

qui  devient  ici 

R-h  R'=(B  — uB'-hA')-4-(B,— a,B;-+-A;)  =  F(a)-f-Fi(a,). 

On   retrouve  ainsi  Féquation    (2),   qui    peut  être   considérée 
comme  défînissant  des  intégrales  intermédiaires  de  l'équation  (2)'. 
On  a  donc  le  théorème  suivant  : 


Théorème.  —  La  solution  générale  de  l'équation  (2),  oii  F, 
Fi  représentent,  respectivement,  des  /onctions  quelconques 
de  u  et  de  w,  est  la  mente  que  celle  de  Inéquation  (2)'. 

Notre  étude  est  donc  ramenée  à  celle  de  cette  dernière  équa- 
tion. 

Mode  de  génération  des  sur/aces  dé  finies  par  l'équation 


du^àu] 


=  o. 


Prenons,  pour  point  de*  départ,  la  congruence  de  droites  dé- 
finie comme  il  suit  : 

Soient  deux  plans  mobiles,  dont  les  paramètres  dépendent  res- 
pectivement des  variables  a,  a, 

A  r  -I-  B  j  -:-  C  s  -h  D  =  o, 
A|  X  -+-  Bi^  -t-  C|  «  -h  Di  =  o. 

Sur  chacune  des  dévelo|)pables ,  enveloppes  de  ces  plans, 
traçons  une  courbe  quelconque.  Si  nous  prenons  un  point  sur 
chaque  courbe,  par  ces  deux  points  M,  M,  passent  deux  plans 
tangents  aux  développables,  qui  se  coupent  suivant  une  droite  F. 
Cela  posé,  considérons  une  droite  passant  par  le  milieu  du  seg- 
ment rectiligne,  dont  les  extrémités  M,  M|  décrivent  les  courbes 
données,  et  menons  cette  droite  parallèlement  à  la  droite  F.  La 
droite  ainsi  définie  dépend  de  deux  paramètres  variables  et  con- 
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stilue,  par  conséquent,  rélément  d'une  congruence.  C'est  cette 
congruence  que  nous  considérons. 

Cherchons  la  condition  pour  que  les  droites  de  cette  con- 
gruence soient  normales  à  une  famille  de  surfaces. 

Les  cosinus  directeurs   de    ces  normales  sont  proportionnels 

aux  quantités 

n -h  tii,     i(ui — m),     uiti — i, 

//,  iii  ayant  la  signification  indiquée  pins  haut. 
On  a  donc  les  relations 

\  (u  -h  Ui)  -+-  t'B  {ui —  u)  -h  C  {uux —  I)  =  o,  ' 
Al  (m  H-  Ml)  -f-  iBi(i/|  —  u)  -{-  Gi(mw|  —  i)  =  o; 

d'où  l'on  tire 

A  =  (i— a*)X,  A,  =  (i  — £^J)^i. 

B  =  ï(n-M»)X,         hx——i{i->ru\)\i, 
C=2aA,  Ci  =  2MiXi. 

Ces  équations  montrent,  d'abord,  que  a,  a,  sont,  respective- 
ment, fonctions  de  u  et  de  Ux.  Nous  poserons  désormais 

a  ==  u,         ai  =  Ml. 

Elles  nous  permettent,  ensuite,  d'énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  par  le  milieu  dhin  segment  rectUigne  y  dont 
les  extrémités  M,  Mi  décrivent  deux  courbes  quelconques  de 
V espace,  nous  menons  une  droite  D,  parallèle  à  V intersection 
des  plans  tangents,  My  M|  à  deux  développables,  contenant 
respectivement  les  deux  courbes^  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  la  congruence  des  droites  D,  ainsi  définies, 
soit  normale  à  une  famille  de  surfaces  est  que  les  dévelop- 
pables  données  soient  des  développables  isotropes. 

Nous  allons  démontrer  que  les  surfaces  normales  à  la  con- 
gruence sont  bien  les  surfaces  définies  par  l'équation  (2)'. 

Si  nous  appelons  développée  moyenne  la  surface  lieu  du  mi- 
lieu du  segment  focal  d'une  congruence  normale  à  une  famille 
de  surfaces,  celte  développée  a  ses  coordonnées  définies  par  les 
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équations 


On  a  ici 

5  =  Aai-t-  A,  W-4-B  -f-  Bi; 

d*oii 

Xo=  fc     MA'— A  — B'-f-î^iA'i  — A,-B',), 

m 

y^=  i(_„A'-+- A  — b'-h«,a;  -Aj-t-b'i), 

5o  =  -  (B— wB'— A'h-Bi— w,B'i  — a;). 


4» 

•À 


Or  ces  équations  définissent  les  coordonnées  du  milieu  du 
segment  rectiligne,  dont  les  extrémités  décrivent  les  courbes  ab- 
solument quelconques 

X  =  i£A'— A  — B',  x,=  m,a;- Ai-b;, 

Y=-  i(uA'  — A-+-B'),       Yi=i(wiA;-Ai-HB;), 

z  =  B  —  î^i' -  A',  z,  =  B,  -  Ml  b;  —  a;  . 

On  vérifie  que  les  développables  isotropes  qui  contiennent  ces 
courbes  sont  les  enveloppes  des  plans 

(i  —  M*)j7-4-  i(i  •+■  «*)/-!-  aw  «  -h  2(A  — u  B  )  =  o, 
(i  —  u\)x  —  i(i  -4-  u\)y  H-  lutz  -h  ^(Ai —  liiBi)  =  o. 

Cela  posé,  considérons  les  normales  aux  surfaces  définies  par 
(a)'.  Elles  passent  par  le  milieu  du  segment  rectiligne;  puisque 
les  coordonnées  ^o?  J^o>  -^o  du  milieu  de  ce  segment  sont,  en  même 
temps,  celles  du  milieu  du  segment  focal  des  normales.  De  plus, 
les  paramètres  directeurs  de  ces  normales 

sont  proportionnels  à  ceux  de  Tinterseclion  des  plans  tangents 
aux  développables,  comme  on  peut  s'en  assurer.  Le  mode  de  gé- 
nération indiqué  donne  donc  bien  les  surfaces  définies  par  (2)'. 


—  107  -^ 
Nous  pouvons  dès  lors  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Les  surfaces  normales  à  la  congruence,  que 

nous  venons  de  définir,  sont  celles  qui  donnent  la  solution  des 

équations 

Rh-R'=F(m)-}-F,(w,) 

ou 

=  o. 


Nous  allons  étudier  quelques  cas  particuliers. 

Premier  cas,  —  Choisissons  pour  courbes  des  développables 
leurs  arêtes  de  rebroussement. 

Les  fonctions  A,  B,  Ai,  B|  sont  liées  ici  par  les  relations 

A'h-  B  —  uB'=  const.,        A',  -+-  Bj—  ttB',  =  const. 

Si  Ton  égale  ces  constantes  à  o,  les  solutions  de  l'équation  (2)', 
qui  correspondent  à  cette  hypolhèse,  vérifient  l'équation 

et  l'on  obtient  les  surfaces  minima.  Ces  surfaces  se  confondent 
avec  leurs  développées  moyennes,  et,  par  suite,  peuvent  être 
considérées  comme  le  lieu  du  milieu  du  segment  rectiligne,  dont 
les  extrémités  décrivent  les  arêtes  de  rebroussement  des  dévelop- 
pables isotropes,  c'est-à-dire  deux,  courbes  minima.  On  retrouve 
ainsi  le  mode  de  génération  de  M.  Lie. 

Deuxième  cas.  —  Prenons,  pour  développables  isotropes,  deux 
cônes,  dont  les  sommets  communs  soient  à  l'origine  des  coor- 
données. 

On  trouve  alors 

{  =  (i-u  WM,)(C-+-  Cl). 

L'équation  des  lignes  de  courbure  prend  la  forme 

[•2MiG'-+-  (i  -4-  iiUx)C]  du*—  [iuG\  -4-(i-t-  iiui]  du]  =  o. 
Faisons 

où  a,  ai,  [ï,  [ï,  sont  des  constantes. 


% 
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On  a  alors 

e  =  (,  -f-  iiui)ioLu»'-h2i  u'I'  -h  Y),  Y  =  P  -4-  ?u 

cl  Ton  intègre  immédialemenl  Téqualion  des  lignes  de  courbure, 
qui  devient  ici 

WI— î  w  — J 

y/ai/   *    (fuzh^atiUi    '    du\  =  o. 

Les  paramètres  des  lignes  de  courbure  sont  définis  par  les  re- 
lations 

m  m 

p    = /«a* -H  V^Wi*, 

tn  m 

p,  =  ^OLU*  — /aiM|*. 


Nous  obtenons  ainsi  un  ensemble  de  surfaces,  dont  nous  con- 
naissons les  lignes  de  courbure. 

Pour  m  =  2,  les  relations  précédentes  prennent  la  forme 

.<»  _        

(v/a-4- v^3t|)c-f-jL(v/â  —  VoT)  tî' H- p  c' —  p   =  o, 
(v/at  — /â^)c-;^yjtf/â-+-  v/ai)c'H-pic'—  p,  =  o. 


Ces  équations  montrent  que,  tout  le  long  d'une  ligne  de  cour- 

§1 


bure,  les  normales  font  un  angle  constant,  avec  une  direction  fixe. 


►/- 


Nous  trouvons  ai^si  une  catégorie  de  surfaces,    dont  les   deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  sont  formés  de  courbes  planes. 
Ces  surfaces  sont  d'ailleurs  algébriques. 
On  a  ici 


1  -h  UUi 

et  pour  C  =  aw'"H- ^,  C,  =:  a,  ;/^'4- Pi , 

Rh-  R'=  2(a/i'"-+-aiM5'»-+-7). 
Or  on  a  ici 

c  -+-  ic'  c  —  ic' 


"=-rrz-'       "'=737^ 


On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  : 

Les  lignes  de  la  surface,  pour  lesquelles  le  segment  qui 
relie  un  point  de  cette  surface  au  point  correspondant  de  la 
développée  moyenne  {segment  que  nous  appellerons  ici,  pour 
abréger,  segment  moyen)  est  constant,  admettent,  pour  repré- 
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sentalion  sphérique,  des  ellipses  ou  des  hyperboles  sphériques 
homothétiques. 

Pour  m=:i,  Téqualion   qui   déGnit  la  longueur  du   segment 

moyen  devient 

R -h  R' =  2  (  a  a -h  ai  i^i -f- Y  ), 

équation  qui  peut  s'écrire 

9.(a  -h%i)c  -h  9.i{oL  —  ai)c'-r  (R  -f-  R')c"-f-  '27  —  R  —  R'=  o. 

•,• 

On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Les  normales  aux  sur/aces  définies  par  V équa- 
tion 

$  =  (i-+-  uu{){^u  -i-ai  Wi-h  y) 

font  un  angle  qpnstant  avec  une  direction  fixe,  tout  le  long 
des  lignes,  pour  lesquelles  le  segment  moyen  est  également 
constant.  ^ 

Troisième  cas.  —  Combinons  Jes  de,ux  hypothèses  des  cas 
précédents,  et  supposons  que,  les  déveioppables  ayant  dégénéré 
en  cônes  isolropes,  les  courbes  tracées  sur  ces  déveioppables  dé- 
génèrent en  leurs  arêtes  de  rebroussement,  qii|  se  confondront, 
ici,  en  un  point  unique,  l'origine  des  coordonnées. 

Dans  ce  cas,  le  milieu  du  segment  rectiligne  se  confond,  avec 
ses  extrémités,  en  un  même  point  fixe,  qui  est  l'origine.  Toutes 
les  droites  de  la  congruence  passent  donc  par  un  même  point. 
Leur  direction,  qui  est  celle  de  l'intersection  des  plans  tangents 
aux  deux  cônes,  dépend  de  deux  variables.  On  a  donc  une  con- 
gruence normale  à  une  famille  de  sphères  concentriques. 

On  a  ici 

J  =  a  iiui  -f-  p  M  -f-  3i  Ui  -h  Y 

où  a,  p,  [i|,  Y  sont  des  constantes. 

Les  solutions  de  l'équation  (2)',  qui  correspondent  à  ce  cas, 
vérifient  les  deux  équations 

^  _  ^  _ 

Quatrième  ras.  —  Nous  prenons  ici   une  des  courbes,  quel- 
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conque,  sur  une  développablc  isotrope  quelconque,  l'autre  courbe 
se  réduisant  au  sommet  d'un  cône  isotrope. 

Examinons,  d'abord,  ce  que  devient  ici  le  mode  de  génération 
indiqué. 

Une  des  extrémités  du  segment  reste  fixe,  et  son  point  milieu 
décrit  une  courbe  homothétique  à  la  courbe  tracée  sur  la  pre- 
mière développable.  Toutes  les  droites  de  la  congruence  passent 
par  la  courbe  à  laquelle  s'est  réduite  la  développée  moyenne.  A 
chaque  position  du  segment  et,  par  suite,  à  chaque  plan  tangent 
de  la  première  développable  correspond  Tensemble  des  plans 
tangents  au  cône  isotrope.  On  voit  par  là  que  les  droites  paral- 
lèles aux  intersections  des  plans  tangents,  qui  passent  par  le  mi- 
lieu du  segment,  dépendent,  encore  ici,  de  deux  paramètres  et 
forment,  par  conséquent,  une  congruence. 

On  trouve  ici 

du]  au* 

Si  l'on  prend  le  premier  cas,  on  a 

Ç  =  Ai/|-f-  B. 
Si  l'on  pose 

B  — mB'— A'mî/, 

i>  = , 

I  -1-  UUi 

on  trouve,  pour  expression  des  coordonnées  des  surfaces, 

i  —  u^  uA  -\-  B 

X  =    V y 

2U  'lU 

.  I  H-  w»  .  uX  —  B 

y  =  i V  -\-  i 7 

•lU  iu 

Z   z^  V. 

Ces  surfaces  sont  des  surfaces  réglées,  dont  les  génératrices 
rectilignes  rencontrent  le  cercle  de  l'infini. 

Leur  élément  linéaire  est  donné  par  la  formule 

ptH-(A'-hwB'— B)PH-(î/B'-B)A'       ^       ,/B'-B  — A'         ^ 

ds^  = au^  -i du  dv. 

u*  n 

Elles  ont  donc  un  de  leurs  paramètres  de  longueur  nulle,  com- 
mun avec  l'un  de  ceux  des  surfaces  mini  ma  et  des  sphères. 

Les  génératrices  rectilignes  de  ces  surfaces  réglées  sont  toutes 
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situées  sur  les  sphères  définies  par  Téqualion 

où  a,  p,  Y>  P  so"^  ^^^  fonctions  de  w,  assujetties  à  vérifier  les  deux 
relations 

( î*'  —  I ) a  —  i{u^-\-i)'^  —  iu'[  -{-  uB  —  A  =  o, 

(m'-h  i)a  -h  i(  u^ —  i)3  —  iup  H-  wB  -h  A  =  o. 

Pour  une  même  valeur  de  u,  les  centres  de  ces  sphères  sont 
tous  situés  dans  un  même  plan,  parallèle  au  plan  tangent  à  la 
développable  isotrope. 

Pour 

B  -f-  M  A  ,,  .  B  —  M  A 

a= -y  p= — i  7  Y=o 

•J.U  ^  JLU 

la  sphère  correspondante  est  de  rayon  nul. 

Les  génératrices  de  ces  surfaces,  qui  sont  définies  par  Téquation 

du  =  o, 

constituent  les  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure,  confondus 
en  un  seul.  Du  reste,  les  droites  étant  isotropes,  la  relation  d'or- 
ihogonalité  est  vérifiée.  Ces  droites  sont,  d'ailleurs,  conjuguées 
à  elles-mêmes,  puisqu'ici  l'indicatrice  est  un  cercle. 

Les  surfaces  que  nous  venons  d'étudier  rentrent  donc  dans  la 
catégorie  de  celles  qui  admettent  des  lignes  de  courbure  sphé- 
riques  ou,  si  l'on  veut,  rectilignes;  puisque  les  droites  qui  consti- 
tuent ici  les  lignes  de  courbure  sont  les  génératrices  rectilignes 
de  la  sphère. 

Nous  pouvons  considérer  le  cas  où  Ton  choisit  pour  courbe  de 

la  développable  son  arête  de  rebroussement. 

On  a  alors 

uW—  B  —  A'=  consl.  =  K. 

On  obtient  ainsi  une  famille  de  surfaces  qui,  pour  K  =  o,  dégé- 
nère en  une  courbe  minima. 

Cinquième  cas.  —  Supposons  que  les  deux  courbes  soient  les 
intersections  de  deux  développables  isotropes  par  deux  plans  iso- 
tropes. 
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Soient 

y  -{-  ix  =  o,         y  —  «:r  =  o 

les  équations  de  ces  plans. 
On  trouve  alors 

"^'^     =.0,         $  =  B-hB,. 


du  âui 
L^équalion  des  lignes  de  courbure  est  ici 

équation  qui  s'intègre  immédiatement. 
On  trouve  ici  les  relations 

^  _  B  — wB'-4-B,— M,B', 

Z     —    y 

l  -h  UUi 

B  — aB'-^Bi— M,B', 


>50  = 


2 

R  -f-  R'=  B  —  uB'-h  Bi—  Ml  B;  ; 


z,  Zo  sont  des  coordonnées  relatives,  Tune  aux  surfaces  cherchées, 
l'autre  à  leur  développée  moyenne. 

De  ces  relations,  on  tire  la  relation  nouvelle 


R^R'=:__^ 


i-c" 


Nous  obtenons  ainsi  une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre,  dont  nous  connaissons  l'intégrale  générale. 
On  a  encore  la  relation 

d'où  nous  déduisons  cette  proposition  : 

Les  lignes  de  la  surface,  pour  lesquelles  la  somme  des  rayons 
de  courbure  est  constante,  correspondent  aux  intersections  de 
la  développée  moyenne,  par  une  famille  de  plans  parallèles. 

On  vérifie  encore  que  la  représentation  sphérique  de  la  déve- 
loppée moyenne  est  la  même  pour  toutes  les  surfaces  considé- 
rées. 

Soient  p,  p,  les  paramètres  des  lignes  de  courbure.  On   trouve 


^ 
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pour  expression  de  réiément  linéaire 


Nous  terminerons  celte  étude,  sur  les  équations  (2)  et  (2)', 
par  la  démonstration  d'un  théorème,  qui  exprime  une  des  prin- 
cipales propriétés  des  surfaces  définies  par  ces  équations. 

Théorème.  —  Les  sur/aces,  lieux  du  milieu  d'un  segment, 
dont  les  extrémités  décrivent  deux  courbes  quelconques,  sont 
celles  que  Von  obtient  quand  on  cherche  à  déterminer  les  dé- 
veloppées  moyennes  des  surfaces  définies  par  V équation 

=  0. 


ou* du\ 


Nous  avons  déjà  vu  que  toute  développée  moyenne  de  ces  sur- 
faces appartient  à  la  catégorie  indiquée.  Il  reste  à  montrer  que 
toutes  les  surfaces,  qui  admettent  de  telles  développées,  sont  défi- 
nies par  Féquation  précédente. 

Soient 

iFo=M-4-Mi,        7o==N-+-N|,        5o=P-hP| 

les  expressions  des  coordonnées  des  surfaces,  lieux  du  milieu  du 
segment,  dont  les  extrémités  décrivent  deux  courbes  quelconques. 
Si  l'on  considère  ces  surfaces  comme  les  développées  moyennes 
de  surfaces  admettant  les  coordonnées  tangentielles  ^,  //,  //,,  on 
aura 

-^  -2  L^  ^  dudui        du        duti 

^„  =  -[(.e..-0^-e.^-",^4-5j  =  P-^P.. 

On  obtient  ainsi  un  système  de  trois  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre,  dont  il  faut  chercher  les  solutions  com- 
XXVI.  8 
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munes  en  $.  Or,  sous  le  bénéfice  de  certaines  relations  de  condi- 
tion, entre  les  fonctions  M,  N,  P,  M|,  N|,  P|  qui,  d'ailleurs,  ne 
restreignent  pas  la  généralité  des  surfaces,  on  irouve,  pour  Ç, 

l'expression 

Ç  =  Aai-i-Aia-4-B-f-Bi, 

qui  est  bien  la  solution  générale  de  Téquation 


du* du\ 


=  Q. 


SUR  UNE  FORMULE  D'ENNEPER  ET  SA  CORRÉLATIVE; 

Par  M,  l'abbé  Issaly. 

La  fornnule  d'Enneper,  que  nous  avons  en  vue,  est  celle-ci 

(i)  xo  =  ±v/^=^RR', 

dans  laquelle  R  et  R'  désignent  les  rajons  principaux  d'une  sur- 
Jace,  en  un  quelconque  de  ses  points,  et  Ty  le  rayon  de  torsion 
des  deux  lignes  asymptotiques  qui  s'j  croisent. 
Dans  la  formule  corrélative 

Ri  et  R',  désigneront  encore  des  rayons  principaux,  mais  d'espèce 
différente  de  celle  des  premiers,  et  relatifs  à  une  pseudo-surface 
minima.  Quant  à  'f ,  il  sera  le  rayon  de  torsion  des  deux  lignes 
de  courbure  qui  se  coupent  en  chacun  des  points  d'une  telle 
pseudo-surface. 

I.  Première  formule.  —  Soit  (S)  une  courbe  tracée  sur  une 
pseudo-surface  J",  supposée  tout  d'abord  quelconque.  D'après 
notre  précédente  Note  :  Sur  une  formule  de  Laguerre,  etc. 

(1897),  ^^  première  courbure  de  profil  ou  normale  -;»  et  la  pre- 

P 

mière  courbure  de  front  ou  torsion  géodésique  —  de  (S),  en  un 
point  M,  que  nous  prendrons  à  nouveau  pour  origine,  peuvent 


\ 


—  il5  — 
s'écrire 

(sin  4* 
i  sincp 


Po 


=  (/>sinçp'-H  />'sin^)cos^  -f-  {q  sinçp'4-  9'sin^)coscp', 


Tangle  <^  des  lignes  coordonnées  {s)  et  {s')  étanl  assujetti  à  la 
condition 

(3)  <l>  =  o  H- ç'=  const. 

On  a  d'ailleurs  subsidiairemcnt 

(I     _^   COSCJ  _^  COS^]/   __  I  û?7 

P'  "*      Pd     ""  Ps      ~"  "^u  «^S' 

j   I    _^  cosy   __  siny  __  i  dm 

\  po           pu  pe  "^d  û?S 

Ceci  rappelé,  cherchons  la  relation  générale  qui  doit  nécessai- 
rement exister  entre  -=  et  — • 

P  po 

A  cet  effet,  si  Ton  considère,  pour  un  instant,  le  système  (2) 
comme  un  couple  d'équations  du  premier  degré,  dont  les  in- 
connues seraient  les  binômes  mis  entre  parenthèses,  on  en  tirera 

(,        ,   .           sin©'       coso' 
p  sin©  -f-p  sin©  = i-  H 7^> 

(  ^  ^  po  p 

avec  cette  particularité  que,  à  cause  de  (3),  on  a  aussi 

i  cos©  sin*  =  sin©' -4-  sin©  cos4>, 

(5)  ;       ^   ^  .  .    *, 

/  cos(p'sin4>  =  sinçp -h  sin<p'cos<l>. 
Portant  ces  valeurs  dans  (2),  on  obtient  le  système  homogène 

^p'sin*—  MsincpH-U/?—  J-Uin*-  2Î^J  sin(p'=  o, 

(     f  */ 1  sin*  H j—  I  sintp  -+-(  çrsin*  h — j  Jsinîp'  =  o. 

il  n'y  a  plus  qu'à  égalera  zéro  son  déterminant  pour  en  déduire 
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la  relation  demandée,  savoir 

(/  I  I  \       /q  -+-pcos>^        p'-^  g' cos4>\   i 

\  Po 

Devant  ce  résullal,  nous  sommes  nalurellement  conduit  à  poser 

\  p  -^  g  cos<l>  =  /?!  sin4>, 
1  ^  H-/?  cos4>  =  ^1  sin4>, 
d'où 

l  /?,— çficos*  =/>sin*, 
f  qi  —  />!  coS4>  =  çr  sin<P, 

avec  deux  autres  systèmes  analogues  en  p',  q'^  p\,  q\.  Or  ceci, 
disons-le  en  passant,  (équivaut,  pour  toutes  ces  composantes,  à  un 
changement  de  coordonnées  dans  lequel  on  substituerait  à  Tangle 
XMY  ou  ^  actuel,  son  supplément  X|MY|  ou  -n  —  <ï>. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  tire  de  là,  comme  première  conséquence, 
l'identité 

(8)  pg'—gp'=pig\'-çip'i  =  ^''y 

puis,  finalement,  cette  forme  plus  simple  de  la  relation  (6)  : 

forme  qu'on  pourrait  réduire  encore,  mais  sans  avantage  réel,  en 
observant  que  la  somme  des  deux  premiers  termes  est,  d'après  (4)^ 

é&:ale  à  -r>  c'est-à-dire  au  carré  de  la  déviation  verticale  delà 

^  Pi 

ligne  (S). 

Parmi  toutes  les  particularités  que  la  relation  {&)  présente,  nous 
en  choisirons  deux,  savoir  :  celles  où  l'on  a 

--  =  o         ou  bien  —  =  o. 

P  po 

Il  vienl  alors  isolément 

(9)  ^~(/'  +  ^')f -hK'=o, 

Po  Po 

(10)  4-,  '^{qi-p\)y  -+-K'=o. 
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Dans  la  première  de  ces  équations,  on  reconnaît  les  courbures 
de  fronl.  des  lignes  asvraploliques  définies  précisément  parla  con- 
dition -|f  =  o,  et,  dans  la  seconde,  les  courbures  de  profil  des 

lignes  de  courbure  définies  par  la  condition  —  =  o.  Mais  on  peut 

y  voir  aussi,  d^une  part,  dans  (lo),  les  foyers  optiques  ou  de  pre- 
mière espèce  correspondant  au  cône  C|.  de  Malus  relatif  à  la  nor- 
male MZ,  et,  d'autre  part,  dans  (g),  les  fovers  anoptiques  ou  de 
deuxième  espèce  correspondant  à  Torthogonal  C2  de  ce  même 
cône  (*). 

Ayant  à  revenir  bientôt  sur  ces  deux  surfaces,  occupons- nous, 
pour  le  moment,  de  l'équation  (9)  ci-dessus. 

Lorsqu'on  y  fait  p  -\-  q'=  o,  condition  caractéristique  des  sur- 
faces (et  dont  la  forme,  ajoutons-le,  ne  change  pas,  que  les  coor- 
données soient  rectangulaires  ou  obliques),  cette  équation  (9)  se 
réduit  à 

(9')  -i  -f-K'=o. 

Par  la  même  hypothèse,  l'indicatrice  de  la  pseudo-surface  j" 
qui,  d'après  notre  premier  Mémoire  (1888,  n"  19),  revient,  avec 
nos  notations  présentes,  à 

(II)  q^'-{p  -  q')\\-p'\^=-  ^. 

se  transforme  en  l'indicatrice  de  surface 
(II)  ^x»-2it>XY -/>'¥«  =  -  -v' 


sin4> 


Pour  p  =  q'=  o,  cette  conique  se  trouve  rapportée  à  deux  dia- 

mètres  conjugués,  et  comme  ces  conditions  impliquent  <t=  -, 

ces  diamètres  se  confondent  avec  les  axes  de  figure  de  la  courbe. 

Soient  R  et  R'  les  rayons  principaux,  en  M,  de  la  surface  F", 

limite  de  ^" .  l^e  mode  de  construction  bien  connu  de  l'indicatrice 


(')  Voir,  pour  ces  deux  cônes  remarquables  cl  la  double  série  de  ceux  dont 
ils  constituent  les  limites  :  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et 
naturelles  de  Bordeaux,  t.  V  (3'  série),  cl  t.  I  (V  série). 


r 
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exige  que  Fon  fasse 

i=-9       et       l.,=p: 

Cela  étaDt,  remontons  à  la  seconde  des  équations  (4)*  Si,  après 
y  avoir  remplacé  (convenablement)  T(y  par  t©  et  supprimé  le  terme 

^>  qui  est  invariablement  nul,  le  long  de   toute    ligne   asvm- 

ptotique^  nous  comparons  cette  seconde  équation  (4)  à  (9'),  il 
viendra 

d'où  Ton  déduit 

C'est  la  formule  d'Enneper.  Les  calculs  qui  ont  servi  à  l'établir 
prouvent  qu'elle  concerne  les  surfaces,  seulement. 

Comme  complément  de  la  question,  proposons-nous  de  chercher 
l'expression  correspondante  de  la  première  courbure  géodésique 

—,y  OU  mieux,  -7->  de  la  ligne  (S),  devenue  ligne  asymptotique, 

P  9a 

A  cet  effet,  les  coordonnées  étant  présentement  rectangulaires, 
par  hypothèse,  nous  partirons  des  deux  premières  équations  du 
système  suivant,  exclusivement  propre  aux  surfaces,  savoir 

—  ^—=rp-^rpMqr-rq), 
(a)  /  ^,  -  -£-  =  r^  -h  r'q'-¥-(rp'-pr'), 

En  y  faisant,  d'après  la  question,  p  =  q'=z  o  avec  q  =: — — , 
p  —  07»  on  en  tire 

^^  R(R--R')d5''  R'(R-R')(^5* 

D'au  Ire  part,  on  sait  que 

i       do  ,  . 

p        dS  ^ 
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ou,  plus  explicilement, 

Toul  revient  donc  à  éliminer  (p.  Or,  d'après  Féqualion  réduite 
des  lignes  asymplotiques,  on  a 


cos'îp        sin^cp 


d'où  Ton  conclul  d'abord 


sincp    __  cosîp  _  I 

puis,  parla  difierenliation  de  tangcp  el  de  cotcp, 


El  ~      R'      ±    /  H 

id)  {  ^ 

()<p  _        R         d^ 

Js'  ~~  R— R'  5? 

Subsliluanl  dans  (c)  et  usant  d'un  artifice  de  calcul  que  telle 
propriété  particulière  des  quadriques  suffît  à  suggérer,  il  vient, 
pour  l'inconnue  cherchée, 

A  cette  forme,  déjà  très  acceptable,  on  peut  substituer  celle, 
plus  élégante,  obtenue  par  O.  Bonnet,  à  savoir 

I   _  4(— RR  )'  r  ^  /    R    Y*       à  /-^R^yl 

Cette  dernière  se  déduit,  en  effet,  sans  peine  de  la  précédente, 
en  y  introduisant  les  paramètres  auxiliaires 


\/=^R'-«''         i/^-?=«"- 


H.  Formule  corrélative,  —  Avant  de  procéder  à  sa  recherche, 
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quelques  considérations  préliminaires  nous  paraissent  indispen- 
sables. 

Et  d^abord,  écrivons  Péquation  du  cône  précité  de  Malus,  et 
celle  de  son  orthogonal,  cônes  relatifs,  tous  deux,  à  MZ.  On  a 

(Cl)  (p,\-^p\\-^p\Z)X-^{q,\-^q\\-^q\Z)\=o, 

(Ct)  (qX-^q'\-i-q''Z)X-(pX-+-p'\  -^p''Z)\^o; 

d'où  l'on  conclut,  pour  leurs  traces  horizontales, 

(l3)  qX^-(p-q')X\  —  p'\^  =  o. 

Or,  ces  traces  doivent,  a  priori^  coïncider  respectivement  avec 

les  tangentes,  à  l'origine,  soit  des  lignes  de  courbure  S|  ou  —  =  o, 

po 

soit  des  lignes  asymplotiques  Sa  ou  -^  =  o  de  la  pseudo-surface^^. 

On  vérifie  sans  difficulté  le  fait,  en  observant  que  X,  Y  sont 

proportionnels  à  ds,  ds'  et,  par  conséquent,  à  sin  ^',  sin  ^.  Comme, 

au  surplus,  on  a 

cos^  rfS  =  rfs  -4-  ds'  cos^, 

cos^'cfô  =  rf*'-+- rf*  cos<l>, 

il  devient  facile  de  déduire  directement  des  systèmes  (4)  et  (7), 
ces  formes  respectives  de  S|  et  de  S2,  manifestement  identiques  à 
(i2)età(i3), 

(Si)  pids^'\-{qx'\'p\)dsd8'-¥q\  di*=o, 

(S,)  qdê*^  (p  —  q')  dsds'—  p'ds'^^o. 

Plaçons  ici  deux  remarques  importantes  sur  ces  lignes  : 

1°  Pour  que  les  lignes  de  courbure  S|  soient  rectangulaires,  et, 
conséquemment,  pour  que  ^^  se  change  en  F",  il  faut  et  il  suffît 
que  l'on  ait 

(i4)  />i-4-yi--(7i-»-/'i)cos*  =  0, 

ou  bien  (7') 

condition  superficielle  connue» 
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2"  Pour  que  les  lignes  asjmploliqiies  S2  soient  rectangulaires, 
il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

(15)  q — p'-^(p  —  9r')cos*  =  o, 

ou  bien  (7) 

condition  caractéristique  des  pseudo-surfaces  minimn,  ainsi  que 
nous  l'avons  surabondamment  démontré  dans  le  Recueil  de  Mé- 
moires de  la  Société  déjà  citée  (t.  V,  5''  série). 

De  là  résulte  la  propriété  nouvelle  et  très  générale  qui  suit  : 

Théorème.  —  Les  sur/aces  sont,  vis-à-vis  de  leurs  lignes  de 
courbure,  ce  que  les  pseudo-sur/aces  niinima  sont  vis-à-vis  de 
leurs  lignes  asymptotiques. 

Ces  principes  posés,  rapprochons  des  équations  (12)  et  (i3) 
les  suivantes  qui,  en  tenant  compte  des  conditions  obtenues  plus 
haut,  n'en  diffèrent  que  par  les  termes  indépendants 

(16)  p,x«-f.'2y,XY-+-7;Y«=-^, 

(17)  çrX*  -  xpW  -  />'¥«  =  —  -.' 


sin4> 


Comme  la  seconde  des  coniques  que  ces  équations  représentent 
n'est  autre  que  l'indicatrice  (11')  de  i"  particularisée,  sinon 
dégénérée  en  surface,  on  est  contraint  d'admettre  que  la  première 
de  ces  coniques  représente,  par  rapport  à  P  particularisée  en 
pseudo-surface  minima,  une  indicatrice,  de  nouvelle  espèce  sans 
doute,  mais  corrélative  de  la  première,  en  sorte  que  si  l'on  con- 
vient d'appeler  lignes  de  première  ou  de  deuxième  espèce  les 
lignes  S|  ou  Sj,  on  devra,  par  analogie,  étendre  ces  mêmes  déno- 
minations aux  indicatrices  correspondantes  (16)  et  (i7)- 

Sans  insister  davantage  sur  ce  point,  supposons  que  l'on  ait  à 
la  fois 

La  nouvelle  indicatrice  (16)  se  trouvera  rapportée  à  deux  de  ses 
diamètres  conjugués,  lesquels  deviendront  les  axes  eux-mêmes. 
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pour  4>  =  -•  On  est  ainsi  amené  à  poser 


-=p,     Cl     ^7  =  ?;. 

formules  dans  lesquelles  on  pourrait,  à  la  rigueur,  supprimer  dé- 
sormais les  indices;  mais  il  est  préférable  de  les  y  maintenir,  pour 
que  la  distinction  des  deux  cas  qui  nous  occupent  demeure  plus 
tranchée. 

Ceci  convenu,  faisons 

(l5)  çr,—/?'i  =  o, 

ou  plutôt,  actuellement, 

dans  Téquation  (lo).  Elle  se  réduira  à 

-L-+-K'  =  o. 

Que  si,  d'autre  part,  utilisant  à  son  tour  la  première  des  équa- 
tions (4),  on  y  remplace  (pour  la  symétrie)  Ty  par  t",  puis  qu'on 

y  supprime  le  terme  -^>  qu'on  peut  démontrer  (premier  Mémoire, 

n°  14)  être  toujours  nul  le  long  d'une  ligne  de  courbure,  il 
viendra 

d'où  l'on  tire 

C'est  la  formule  corrélative  annoncée.  Elle  a  trait,  on  le  voit, 
aux  pseudo-surfaces  minima  seulement. 

L'analogie  nous  conduit  à   nous  demander  quelle  peut  être 

l'expression  de  la  première  courbure  géodésique  -y»  ou  mieux  ti 

de  la  ligne  (S)  devenue  ligne  de  courbure. 

Pour  le  savoir,  force  nous  est  de  faire  usage  des  deux  premières 
équations  du  système  suivant  : 

àp       dp' 

àr        dr'  .  , 
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excluswemeni  propre  aux  pseudo-surfaces,  en  général,  vu  qu'il 
exige,  par  son  origine  même  [ainsi  que  nous  le  prouverons  ulté- 
rieurement à  nouveau,  bien  que  nous  Payons  déjà  fait  en  sub- 
stance (*)],  que  les  ares  ds^  ds'  y  soient  considérés  comme  indé- 
pendants. Cela  dit,  si  Ton  fait  intervenir  lefs  conditions 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  répétons-le, 

les  valeurs  de  r  et  de  /'  correspondantes  seront 
,,  R'i  dKx  ,  Ri   <^R', 

Et  comme,  d'autre  part,  Téquation  réduite  des  lignes  de  cour- 
bure pseudo-superficielles 

cos*9        sin*© 
^  H S-  ^  o 

Ri  K 

nous  donne  d'abord 


et,  par  suite, 


(rf-) 


sin©     __  cos<p I 

àj      R',    i  rwi 

di        Ri— K'i   d$\   —  R',  ' 

dj       R,    i./EH. 

as'       R,  —  R',  ds'  y      R,    ' 


ces  six  valeurs,  mises  dans  l'expression  suivante 

<"'>  p-;  =  (S  +  O '"'^  "^  (S' -^ '•')''"'?' 

résoudront  complètement  le  problème. 

Il  est  à  remarquer  que  les  simplifications  que  le  cas  des  surfaces 
a  amenées  ne  se  reproduisent  pas  ici. 

Nous  ne  saurions,  avant  de  clore  cet  article,  passer  sous  silence 
le  cas  exceptionnellement  digne  d^'ntérêt  où,  dans  la  relation  (6'), 


(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (p.  204 ;  1890). 
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on  a,  à  la  fois, 

(i8)  p^q'=zfi,         (j^^p'^^o^ 

système  de  conditions  qui,  de  par  (i4)  et  (iS),  exprime  que  les 
lignes  S|  etSa  sont  rectangulaires  5£/ni///ane/72e/i/^  et  qui,  du  même 
coup,  rend  équilatères  les  hyperboles  indicatrices  (i6)  et  (17). 

A  ces  propriétés  on  reconnaît  celles  qui  caractérisent  les  sur^ 
faces  minima.  L^ équation  (6')  qui  leur  correspond  se  réduit 
alors  à 

(4i-+--\WK'=  -L-+-K''=o. 

V?'       p3/  Pi 

Quant  à  la  valeur  (négative)  que  prend,  dans  ce  cas,  K'',  nous 
ferons  remarquer  que  les  conditions  (iS)  pouvant  s'écrire 

( />'=  ûr -4- apcos*. 
(.8')  , 

OU  bien 

(.8-)  (/>'.  =  </.. 

on  a,  en  conséquence, 

—  K"  =  p^ -h  g^ -h  ipq  cos*  =/?{-♦-  7Î  —  2/?i7i  cos4>  =  co^. 

La  transition  à  la  formule  correspondante  d'Enneper  et  à  sa  cor- 
rélative devient  maintenant  chose  aisée,  et  Ton  trouve 

To=R  =— R', 
T'=R,=r-R;, 

formules  dont  le  premier  groupe  seul  pouvait,  dans  Tétat  actuel 
de  la  Science,  être  prévu. 


SUR  DEUX  FORMES  PARTICULIÈRES  DE  L'ÉQUATION  RÉDUITE 
DES  SURFACES  DU  TROISIÈME  ORDRE  GÉNÉRALES; 

Par  M.  F.   Dumont. 

L'équation  des  surfaces  du  troisième  ordre  en  coordonnées  té- 
traédriquespeut  être  ramenée  à  ne  contenir  que  sept  paramètres, 
puisque  les  formules  générales  relatives  au  changement  de  té- 


ik 
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traèdre  de  référence  permettent  de  disposer  de  douze  coeffi- 
cients. 

La  (orme  a œ^ -h  by^ -{- cz^ -i- du^ -{-ev^=  o,  où  x,  y,  z  et  u 
sont  les  faces  du  tétraèdre  de  référence  et  (^  un  cinquième  plan,  est 
une  des  formes  réduites  à  sept  paramètres.  Il  en  est  de  même  de 
]a  forme 

ax*y  ■+■  by^z  -h  cz'^  t  -+-  dt^x  -r  xfxyz  -h  igyzt-i-  ihztx  -+■  iktxy  =  o, 

pour  laquelle  le  tétraèdre  de  référence  est  à  la  fois  inscrit  et  cir- 
conscrit. 

Deux  autres  formes  à  sept  paramètres  semblent  aussi  impor- 
tantes pour  Tétude  des  surfaces  cubiques. 

La  première  est 

(1)  Ax«-f.B7»^-C5»-hDfî-f.6Ear^^-+-6Farx/-+-6G^^/-+-6Har^/  =  o 
ou,  en  projetant  de  façon  que  Tune  des  faces  passe  à  Pinfini, 

(i)     ax*-\-  by^-h  cz^-h  6exyz  -h6/xy  ■+•  6gyz  -h  6hxz  -hû?  =  o. 

Elle  suppose  Texistence  d'un  tétraèdre  autopolaire,  c*est-à-dire 
dont  chaque  sommet  a  la  face  opposée  pour  plan  polaire  par 
rapport  à  la  sur/ace. 

L'existence  de  pareils  tétraèdres  résulte  de  ce  que,  si  l'on  ex- 
prime que,  des  quatre  points  x^y^z^^  ^2V2^2,  x^y^z^^  x^y^z^, 
chacun  est  sur  le  plan  polaire  des  trois  autres,  on  a  précisément 
douze  équations,  nombre  des  coordonnées  à  déterminer;  ce  rai- 
sonnement ne  prouve  pas  du  reste  l'existence  d'un  tétraèdre  à 
quatre  sommets  réels,  pouvant  être  pris  pour  tétraèdre  de  réfé- 
rence de  sorte  que  la  généralité  de  l'équation  (i)  reste  à  prouver 
et  les  cas  particuliers  qu'elle  ne  comprend  pas,  à  énumérer. 

On  voit  qu'elle  comprend  des  surfaces  à  quatre  points  doubles 
pour  a  =  6  =  c  =  rf  =  o;  des  surfaces  de  Lamé  pour 

g=/=^  =  A=»o; 

des  surfaces  à  trois  binodes,  pour  a  =  b  =  c  =f=.  g  =  /i=:  o; 
on  obtient  aussi  des  surfaces  à  i,  2,  3  cnîcnodes,  et  les  équations, 
cependant  particulières, 

ax^-h  by^-^  c<«'-h  6exyz  -f-rf  =  o, 
ei.r»-f-  by^  -+■  cz^  -H  (^/xy  -+-  6ffyz  -+-  Qhxz  -h  r/  =  o. 
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représentent  des  surfaces  sans  points  singulrers,  si  les  coefficients 
sont  nuls  et  ne  satisfont  pas  à    une  certaine  condition   (qui  est 
abc -j-  8e^  =  o  pour  la  première). 
:  La  seconde  forme  que  Ton  veut  signaler  ici  est  la  suivaotea 

qui  n'est  pas  générale  absolument,  puisque  certains  cas  particu- 
liers lui  échappent,  mais  qui  est  générale  relativement  {en  enten- 
dant parla  une  forme  capable  de  contenir  les  cas  où  la  surface 
ne  présente  pas  de  singularités  ponctuelles). 

Pour  rétablir,  il  suffit  de  remarquer  que,  sur  toute  surface  gé- 
nérale, il  existe  un  triangle  réel  (et  il  en  est  de  même,  du  reste, 
de  la  plupart  des  classes  de  surfaces  cubiques  présentant  des  singu- 
larités); soit  ABC  un  tel  triangle.  Le  plan  du  triangle  ABC  a  huit 
pôles  par  rapport  à  la  surface,  trois  d'entre  eux  sont  les  sommets 
A,  B,  C  et  chacun  d'eux  compte,  en  général  comme  pôle  simple; 
il  en  résulte  que  les  pôles  situés  hors  du  plan  sont  en  nombre 
impair,  savoir  cinq;  que  par  suite  l'un  au  moins  d'entre  eux  est 
réel  :  soit  P  ce  pôle  réel.  Si  l'on  rapporte  la  surface  au  tétraèdre 
ABCP  l'équation  prend  la  forme 

'/       -l-6p,^^/H-r)p,zar/-h6p,ayf -4- 0/3  =  o. 

Si  maintenant  l'on  projette  homographiquement  la  figure  de 
façon  que,  P  restant  le  point  x  =^y  =  s  =  o,  la  face  ^  =  o  passe  à 
l'infini,  l'équation  prend  en  coordonnées  ordinaires  la  forme  (2). 

Ainsi,  toute  surface  générale  peut  être  représentée  par  (II)  et 
projetée  suivant  une  surface  représentée  par  (2). 

Cette  équation  est  de  la  forme 

xyz  -h  Q  =  o, 

Q  étant  une  fonction  qui,  égalée  à  zéro,  représente  une  qua- 
drique  ayant  P  comme  centre;  de  telle  sorte  que  la  discussion  de 
cette  forme  se  ramène  à  la  discussion  de  la  quadrique  Q,  que 
nous  appellerons  la  quadrique  associée  du  plan  /  =  o  (ou  bien 
du  plan  de  l'infini).  On  voit  que  si  /|,  /s,  ^5  désignent  les 
nombres  de  triangles  réels  de  la  surface  ayant  un,  trois  ou  cinq 
pôles  réels  hors  de   leur  plan,    il  y  a    ^1 -|- 3/3 -h  5/.-,    manières 
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de  réduire  Inéquation  de  la  surface  à  la  forme 

xyz  -+-  Q  =  o. 

La  quadrique  associée  coupe  la  surface  suivant  trois  coniques 
situées  dans  les  plans  x  =  o,j' =  o,  ^  =  o  et  dont  les  centres 
sont  au  point  P. 

Considérons  quelques  cas  particuliers. 

I®  Cas  d'un  cnicnode  C2.  —  Les  droites  passant  par  C2 
peuvent  être  imaginaires,  mais  il  est  évident  que  les  quinze 
autres  ne  sauraient  l'être,  puisque  toute  droite  réelle  passant 
par  C2  doit  couper  la  surface  en  un  troisième  point  réel.  Or  ces 
droites  forment  des  triangles  réels.  D'autre  part,  tout  point 
double  étant  sur  la  quadrique  polaire  d'un  point  quelconque  et 
en  particulier  de  tous  les  points  d'un  plan  tritangent,  récipro- 
quement, tout  point  d'un  tel  plan  est  situé  sur  le  plan  polaire  du 
point  double,  c'est-à-dire  que,  parmi  les  pôles  du  plan  tritangent, 
se  trouve  le  point  double.  Choisissant  ce  point  pour 

l'équation  a  la  forme 

xyz  -+-  C  =  o, 

C  =  o  étant  l'équation  d*un  cône  du  deuxième  degré  de  sommet 
x^=y  =  ^  =  o. 

2°  Cas  de  deux  cnicnodes  C2,  C'jj.  —  On  trouve  par  des  con- 
sidérations analogues  que,  même  dans  le  cas  où  les  droites  passant 
par  Cs  et  C!^  sont  imaginaires,  l'équation  peut  se  ramener  à  (sup- 
posant le  plan  f  =  o  rejeté  à  l'infini) 

ixyz  -4-(aia?-h  aî^)*H-  Aa^^-h  iB\yz  -f-  aBt^fJ:  =  o, 

et  que  si,  parmi  les  droites  passant  par  les  points  doubles,  il  s'en 
trouve  un  couple  (l'une  passant  par  (^2,  l'autre  parC!,)  de  réelles, 
on  pourra  obtenir  la  forme 

(yxyz  -f-  3Aj5'-i-  ^Bxyz  -+-  6Btz:i*-f-  (Sh^xy  ->r  D  =  o. 

3"  Cas  de  trois  cnicnodes  CjC^jC^.  —  On  trouve  de  suite  la 
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forme 

Gxyz  -4-  6Bi^5-h6BjSJ7-+-  SB^xy  -h  D  =  o; 

le  cône  asjmptote  de  la  quadrique   associée  passe  par  les  axes. 
On  peut  de  même  obtenir  les  formes  suivantes. 

4""  Cas  d'un  binode  B3  à  bip/an  réel 

Si  le  biplan  n'est  pas  réel,  il  existe  cependant  des  triangles  réels 
sur  la  surface,  formés  par  des  droites  ne  passant  pas  par  63,  de 
sorte  que  Ton  a  encore  une  équation  rentrant  dans  le  type  con- 
sidéré. 

5**  Cas  d'un  binode  B4.  —  Il  suffit  de  faire  Dz  =  —  3AjBJ 
dans  l'équation  précédente. 

6°  Cas  d'un  binode  B5.  —  On  a 

%jyz  -f-  Aij^*-f-  A|-8*-t-  a  833^  —  AjB|  =  o. 

Dans  le  cas  d'un  binode  B^,  les  trois  droites  que  possède  la 
surface,  qui  ne  sont,  du  reste,  pas  nécessairement  toutes  réelles,  ne 
forment  plus  un  triangle.  Ce  cas  n'est  donc  pas  compris  dans  la  for- 
mule (I).  Il  en  est  de  même  si  le  point  singulier  de  la  surface  est 
un  unode  Us,  U7  ou  Ug  (notation  Salmon). 

Au  contraire,  les  cas  (C2,  B,),  (Bj,  B,),    (C2B4),  (C^,  B5), 

(C^c^B,),  (CaCiBo,  (c^b.b;),  (B,b;b;),  (QC'.qq)  sont 

compris  dans  la  forme  (I),  mais  le  cas  (C2B0)  ne  l'est  pas. 
Une  surface  réglée  à  directrice  simple  est  représentée  par 

257/3 -H  Ai^r'-H  Aj^' -h  aBja?y  =  o. 

Enfin,  une  surface  réglée  sans  directrice  simple,  c'est-à-dire  sur 
une  sur/ace  de  Cayley,  échappe  à  la  forme  considérée  puisqu'une 
telle  surface  n'a  pas  de  triangle. 

En  résumé,  dix-sept  des  vingt- trois  classes  sont  représentables 

par  la  forme 

xyz  -h  Q  =  o. 


•% 
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Addition  à  V article  précédent. 

Il  faut  lire,  dans  l'article  précédent  (page  127,  ligne  9)  :  ne 
sauraient  l'être  toutes;  il  est  clair  en  effet  qu'une  partie  de  ces 
droites  peuvent  être  imaginaires,  savoir,  dans  le  cas  où  les  droites 
d  passant  par  le  cnicnode  sont  imaginaires,  celles  qui  sont  dans 
les  plans  déterminés  par  deux  droites  d  non  conjuguées. 

C'est  par  erreur  que  le  cas  U«  a  été  donné  (page  128)  comme 
non  compris  dans  la  formule  xyz  +  Q  =  o,  car  on  peut  obtenir 
pour  ce  cas  la  forme 

xyz  -h  ( ma:  -4-  ny  =  pz)^t  =i  o 

et  indépendamment  des  trois  droites  situées  dans  le  plan  tangent 
au  point  Uq»  la  surface  en  possède  trois  autres  formant  un  triangle. 
Enfin,  pour  quelques-uns  des  cas  donnés  comme  compris  dans 
cette  forme  xyz  -f-  Q  =  o,  la  quadrique  Q  n'est  plus  la  quadrique 
associée  du  plan  i  =  o,en  prenant  cette  expression  dans  le  sens  indi- 
qué au  début  de  l'article.  Par  exemple,  dans  le  cas  C2  -i-  B5,  on  peut 
ramener  l'équation  à  la  forme 

2xyz  -h  t(ax^-h  bzt  -h  icxz)  =  o, 
mais  le  cône 

ax^-{-bzt-hicxz  =  o 

n'a  pas  pour  sommet  (x  =y  =  z  =  o)  mais  (x  =  z  =  t  =  o). 
Dans  ce  cas,  le  plan  /  =  o  du  triangle  mis  en  évidence  a  seu- 
lement pour  ses  huit  pôles  les  sommets  de  ce  triangle,  savoir 
le  binode  B5(;r=  2  =  ^=0)  compté  cinq  fois,  le  cnicnode 
(x  =y  =z  t  =  o)  compté  deux  fois  et  le  sommet  (y  =z  z  =:  t  =  o) 
compté  une  fois. 

SUR  L'EXISTENCE  DES  FONCTIONS  INTÉGRALES 
D'UN  SYSTÈME  D'ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  ; 

Par  M.   E.  Goursat. 

Dans  la   démonstration  classique,   de  M"*  de  Kowalewski,  de 
l'existence  des  fonctions  intégrales  d'un  système  d'équations  aux 
dérivées  partielles,  on  traite  d'abord  le  cas  des  équations  linéaires 
XXVI.  9 
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et  homogènes  d  une  forme  parliculière,  puis  celui  des  équations 
linéaires  quelconques,  et  enfin  le  cas  général.  Il  m'a  semblé  qu'on 
pouvait  arriver  plus  vile  au  but,  grâce  à  l'emploi  d'un  artifice 
dont  je  m'étais  déjà  servi  pour  l'étude  des  propriétés  des  caracté- 
ristiques (*). 

Pour  bien  faire  saisir  la  suite  des  idées,  j'exposerai  d'abord  la 
marche  de  la  démonstration  en  détail  pour  une  équation  du  se- 
cond ordre  à  deux  variables  indépendantes.  Dans  ce  cas  particu- 
lier, le  théorème  de  Cauchy  s'énonce  ainsi  : 

Soit 

(I)  r  =  F(x,y,  z,  p,  q,  s,  t) 

une  équation  du  second  ordre  où  le  second  membre  est  holo- 
morplie  dans  le  voisinage  des  valeurs  Xq^  yot  ^o,  Po^  7oj  ^o»  ^o; 
soient,  d^ autre  part,  ^o{y)  ^^  ?i(.x)  deux  fonctions  de  y,  holo- 
morpkes  au  voisinage  de y^^  et  telles  que  Von  ait 

//  existe  une  fonction  z^  satisfaisant  à  V équation  (i),  holo- 
morphe  au  voisinage  de  x^^^  y^  et  telle  que,  pour  x  =  Xq^  z  se 

réduise  à  ^^iy)  et  -^à  Os{y). 

On  peut  d'abord,  par  une  suite  de  transformations  évidentes, 
remplacer  les  conditions  initiales  par  des  conditions  plus  simples. 
On  peut  supposer  a:©  =  j^^  =  o,  car  cela  revient  à  remplacer  x  par 
Xq-\-x  et  y  par  j^fl-H^;  si  l'on  pose  ensuite 

Il  désignant  une  nouvelle  fonction  inconnue,   on  voit  que   //  et 

-7-  doivent  être  identiquement  nuls  pour  x  =  o^  quel  que  soit  y. 

Les  transformations  précédentes  étant  supposées  efiectuées,  la 
démonstralion    du    théorème    général    est   ramenée    à    celui-ci  : 


(  '  )  Leçons  sur  t' intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre,  l.  I,  p.  18^  cl  suiv.;  t.  II,  p.  3o5. 


I 
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L'équation 

( 'i)  /•  x=  rt  -^  bx  "h  cy  -\-  dz  -\-  ep  ->r  fq  -^  gs  -^  ht  -r- .  .  . 

admet  une  intégrale  kolomorpke  dans  le  domaine  du  point 

ôx 


.         dz 
X  =y  =  o,  s' annulant,  ainsi  que  sa  dérivée  première  — »  pour 


X  =0. 

Comme  les  coefficients  du  développement  de  cette  intégrale  se 
déduisent  des  coefficients  a,  6,  c,  d^  ...,  par  les  seules  opéra- 
tions d'addition  et  de  multiplication,  il  est  permis,  pour  établir 
la  convergence,  d'employer  la  méthode  des  fonctions  majorantes. 
Il  est  encore  permis  de  supposer  a  =  o,  car  il  suffit  de  remplacer 

z  par  5  -f-  a  —  pour  faire  disparaître  ce  coefficient. 

Cela  posé,  le  second  membre  de  Téquation  (a)  admet  pour  fonc- 
tion majorante  une  expression  de  la  forme 

—  M, 


/         T-i- y -hz -hp -h  q\  /         s -h  t\ 
V ^-H )('-—) 

M,  p,  Il  étant  des  nombres  positifs  déterminés;   comme  on  aug- 

mente  les  coefficients  en  remplaçant  x  par  -,  a  étant  un  nombre 
positif  moindre  que  Tunité,  la  fonction 

^! M 


est  a  fortiori  majorante^  el,  il  nous  suffira  de  montrer  que  l'équa- 
tion auxiliaire 


admet   une    intégrale    Iiolomorphe    dans    le   domaine   du    point 
x  =y  =:  o,  nulle,  ainsi  que  y^>  pour  x  =  o. 

La  convergence  de  ce  nouveau  développement  sera  établie,  si 
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Ton  montre  que  Tëqualion  (3)  admet  une  intégrale  holomorphe 
dans  le  domaine  de  Torigine,  dont  tous  les  coefficients  sont  réels 
et  positifs.  Car  les  coefficients  de  ce  troisième  développement  se- 
ront nécessairement  supérieurs  aux  coefficients  correspondants 
du  second,  puisque  les  coefficients  des  termes  en  j^"  et  en  xy'* 
sont  supposés  positifs,  et  que  les  autres  se  déduisent  de  ceux-là 
par  voie  d^addition  et  de  multiplication.  Finalement  tout  se  réduit 
à  établir  que  Téquation  auxiliaire  (3)  admet  pour  intégrale  une 
série  entière  convergente  dont  tous  les  coefficients  sont  réels  et 
positifs.  Cherchons,  pour  cela,  à  satisfaire  à  cette  équation  en 
prenant  pour  z  une  fonction  de  ^-f-aj^  =  M;  on  est  conduit  à 
l'équation  différentielle  du  second  ordre 


I  — 


h>«  -H  ^-  (l  H-  a) 

a  au 

"  ÎT" 


Le  nombre  positif  a  étant  assujetti  à  la  seule  condition  d'être 
inférieur  à  Tunité,  choisissons-le  assez  petit  pour  que  Ton  ait 
M(a-+-a^)<p;  Téquation  précédente  peut  alors  s'écrire,  sous 
forme  abrégée, 

A  et  B  étant  deux  nombres  positifs  et  ?(w,  2,  ^  j  une  série  en- 
tière ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  5,  w^  j-> 
ayant  tous  ses  coefficients  réels  et  positifs,  et  n'ajant  pas  de  terme 
indépendant  de  Zy  w,  -r-*  Il  existe  une  intégrale  de  cette  équa- 
tion, holomorphe  dans  le  voisinage  de  u  =  o,  et  telle  que  Ton  ait, 

pour  u  =  o,  -r—z  =  -r—  =  w  =  o.  Tous  les  autres  coefficients  du 
^  '  au*       du 

développement  de  cette  intégrale  sont  des  nombres  réels  et  posi- 
tifs. On  a,  par  exemple, 

,   d's  ^  d^z  d^z        ()o        âo  âz  àrù       à^ z 

\  ___  __  ^  g    .  ,    — -    L    _|_  L    ■  _|_  *  -  • 

Ou^  du*  âu^        du        ôz  du  Idz  \  du*  ' 


« 
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la  valeur  initiale  de  —^  est  donc  égale  à 


àu> 


1  /^\  , 
A  \du/o^ 


c'est-à-dire  à  un  nombre  réel  et  positif.  On  a  ensuite 

et,  par  conséquent,  \-t—^)  est  encore  positii^  en  continuant  ainsi, 

on  voit  que  tous  les  coefficients  successifs  de  ce  développement 
sont  positifs.  L'équation  auxiliaire  (3)  admet  donc  une  intégrale 
représentée  par  une  série  convergente  de  la  forme 

les  coefficienis  A3,  A4,  ...,  A«  étant  positifs,  ainsi  que  a;  il  est 
clair  que  le  coeflicient  d'un  terme  quelconque  x^y^'  est  positif, 
et  de  là  résulte  l'exactitude  du  théorème  énoncé. 

Passons  maintenant  au  cas  général  de  q  équations  simultanées 
d'ordre  n,  entre  q  fonctions  inconnues  -Z|,  S25  •  •  •>  ^^  et  r  +  i  va- 
riables indépendantes  x^  x^^  ^2,  ...,  Xr-  Ces  équations  étant 
mises  sous  la  forme 

où  les  seconds  membres  F/  sont  des  fonctions  des  r  -|-  i  variables 
indépendantes  x^  X\^  X2,  ...,  x^  des  q  fonctions  inconnues 
5|,  -Sa,  "'j  Zq  et  de  leurs  dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  n  in- 
clusivement, sauf  les  dérivées  ;r-;f  >  le  théorème  général  consiste, 

comme  on  sait,  en  ceci  :  il  existe,  sous  certaines  conditions  de 
continuité  inutiles  à  rappeler,  un  système  de  q  intégrales  ^j, 
Z2,  ...,  Zq,  se  réduisant,  pour  x  =  Xq^  ainsi  que  leurs  dérivées 
partielles 

âzi       d^  Zi  d^-^  Zi 


■y     —z — r'      •  •  •  > 


dx         dx"^  dx'*-^ 

à  des  fonctions  données  à  l'avance  de  x^^  x^^  . . .,  Xr- 


(«  =  1,9.,  ...,9r), 
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Par  une  suite  de  transformations  tout  à  fait  pareilles  à  celles 
qui  nous  ont  servi  pour  le  cas  particulier  déjà  traité,  la  démons- 
tration de  cette  proposition  générale  se  trouve  ramenée  à  la  dé- 
monstration du  théorème  suivant  :  Pour  une  valeur  convena- 
blement choisie  de  la  constanle  réelle  a  <;  i ,  /e  système  auxi- 
lia  ire 

'   "  )  ~\ =     •"; =  .    .    .  =     — '-     =     — — ; — M  , 


(--«)(- 7) 


où  V  est  égale  à  la  somme  des  dérivées  partielles  d^ ordre  n 
des  fonctions  inconnues,  sauf  les  dérivées  -r-^  >  et  où  Von  a 


h  J^i  -+-...  -H  J7/. -h  Z.J -+-...-+-  ^<»  H — 

a  '        ox 


les  termes  non  écrits  comprenant  toutes  les  dérivées  d'ordre 
inférieur  à  /i,  admet  un  système  dHntégrales  kolomorphes 
dans  le  voisinage  du  point  x  =  Xt  =:.,.=  Xr  =  o,  tel  que 
tous  les  coefficients  des  développements  en  série  de  ces  inté- 
grales soient  des  nombres  réels  et  positifs. 

Pour  montrer  qu'un  pareil  système  d'intégrales  existe,  il   suffit 
de  chercher  à  vérifier  ce  système  auxiliaire  en  posant 

Z,  =  Z,  =  ...=  Z^=U(fO 
où 

on  est  conduit  ainsi,  pour  déterminer  la  fonction  U,  à  une  seule 
équation  de  la  forme 

^'  du'^  \r)u'>/  \  'Ou  OW'-^  J 

où  A  et  13  sont  deux  coefficients  positifs  pourvu  que  a  soit  suffi- 
samment petit,  et  où  le  second  memhre  est  la  somme  d'une  série 
entière  dont  tous  les  coefficients  sont  réels  et  positifs,  et  ne  pré- 
sentant pas  de  terme  constant.  On  démontre,  comme  plus  haut, 
que  l'intégrale  de  cette  équation  qui  est  nulle,  ainsi  que  ses  n  pre- 
mières dérivées,  pour  u  =  o,  est  représentée  par  un  développe- 
ment on  série  dont  tous  les  coefficicnls  sont  positifs. 
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COMPTES  RENDUS   HES  SÉANCES. 


SÉANCE    DU   6   JUILLET    1898. 

PnHSIDENCR   I)K   M.    LECORNU. 


Élections  : 


Sont  élus  à  l'unanimilé,  membres  de  la  Sociélé  :  M.  Jahnke  cl 
M.  Ripert,  présentés  par  MM.  Laisant  et  Lemoine. 

Communications  : 

M.  Rafiy  :  Sur  la  détermination  des  surfaces  qui  admettent 
une  série  continue  de  déformations,  conservant  les  courbures 
principales, 

M.  Duporcq  :  Sur  un  problème  relatif  aux  abaques. 

M.  H.  DupoRT  adresse  une  Note  intitulée  :  Théorie  des  atomes, 
M.  Paul  Appell  adresse  la  Communication  suivante  : 

Snr  les  lignes  qui  se  conservent  dans  la  déformation 

d'nn  milieu  continu. 

V 

On  peut,  sous  un  certain  point  de  vue,  étendre  les  propriétés 
des  lignes  de  tourbillon  à  d'autres  systèmes  de  lignes  qui  se  con- 
servent dans  la  déformation  d'un  milieu  continu. 

Soient  a,  6,  c  les  coordonnées  initiales  d'une  molécule,  x^  y^  z 
ses  coordonnées  finales;  les  quantités  x^y^  z  sont  des  fonctions 
uniformes  et  continues  de  a,  6,  c  et  inversement. 

Un  système  de  lignes  à  deux  paramètres 

da       db       de 

tracées  dans  le  milieu  primitif,  se  transforme  en  un  système  de 
lignes 

dx  _  dy       dz 

tracées  dans  le  milieu  déformé. 
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On  peut  loujoiirs  s' arranger  de  façon  que  l'on  ailles  propriétés 
suivantes  : 


da        db        de 


àk       d^       dC 
da        db        de 

d\        d\        dZ 


dx        dy       dz 
\V'  Soient  /?oî  '/o?  'o  des  fonctions  telles  que 

.  _  drsi       ^ 
^-"db         de' 

P  _  dpo        drp 
de  da 

_  dqo        dpo ^ 
da         db' 

soient  de  roéme  />,  q^  r  trois  fonctions  telles  que 

X  —  —  —  -? 

~~  djr       dz' 

Y  =  ^  —  — , 

dz        dx 

Z  =^— -^• 
dx       dy* 

l'expression 

p  dx  -\'  q  dy  -\-  r  dz  —  (y?o  da  -^  qo  db  -h  Tq  de) 

est  une  différentielle  totale  exacte. 

Ces  ihéorèmes  permettent  d'étendre  les  théorèmes  classiques 
de  la  théorie  des  tourbillons  aux  tubes  et  surfaces  engendrés  par 
les  lignes  (i)  et  (2). 

On  peut  enfin,  quand  on  connaît  deux  systèmes  de  lignes  à 
deux  paramètres  qui  se  conservent,  en  déduire  un  troisième  à  deux 
paramètres  qui  se  conserve  également,  et  cela,  d'une  infinité  de 
façons. 

Ces  propositions  sont  développées,  avec  des  exemples,  dans  un 
Mémoire  qui  paraîtra  prochainement  dans  le  Journal  de  Alathé- 
matiques,  de  M.  Jordan. 
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SÉANCE  DU  20  JUILLET  1898. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   LECORNU. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  les  surfaces  réglées  qui  admettent  comme 
lignes  asymptotiques  un  certain  nombre  de  cubiques  gauches, 

M.  Ripert  :  Sur  la  sphère  des  douze  points  d^un  tétraèdre. 

M.  Duporcq  :  Sur  les  fonctions  de  (rois  variables  représen- 
tables  par  un  abaque  à  alignements. 

M.  Lecornu  :  Sur  l*équilibre  d'élasticité  d^un  bandage 
pneumatique. 

M.  DuMONT  adresse  la  Communicalion  suivante  : 

Sur  les  surfaces  réglées  du  troisième  ordre  à  on  seul  côté. 

Les  surfaces  réglées  du  troisième  ordre,  possédant  deux  direc- 
trices, lesquelles  sont  les  transformations  homographiques  de  la 
surface  zx^=^y^j  sont  citées  comme  l'exemple  le  plus  simple  de 
surfaces  algébriques  à  un  seul  côté  {voir  Darboux,  Théorie  des 
surfaceSy  t.  I;  note  de  la  page  36 1). 

Il  est  intéressant  de  savoir  si  cette  propriété  est  un  nouveau 
caractère  distinct! f  entre  ces  surfaces  et  la  surface  du  troisième 
ordre  de  Cayley. 

Or,  il  en  est  effectivement  ainsi.  En  appliquant,  en  effet,  les  for- 
mules données  récemment  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique (Delaunay,  Sur  les  surfaces  à  un  seul  côté)  à  la  sur- 
face  ^(a;*-hj^-3)-4-j^*=  o,  on  trouve  que,  ni  en  supposant  deux 
ou  une  des  trois  fonctions  /,  F,  ©  a^^ant  k  pour  période,  ni  en  ne 
faisant  aucune  restriction,  on  ne  peut  satisfaire  aux  quatre  idcD-* 
(ités  traduisant  la  condition  géométrique  que  la  surface  soit  à  un 
seul  côté. 

Ce  résultat  est  confirmé  par  l'examen  direct  du  mouvement  de  la 
génératrice  sur  la  surface  considérée.  Soient  la  section  hyperbolique 
j:  =  a,  IK.  la  génératrice,  I  étant  son  point  d'intersection  avec  la 
directrice  double,  K  son  point  situé  sur  cette  hyperbole,  et  P  un 
point  de  IK  pris  à  une  distance  fixe  de  I.  Les  positions  de  IK  sont 
déterminées  parle  coefficient  angulaire  m  du  plan  j^  =  m.r  qui 
les  contient.  Or,  si  Ton  fait  varier  /w  de  —  oc  à  -h  oo,  on  voit  que 


—  1:J8  - 

le  segment  IP  coïncide  avec  sa  position  initiale  lorsque  la  généra- 
trice a  décrit  une  fois  la  surface. 

La  propriété  signalée  pour  les  surfaces  à  deux  directrices  est 
donc  bien  un  nouveau  caractère  qui  les  distingue  des  surfaces 
sans  directrice  recti ligne  simple. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  LA   THÉORIE   DES   SURFACES; 
Par  M.   A.   Pellet. 

Ce  Mémoire  fait  suile  à  celui  qui  a  paru  dans  les  Annales  de 
l'Ecole  Normale  en  septembre  1897.  La  méthode  que  j'expose 
permet  de  simplifier  la  théorie  des  surfaces  ayant  même  représen- 
tation sphérique,  en  particulier  celle  des  surfaces  de  Weingarten, 
le  théorème  de  Christoffel  et  celui  de  Lamé  sur  les  systèmes 
triples,  orthogonaux  et  isothermes.  J'y  donne  aussi  un  résultat 
complètement  nouveau,  l'expression  générale  de  l'élément  linéaire 
des  surfaces  applicables  sur  une  surface  de  révolution,  lorsque  les 
coefficients  de  cet  élément  sont  des  fonctions  de  la  courbure  de  la 
surface. 

1.   La  courbure  totale  de  l'expression 

E  e/a*  -h  2  F  du  dv  -^  G  dv^ 

est  un  invariant,  quelles  que  soient  les  fonctions  E,  F,  G;  si  on 
les  multiplie  par  une  fonction  /{'>f)',  o  étant  une  fonction  de  u  et 
de  i',  la  courbure  totale  de  la  nouvelle  expression  est  un  inva- 
riant. Développant  l'expression  de  cette  courbure  totale,  les  coef- 
ficients des  diverses  puissances  de  y  et  de  ses  dérivées  par  rapport 
à  (f  seront  donc  des  invariants.  On  arrive  ainsi  facilement  aux 
invariants  de  M.  Beltrami.  Dans  le  cas  où 

K  =  G  —  o, 

la  courbure  totale,  R,  a  pour  expression 

I      ai 


F  ')u  ai' 


/F. 
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La  courbure  totale  de  l'expression 


est  donc  égale  à 


/    /*  p     ~f\f)    p~ 


f 

Les  invariants  de  M.  Beltrami  sont 


n  , I    „/ 


A    '^  --  ?"%  A.  o-:î■^?"'^^• 

et  Ton  a 

K  =  Aj/F. 

Dans  le  cas  général,  les  termes  contenant  des  dérivées  secondes 
dans  K  sont 


on  en  déduit  immédiatement  pour  les  termes  contenant  les  déri- 


vées secondes  de  o  dans  A2  cp  : 


JJi  \^fu^^-'  -  E  Cp;,  -  -  G  Cp,*,  j  . 

D'après  l'expression  de  A2  ^  dans  le  cas  où  E  et  G  sont  nuls, 

on  a 

A,  (p  =  o, 

pour  les  fonctions  cp  satisfaisant  aux  équations 

(i)  '*!  ?M -^  ?i  =  o,      r,(p;,-h{p;  =  o, 

/*!  et  /*2  étant  les  racines  de  l'équation 

Erî4-2FrH-G  =  0. 
Cela  détermine  les  autres  termes  de  A2  ç,  et  l'on  voit  que 

\      d  (V    .       G    ,\  i     d  (¥    ,       E    ,\ 

En  effet,  pour  les  solutions  des  équations  (i),  on  a 

(^•)  îî?»'- ,7 ?«  =  —  '?;'>       —^ — ^-'?«; 

de  sorte  que  Aj  'p  est  nul. 


I 
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Désignons  par  a  une  solution  de  la  première  des  équations  (i) 
et  par  ji  une  solution  de  la  seconde.  On  aura 

et,  par  suite,  la  courbure  totale  a  pour  valeur 

^fi-^  =  ^tiE-  ^,u:,-  \U?',=  K, 

Mais,  en  dérivant  les  équations  (2)  par  rapport  à  £/,  on  a 


.aU  /FV  /EV 


F  «;„-£«: 


et  les  équations  analogues  pour  p.  Ajoutant,  il  vient 

A  /«'  ft'  -  '  A  kg:,-ff:,~hh;,     _!_  à  fe;,~f;,e 

*     "P""  H  dM  HE  H  di>         EH 

et,  pour  la  courbure  totale, 

I  /d  fe;,— eg;,      a  —  fe;,— EE;>-f-s>.F;,E\ 

•jtHVdw  EH         '^  dv  HE  /' 


Par  symétrie. 


j^^  j_/^  FG;,— E;,G    .     d    -FGi-GG:,H-2F:,G 


'2li\dv         GH  du  HG 

d^où,  en  ajoutant  ces  expressions  différentes, 


) 


"-àmMi-m'ii] 


ô  f:,-g;,       I    à  f;,-f^ 


2H  du         H  -zH  di>        H 

L^'nvariant  du  premier  ordre  Ai  (f  se  calcule  avec  facilité  direc- 
tement dans  le  cas  général  et  l'on  a 

,  ^-E?;>'-^Fcp;.?:.-^G?;> 

*^~"  EG~F« 

On  a  posé 

EG-Fî=Hî, 
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d'où  Ton  déduil  les  relations 


=  g[(hJAh).""(h),Ah/J' 

De  sorte  que  l'expression  de  la  courbure  totale  peut  encore  se 
mettre  sous  la  forme 

iH\du        H  au       H       /' 

2.  Lorsque  E  du'^  +  2  F  rfw  rf(^  4-  G  dv^  est  le  carré  de  l'élément 
linéaire  d'une  surface  applicable  sur  une  surface  de  révolution,  la 
courbure  totale  de  l'expression 

f{K)(Edu*-h'iFdudv-hGdv^) 

est  une  fonction  de  K,  quelle  que  soit  la  fonction  /(K)  et  réci- 
proquement. 

Ainsi,  pour  que  l'expression 

soit  le  carré  de  l'élément  linéaire  d'une  surface  de  révolution, 
A  étant  une  fonction  de  g  ainsi  que  la  courbure  totale,  il  faut  et 
il  suffit  que  les  équations  suivantes  soient  satisfaites  : 

(3)  (^)'=n.i, 

P,  m,  n  étant  des  fonctions  de  g. 

En  dérivant  l'équation  (i),  on  obtient  deux  équations  entre  les 
dérivées  secondes  de  g,  qui,  pour  être  compatibles  avec  les  équa- 
tions (2)  et  (3),  exigent  qu'on  ait 

^VaV/^V^- 'iV'- 2kP'^ -4- 6P)- 2(4P  —  P>  - /lî^«)P  =  o. 
Cette  équation  détermine  g[^  et  g  est  une  fonction  de  pu  -t-  qi> 


{p  et  q  conslanls),  à  moins  que 
alors 


Les  équations  (i),  (2),  (3),  (4)  montrent  d'abord  que  m  et  n 
sont  constants;  si  aucune  des  quantités  m,  n  n^est  nulle,  on  a 

^  ""  ""  m>  \  D^««'-f-  D,e-«*'  /    GC,  ' 
si  Tune  est  nulle,  nx  par  exemple,  on  a 

4DD,n»M« 


^«  = 


(De'«*'-i-  Diér-««')* 


Pour  que  'lYdiidv  soît  le  rf^^  d'une  surface  de  révolution, 
F  étant  fonction  de  la  courbure,  il  faut  que  F  soit  une  fonction 
de  mu  -H  /i^,  m  et  Al  étant  constants.  En  effel,  on  doit  avoir 

F;.=/(F)        et        F;,F;  =  /,(F); 
d'où 

Af;,-/f;,f',=  o; 

ce  qui  donne 

et  l'on  reconnaît  que  les  fonctions  U  et  V  doivent  être  du  premier 
degré. 

3.  Supposons  F  =  o,  et  remplaçons  E  et  G  par  A^  et  B^.  La 
surface  étant  rapportée  au  système  d'axes  rectangulaires  formé 
par  les  tangentes  aux  lignes  coordonnées  et  la  normale  à  la  surface 
au  point  (  w,  (^),  on  a 


sA  -f-  .  .  . , 


•j,  V  désignant  les  accroissements  des  paramètres  w,  r;  ç^t,  t^^  des 
fonctions  entières  et  homogènes  de  degré  k  de  -j,  v,  et  Çy^  une 
fonction  de  même  nature  en  Ç,  y;. 

Les  cosinus  des  angles  de  la  normale  à  la  surface  au  point  uv 


■^ 
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avec  les  axes  des  S,  y,,  ^  sont  proporlionnels  à 

ce  qui  donne,  pour  le  carré  de  Pélémenl  linéaire  de  la  représenla- 
lion  sphérique, 

(a* 4-  c«)A«rfa»-4-  (6*4-  c^)B^dvi-i' 2c{h  -+-  a)AB  du  dv. 

On  a  les  équations  difiTérenlielIes 

B6;^  H-(6  — a)B;,=  Ac'^-f-2cA'^. 

Si  c  =  o,  auquel  cas  u  et  r  sont  les  paramètres  des  lignes  de 
courbure,  ^)OSons 

\a  =  ri.,  hf)  =  \\\y\ 

il  vient 

l'élément  linéaire  de  la  représentation  sphérique  a  pour  expression 
et  Ton  a 

(2)  ciiiib  =— (X'^-+-  [ji;,). 

Supposons  données  les  valeurs  de  "k  et  [jl.  Pour  qu'il  y  ait  des 
surfaces  correspondantes  il  faut  que  les  équations  (i)  et  (2)  aient 
au  moins  un  système  de  solutions  en  ^l,,  lU).  Alors,  si  ce  système 
de  solutions  Jo^  W\y  est  unique,  à  chaque  système  de  valeurs  A,  B 
solutions  des  équations  (i)  correspond  une  surface  admettant  les 
lignes  II  et  v  pour  lignes  de  courbure,  K^du^-\-  }^'^dv'^  pour  élé- 
ment linéaire,  -jy  -^  pour  courbures  principales.  Si  les  équa- 
tions (1)  et  (2)  admettent  plusieurs  systèmes  de  solutions  en  do,  1IÎ», 
A} diû -{-W^ dv'^  sera  le  carré  de  l'élément  linéaire  d'autant  de 
surfaces  admettant  u  et  v  pour  lignes  de  courbure  qu'il  y  a  de  ces 
solutions  Jlo,  \)i)  ;  dans  le  cas  où  A,  B  est  un  système  de  solutions 
des  équations  (1)  et  (2),  la  surface  est  à  courbure  lotale  constante. 
Ainsi,  lorsque  deux  surfaces  sont  applicables  l'une  sur  l'autre  avec 
conservation  des  lignes  de  courbure,  il  y  a  des  surfaces  à  courbure 
constante  ayant  même  représentalion  sphérique  que  chacune 
d'elles  et  réciproquement. 


—  iU  — 


4.  SoitX  =  o.  Les  courbes  t' =  consl.  sont  géodésiques  sur 
les  surfaces  et  leurs  représentations  sphériques,  «il.o[,  =  A[,  =  o. 
On  a 

L'élimination  de  ill>  conduit  à  Téquation 

û,l»  ne  dépendant  que  de  m,  on  voit  que  |jl  doil  être  de  la  forme 

V,U,-+-V,Uj4-U3, 

les  U  n'étant  fonctions  que  de  w,  et  V  de  v.  Si  les  fonctions 
U« ,  Ua  sont  distinctes,  la  fonction  X  est  déterminée  ;  mais,  si  Tune 
d'elles  est  nulle,  Uq  par  exemple,  X  doit  seulement  satisfaire  à 
Téquation 

-ur„.+u',^  =  u,x. 

Jlo  contient  donc  une  constante  arbitraire,  et  l'on  a  les  surfaces 
moulures  de  Bour  (Darboux,  Leçons  sur  la  Théorie  générale 
des  surfaces,  t.  J,  n"  87). 

Supposons  qu'aucune  des  deux  familles  de  lignes  de  courbure 
ne  soit  formée  de  lignes  géodésiques.  Si  les  équations  (i)  et  (2) 
ont  plusieurs  systèmes  de  solutions  en  Jl«,  alî>,  il  y  a  au  moins  une 
surface  à  courbure  totale  constante  autre  que  la  sphère  conduisant 
à  ces  valeurs  de  \  et  [jl.  Pour  cette  surface,  les  courbures  princi- 
pales a  et  6  sont  fonctions  l'une  de  l'autre,  et  en  choisissant  con- 
venablement u  et  p,  il  en  est  de  même  de  A,  B,  <vl>,  ilb.  Choisissons 
le  paramètre  de  manière  que 

Les  valeurs  de  A,  B,  fonctions  de  ce  paramètre,  sont  données 
par  les  équations 

(3)  A'-/(a)A  =  o,         B=A\ 

les  accents  indiquant  les  dérivées  par  rapport  à  a.  El  pour  .^lo,  uî> 
on  aura,  en  outre,  l'équation 

(3')  x^î»=-[<.-^/(«)<.-+-/'(«)a;;]. 


r^ 
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Par  hjpolhèse,  on  a 

L  et  N  étant  des  constantes.  D'où 

LAî-hNX»=  P, 
P  étant  une  nouvelle  constante;  puis 


'     (LA'A''-hNeA.>'X'')  =  o, 


d'où 

LA'î-+-N.Ao'*=P,, 

Pi  constant.  On  en  déduit 

P/(a)-hPt  =  o. 

Ainsi /(a)  est  une  constante  qu'on  peut  prendre  égale  à  i.  Et, 
d'après  l'équation  (3'),  a  doit  satisfaire  à  une  équation  de  la 
forme 

a  satisfaisant  à  cette  équation,  les  équations 

IL'                           iJU' 
*^v   -.'  '"'a   -,/  ji  ^rt    -,»  -.w 

'W       *"        "IT  ~"   "'  ~  —  "*' —  "' 

admettent  bien  les  deux  systèmes  de  solutions  (O.  Bonnet,  Jour- 
nal de  V Ecole  Polytechnique^  année  1867) 

5.  Les  formules  (3)  et  (3')  définissent  toutes  les  surfaces  non 
de  révolution  pour  lesquelles  les  rayons  de  courbure  principaux 
sont  fonctions  l'un  de  l'autre,  surfaces  de  Weingarten.  Lorsque 
cette  relation  est  de  la  forme 

LR,R,H-2M(R,-4-  Rj)-^N  =  0, 

Rj,  Rj  élant  les  rayons  de  courbure  principaux;  L,  M,  N  des 
constantes,  on  est  conduit,  par  un  calcul  identique  à  celui  du 
numéro  précédent,  à  une  constante  poury(a).  Les  équations  (3) 
XXVI.  10 
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deviennent 

A'-A  =  o,        B  =  A', 

en  donnant  à  cette  constante  la  valeur  i . 

Prenons  d'abord  Jl,=  e"  =  Ul);  a  doit  satisfaire  à  Fëquation 
qu'on  sait  intégrer 

On  a 

A  =  Ce«-f-CiC-«,         B  =  Ce«— C,c-a, 

1  =R,=  C-+-C,e-««,  Ri  =  T  =C  — C|C-«a, 

a  o 

C,  Cf  étant  des  constantes  arbitraires.  En  s'appuj^ant  sur  les  for- 
mules de  Rodrigues,  on  en  déduit  facilement  les  formules  de 
Weicrstrass  pour  les  surfaces  minima,  qui  correspondent  à  la 
valeur  C  =  o. 

Dans  le  cas  général 

K  étant  une  constante  différente  de  u. 

A  =  C.V-f-C,i«,,        B  =A'=CU!>-+-C,eA., 

-=R,  =  C-|-C|-T-J  T=Bi=C-4-Ci-r-> 

a  cv  o  Vî» 

(R,  — C)(R,--C)  =  CJ        ou        Cîa6  =  (Cflf  — !)(C6  — I). 

La  courbure  totale  est  constante  pour  C  =  o,  et  pour  C  =  zt  C| , 

la  courbure  moyenne  est  constante  et  égale  k  ^  =  a  -\-  b.    Dans 

ce  dernier  cas 

A  =  B  =  'xCxe^, 
ou 

A=—  B  =  — 2KC,éf-«; 

les  surfaces  correspondantes  sont  donc  isothermiques. 

6.  Parmi  les  surfaces  de  Weingarlen  se  trouvent  les  hélicoïdes, 
surfaces  engendrées  par  une  courbe  animée  d'un  mouvement  de 
rotation  autour  d'une  droite  et  de  translation  parallèlement  à 
cette  droite,  le  rapport  des  vitesses  dans  les  deux  mouvements 
étant  constant.  Chaque  point  de  la  courbe  génératrice  engendre 
une  hélice;  les  ravons  de  courbure  principaux  de  la  surface  sont 


% 
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égaux  le  long  de  celte  hélice,  et,  par  suite,  pour  un  point  quel- 
conque de  la  surface,  sont  fonctions  d'un  seul  paramètre  (a);  de 
plus,  les  sections  principales  de  la  surface  en  un  point  de  cette 
hélice  font  un  angle  constant  avec  la  tangente  à  riiélice.  De  cette 
dernière  propriété  il  résulte  que  le  paramètre  a  est  une  fonction 
de  pu  H-  q\^^  p  ei  q  étant  des  constantes,  ii  et  v'  les  paramètres  des 
lignes  de  courbure  convenablement  choisis. 

En  eflet,  les  hélices  correspondent  aux  valeurs  constantes  du 
paramètre  a;   la  tangente  de  l'angle  qu'elles  font  avec  les  lignes 

de  courbure  est  donc  ég^ale  à  —  ^r-r'i  d'où  une  équation   de   la 

forme 

a'^,-1-  F(a)ai  =  o. 

Mais,  d'après  les  équations  (3)  du  n"  3, 

a:.-H/(a)<,,-hy'(a)a;;=-.loDi,  =  F,  (a). 

De  la  première  on  tire 

vF(a)  — a  =  îp(a), 
:p  étant  une  fonction  arbitraire.  D'où 

(i^P-  <p')a;,— I  =  o,         ((;F'— ç'X-h  F(a)  =  o, 

(»;F'-cp')<,4-a:;(»;F'-cp")  =  o, 

(pF'~-o')a:,-f-  <»(^'F''—  ç")  -h  F'(a)a;  =  o. 

Substituant  dans  la  seconde,  on  obtient  une  relation  entre  u  et 
V  qui  doit  se  réduire  à  une  identité.  Les  termes  du  troisième  de- 
gré en  p  sont  contenus  dans  F|  {v¥' —  tf'y  ;  F|  =  —  X\\\^^  n'étant 
pas  nul,  il  faut  que  F'  soit  nul.  Réciproquement  si  u  et  v  étant 
les  paramètres  des  lignes  de  courbure,  les  coefficients  du  ds'^  de 
la  surface  sont  fonctions  Ae pu  4-  q\f^  la  surface  est  un  hélicoïde. 
Ces  propositions,  dues  à  O.  Bonnet,  ont  été  établies  d'une  autre 
manière  par  M.  RaflTy  {Bulletin  de  la  Société  mathématique^ 

>897)- 

7.  Les  hélicoïdes  sont  applicables  sur  une  surface  de  révolu- 
tion, théorème  de  Bour;  mais  ce  ne  sont  pas  les  seules  surfaces 
de  Weingarten  jouissant  de  cette  propriété.  D'après  le  n**  2,  le 


■> 
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ds-  de  ces  surfaces  est  de  la  (orme 

g^  ayant  Tune  des  valeurs 

m*    cos*(nv  -\-  q)  cos^(nv-hq) 

Pour  que  u,  v  soienl  les  paramètres  des  lignes  de  courbure,  il 
faut  que  les  équations  suivantes  soient  compatibles  : 


A^  \iî,  '  A        ^"        .l>  ' 

A  '  /  A  '  \  ' 

.\.A\\y  =  m^g  -hi-r  m^g^ -f-  (  "7-  )  ('^^'^  '^^ S^^)^  —  ^' 

De  ces  équations  on  déduit  en  premier  Heu  que  Jl,,  ill  sont  fonc- 
tions de  g.  En  effet,  par  élimination  de  ilK,  on  a 

d'où,  en  égalant  la  dérivée  par  rapport  à  {/  de  la  première  expres- 
sion à  la  dérivée  par  rapport  à  v  de  la  seconde, 

Mais  gg''uv^=^  SuSv  î  ^^  l'équation  précédente  détermine  cl.  en  fonc- 
tion de  g. 

Faisant  X  et  ilb  fonctions  de  g  dans  les  équations  du  problème, 
il  vient 


A'        .V  A-+-^A'_11I/ 


Al"  \\\y  A  nii 


d'où 


r> 


X-^gX'        .  .  A' 

1^         =       ç\-)*        ; 


llî>« 


Ayf 


A         A/r  \        A        /  \A^/ 

Ainsi  on  a  pour  —  une  équation  du  troisième  ordre;  les  sur- 
faces correspondantes  sont  isothermiques  et  les  rayons  de  cour- 
bure sont  fonctions  Tun  de  l'autre,  en  considérant  u  et  r  comme 
les  paramètres  des  lignes  de  courbure. 
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8.  Nous  dirons  qu'un  système  de  coordonnées  curvilignes  sur 
une  surface  est  isométrique  lorsqu'en  choisissant  convenablement 
les  paramètres  de  ces  courbes,  les  coefficients  du  ds'^  de  la  surface 
sont  fonctions  d'un  paramètre;  et  qu'une  surface  est  isométrique 
lorsque  les  lignes  de  courbure  formeront  un  système  isométrique, 
réservant  le  terme  isothermique  pour  le  cas  où  les  coefficients 
de  du^  et  dv^  sont  égaux. 

Etant  donnée  une  surface  isométrique,  il  y  en  a  une  infinité 

d'autres  ayant  même  représentation  sphérique.  Elles  sont  données 

par  les  équations 

A'  B' 

a  étant  une  fonction  telle  que  les  équations  déterminant  la  repré- 
sentation sphérique  soient  compatibles  : 

cp(a)a,_  -^  -  ^,  ^a,_/(a)flt,=  -^ , 

,,1,1)1,=:—  _<p(a)a;,  — — /(a)»;,. 

Nous  écartons  les  surfaces  de  révolution.  On  peut  supposer 

cp(a)  =  i;  alors 

A''-/(a)A=o,         B  =  A', 

A  =  CiA,4-C,Aj,        B  =  G,  a; -h  Cl  a;; 

C|,  C2  constantes  arbitraires  et  A|,  A^  solutions  particulières  li- 
néairement distinctes  de  Téquation  A"  —  y(a)A  =  o. 

Si  cla  et  olb  sont  des  fonctions  de  a,  on  peut  prendre  X  pour  A,  ; 
le  groupe  de  surfaces  est  formé  des  surfaces  homothétiques  et 
parallèles  à  l'une  d'elles  et  de  sphères;  on  a  les  surfaces  de  Wein- 
garten. 

Pour  qu'il  y  ail  des  surfaces  isolherraiques,  il  fautque/(r)  soit 
égal  à  d=i;  alors  A|  =  <?*,  A2  =  e~'*,  les  valeurs  correspondantes 
de  B  sont  A|  et  —  Aj,  en  supposant  /(a)  =  i .  Les  surfaces  dont 
les  éléments  linéaires  sont  e'^^{du'^  -\-  dv-)^  e~^^{du^ -\- dv^)  oni 
même  représentation  sphérique,  et  la  correspondance  établie 
réalise  une  représentation  conforme  de  Tune  sur  l'autre.  Nous 
aurons  le  théorème  de  Christoflel  en  montrant  qu'il  n'y  a  pas 
d'autre  couple  de  surfaces,  les  surfaces  minima  étant  écartées, 
jouissant  de  cette  double  propriété.  Prenons  pour  variables  m,  v^ 
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les  paramètres  des  lignes  de  courbure  de  Tune  des  surfaces;  les 
lignes  correspondanles  sur  Tautre  surface  sont  rectangulaires  et, 
puisque  leurs  représentations  sphériques  sont  rectangulaires,  elles 
sont  lignes  de  courbure,  attendu  que  la  surface  n'est  pas  minima 
(n"  3).  Les  ds^  des  surfaces  étant 

on  a  donc 

T  =  Tf'         X  =  Tf'         A,=^-XA,         B,  =  dzXB, 

d'où 

A',^=XA'^-i-AX;„        B',„  =  ±(XB;,h-BX;j; 

faisant  rhypolhcse  Bj  =  —  XB,  il  vient 

A*X  =  cp(w),         B»X  =  iKi^), 

après  avoir  intégré.  Par  un  choix  convenable  de  u  et  de  r,  on  aura 
doncA2=B^ 

9.   Si  parmi  les  surfaces  satisfaisant  aux  équations 

-g--  —  -A,  _-  —  __,a,  .Ulo  -  -  A,-  ^„, 

il  y  en  a  d'isotliermiques,  elles  doivent  admettre  en  A,  B  un  sys- 
tème de  solutions  de  la  forme  A  =  e^iU,  B  =  e^i  V,  U,  V  ne  dé- 
pendant respectivement  que  de  u^  v\  on  aura  donc 

croîi,  pour  déterminer  U  et  V,  Téquation 

du     \}  ~  âv^^\' 

Soit  A  =  v^,  [JL  =1  v^^.  On  aura  d'abord  les  surfaces  isothermiques 
A  =  B  =  e^,  A  =  —  B  =  e~^.  Pour  trouver  les  autres,  s'il  y  en  a, 

il  viendra  en  posant  p^  =  ar,  ^  =^» 

^<x(^  -y)  - '^  -+-  v;  =  o,       A  =  e-v.   '  ,        n  =  :::-^' . 

v^  y  y 


% 
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les  sigDes  supérieurs  et  inférieurs  se  correspondant.  Soit 

ev=f/(a)-^/,rp)p; 

on  peut  prendre,  h  étant  une  constante  arbitraire,- 


ou 


Supposons  X  =  ill)  =  [/(m)  — /i  (i')]*;  les  rayons  de  courbure 
principaux  de  la  surface  dont  le  carré  de  l'élément  linéaire  est 

/       1 I     \«»[       du*  dv*      1 


sont 


(/i  -+-  A)«(/-i-  A)«-^'  '     (/,  4-  A)«-^>  (/-+-  A)^  * 


Or  on  connaît  les  valeurs  possibles  pour  a, /(m),  f^  {v). 

Posons /( tt)  =  p, /,  (^)=  Pi  ;  la  courbure  (A")  de  l'expression 

,p-p,)..(f-f) 

est  donnée  par  Téquation 

^k        2(R--R,)  R'4-R'i 


On  en  conclut,  si  A*  est  constant,  ou  une  fonction  de  p,  pi  qui 
devient  une  fonction  holomorphe  de  p  lorsqu'on  remplace  pi  parp 
(laissé  indéterminé),  que  l'exposant  a  ne  peut  prendre  que  les 
valeurs  ^  et  —  i .  Pour  k  constant  et 


a  =  V 


1  R  —  m  -L~  n  f\  _a_  n  ni  -u  /»  «3 


U 


R  =  /n-f-np-i-/?p*-h^p',         R|=m-f-/ipi-+-/?p}-f-^pf, 


et 


(Darbojjx,  Leçons  sur  la  Théorie  des  surjaces,  III*  Partie,  p.  aSS). 
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Pour  k  constant  et  a  =.-:  —  i ,  on  a 

R  rr  m -4- np -u y?  pî,         R|= /n|-+- /ipi-+-/?pj 
et 

k  =  mx —  m. 

Les  expressions  (i)  et  (2)  deviennent 

,,,,  /_! '     V^r       ^P' M_l 

.  ,.  » ! 

Pour  a= —  i,  les  lignes  de  courbure  sont  des  cercles;  on  a  donc 
des  cyclides  de  Dupin. 

Pour  a  =  ^,  les  lignes  asj'mptotiques  ont  une  courbure  nulle 
[voir  mon  Mémoire  Sur  la  théorie  des  surfaces  {Annales  de 
r École  Normale,  1897)];  P^^  suite,  les  surfaces  sont  du  second 
degré.  Toutes  ces  surfaces  ont  même  représentation  sphérique^ 
dans  Pun  et  Taulre  cas. 

10.  Ce  qui  précède  permet  de  simplifier  notablement  la  démons- 
tration du  théorème  de  Lamé  sur  les  systèmes  triples,  orthogonaux 
et  isothermes.  Soit 

le  carré  de  Pélément  linéaire  de  l'espace;  la  surface  v  =  const.  a 
pour  équation 

[voir  le  Mémoire  cité  plus  haut).  Donc  les  valeurs  de  cil»,  ilb  pour 

A'  B' 

cette  surface  sont -^j  —  -—;  d'où  l'on  déduit  les  six  équations 

différentielles  entre  A,  B,  C.  Soient 

A  =  (/-  M)a(i^-0«1,  B  =  (m  — ç,)a(/-_a)a^, 

il  vient  pour  la  surface  v  =  const.  : 

T,  U,  V  sont  respcclivemenl  des  fonctions  de  /,  //,  i*. 
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Le  carré  de  l'élément  de  la  représentation  sphérique  a  donc 
pour  expression 

..v«/--i L_v«r ^ji -H ^ 1. 

Il  en  résulte  d'abord  a=  ^  ou  a  =  —  i . 

Pour  a  =  ^,  on  doit  pouvoir  satisfaire  aux  équations 

-V*  V2 


=  9y  777. 7\  —  P»: 


dt*         __  dp*  du*         _  dp] 

(t;_/)T«  ""  "ÏÏ"'  (u  —  v)V*  "  "r7  ' 

R  et  B|  ajant  les  valeurs  suivantes  : 

m-+- np  H-/?p*— 4p»,         m -t- /ipi-4-/?pî  —  4pî  ; 
on  en  déduit 

t*  ""  i6(i^  — O'R'         U«  ""       i6(w.  — (^)»R,  * 

Remplaçant  p  et  pi  parleurs  valeurs,  on  voit  que  T^  et  U^  doivent 
être  des  polynômes  du  troisième  degré  à  coefficients  égaux  et 
par  symétrie  il  en  est  de  même  de  V^.  Réciproquement,  si  T^,  U^, 
V^'  sont  des  polynômes  du  troisième  degré  à  coefficients  égaux, 
il  viendra 

„.[v..,v.,.-.i<v.,-QVi,v.,.Q-]=#;, 

R  =  _4p»-(v«yp«-l(V«/v«p-^(v«rvs 

qui  est  bien  de  la  forme  voulue. 

Pour  a  =  —  I,  on  doit  pouvoir  satisfaire  aux  équations 

r          _                      I          _                     dt*         _  dp* 
~  P'  v7T7~~T7\  ~  P»»  7~é       ..xiT* d"  ' 


du*  dp* 

(a  — (;)>U>  """     R  '        ^  =  ni-^np-^pp*,        R,  =  m-f- 1  4- /ipi-h/?pî; 

on  en  déduit 


d'où 


1 

I                      t             I 

V^R  " 

T«                 V*R,        11»' 

n  —  p~o. 
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(j2^  V^,  ï^  sont  des  constantes  et  l'on  a 

T«=mV«,        U«  =  — (m-hi)V*,        T«-+- U«-4- V»=  o 

(Darboux,  Leçons  sur  les  systèmes  orthogonaux,  1. 1,  n°  154). 

11.  Dans  tous  les  cas,  si  les  familles  d'un  système  triple  ortho- 
gonal sont  isothermes,  on  peut  poser 

les  fonctions  Q,  Qi,  Qa  étant  indépendantes  respectivement  de  <, 
w,  V.  Aucune  des  fonctions  Q  ne  peut  être  nulle;  dans  le  cas  où 
leurs  dérivées  premières  sont  aussi  différentes  de  o,  où  par  con- 
séquent Q  dépend  effectivement  de  i/,  p,  Qi  de  t  et  de  i',  Qa  de  t 
et  de  Uj  le  carré  de  l'élément  linéaire  de  l'espace  peut  se  mettre 
sous  la  forme 


( 


[dt^                     du*                     dv*         1 
zi 1 JIZ j 


et,  par  conséquent,  l'analyse  du  numéro  précédent  termine  com- 
plètement la  solution.  Posons 

on  a  toujours  les  équations  suivantes,  qui  se  réduisent  à  deux  : 

Si  l'une  des  dérivées  q'  est  nulle,  soit  q\u^^  ^  P^''  exemple.  Les 
équations  précédentes  donnent  7,t,7'„  =  o.  L'hypothèse  ^^^=0 
est  traitée  complètement  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut.  L'hypo- 
thèse 7^=  o,  conduit,  par  la  permutation  de  /  et  de  w,  à  la  forme 
suivante  de  l'élément  linéaire  de  l'espace 

U  étant  une  fonction  de  w,  V  de  i'  cl  Q  une  fonction  de  u  et  de  r. 


^ 
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On  a,  enlre  les  fonctions  U,  V,  Q,  les  quatre  équations 

U'    ,       V     ,       U'  v 

UV'Qi-  U' VQ;,  =  -  U'VQ  =  UV'Q, 

ou  ov* 

On  en  déduit 

K^  étant  une  constante.  Puis 

V'*=K«V«-+-K„        u'«=  — K«U«-^K,, 
(K,U»-f-K,V»)Q;,  =  K,UU'Q,        (K,U«-h  K,V*)Q'^  =  KVV'Q, 

Q  =  v/K3(K,U»-i-K,Vî). 
Posant  K3K,  U'  =  p,  K3K2V2  =—  p,,  on  aura 

„,.,..,P_„,(¥-f) 

pour  expression  de  l'élément  linéaire.  Les  surfaces  correspondant 
aux  valeurs  constantes  de  t  sont  des  plans.  Par  suite,  R  et  R| 
(d'après  le  n°  9)  sont  des  polynômes  à  coefficients  égaux  du  se- 
cond degré.  Substituant  dans  les  équations  diflférentielles,  on  voit, 
en  outre,  que  le  terme  constant  doit  être  nul.  Ainsi 

(Darboux,  Leçons  sur  (es  systèmes  orthogonaux,  n"  151). 

12.  Les  formules  d'Olinde  Rodrigues  et  celles  du  n®  3  subsis- 
tent pour  les  surfaces  de  Tespace  à  n  dimensions  lorsque  les 
lignes  de  courbure  sont  coordonnées. 

Supposons  X,  y,  5,  w  fonctions  des  paramètres  /,  «,  v  des 
lignes  de  courbure  et  prenons  pour  axes  des  Ç,  ri,  Ç,  w  les  tan- 
gentes aux  lignes  de  courbure  et  la  normale  à  la  surface.  /,  m,  /i,  p 
étant  les  cosinus  des  angles  de  cette  normale  avec  les  axes,  on  a 

/«-h /n«-+- n* -4-/?*  =  o,         Ix't  -hmyf-h  nz't-{-piv't  =  o, 
fx*,  4-  /ny,t  -f-  n  z'n  -{-  p%v'„  =0,         lx[,  -h  my[,  -♦-  n  «^  H-  /)  iV/  =  o, 
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puis 


^iK-^ytyu-^^'t^u  -hw'tWu^  O,  xix'^-{- =  0, 

x'ux'i-h =  O,  Ixuv  •+•  f^yliv-^  nZu^^-^-pWu^  =  0, 

{'!)        ix'it    -h =  0,  Ixl,   -4- =0, 

en  posant 


A  =  yjx\^^y\^  ^z\^->nw\^,  B  =A;/-f-...,         C  ^yJx'^'\-„., 

a\^=z  lx1i-h  my1t-\- nzlt'^pw';,,       ^B*  = /a?*, -h...,       cC«=: /xj, -+-..., 

En  dérivant  les  équations  (i)  par  rapport  à  /,  et  tenant  compte 
des  équations  (2),  il  vient 

ll't    -4-  mm'f  •+■  nn'i    -f-  ppt     =0, 
^W/  -^ytm'i-^^'in't  -f-  w'tp'i  =  —  A»a, 
•î^L  '/  -+- J"u /^i -+-  -«L 'l'i -^  «'L/'i  =  o» 

x'^,  l'i-\- =  0. 

Multipliant  la  première  de  ces  dernières  équations  par  /,  la  se- 

x't  .  .  x'  .  x' 

conde  par  j^,  la  troisième  par  ^>  la  quatrième  par  ^»  on  a 

l't  -\-ax'i=  o, 
/^+  ^  +  ^  +  §  étant  égal  à  i . 

De  même 

m't-h  ayi  =  Of        n'i-^az't  =  o.        p\-^  aw\  =  o. 
On  a  donc 

^l,*-c//2 +  i)«,2rfa2^32^(,2  représente  le  carré  de  Télément  de. 
ce  qu'on  peut  appeler  la  représentation  sphérique  de  la  surface. 
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Dérivant,  par  rapport  à  tt,  les  valeurs  de  X,  A,  il  vient 

rXi^y'^  =   I\l]j^     -H -V-  />/  plu  • 

Maïs  de  l]^  -^  bx[^  =  o,  on  tire 

11,1  ■+■  bxt,^  -+-  b'tx'u  =  o  ; 
d'où  Ton  déduit 

c.\0j(eu  =  ■+■  ab(x\x/n  -+-...)  =  -f-  ab  W'f. 
Ainsi 

a;;  ""  Ci  ~  "^        B  '       B,  -  Ci  ~  "^  ""  ~  A  '       a;  ~  a;  "  ■*■  ""  ~  c 

Ces  équationsdiflférentielles  pour  être  compatibles  exigent  les 
conditions 

/a;a'     a;,c;,  _  /b;v_b;a',        /c^y     c;  a;,  _ 

\b),     "cT"'''       Vg'A-âc'       {TJt     A    b -""' 

lorsqu'on  considère  les  fonctions  cl>,  ill>,  G  comme  inconnues;  on 
a  évidemment  les  relations  analogues  en  ^l>,  iiî>,  G;  elles  sont  iden- 
tiques à  trois  des  six  relations  indiquées  dans  le  n°  10  de  mon  Mé- 
moire de  1897.  Ainsi  ^K>^  dt^ -\' ^H^^  du^ -\- <^  dv^  représentant  le 
carré  de  l'élément  linéaire  de  la  sphère,  les  six  équations  écrites 
plus  haut  donneront  les  coefficients  de  l'élément  linéaire  des  sur- 
faces admettant  la  représentation  sphérique  donnée. 

13.    Les    équations    des    lignes    géodésiques    de    la    surface 
/{x^y,  5,  w)  =  o  peuvent  s'écrire 

x         y         z         w        ^ 

J  X         J  y         Jz  /«• 

avec  les  conditions 

^'«  -hj.'«  -4-  z'^  -^  iv'^  =  I,        f,x'  +/,y  ^/,  z'-^f^w'  =  o, 

l'arc  s  de  la  courbe  étant  la  variable  indépendante.  Dérivant  la 
dernière  équation,  il  vient,  pour  déterminer  )v, 
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En  un  point  ordinaire,  Tëqualion  de  la  surface  peut  s^écrire,  eo 
prenant  pour  axe  des  w  la  normale, 

iVfi  étant  une  fonction  homogène  de  degré  n  de  x^y^z,  el  I*on 
pourra  supposer  ^^2  =  \{ax'-h'  by^  -f-  cz^) ,  en  prenan  t  pour  axes 
les  directions  principales  de  la  surface,  qu^elle  ait  ou  non  des 
lignes  de  courbure  coordonnées.  Les  équations  des  lignes  géodé- 
siques  deviennent 


X  y  z  w 


Soient 


,  d  dw  ,  d  âw         ,  d  àw 

ds  àx       "^    ds  oy  ds  ôz 

X  =:  as-h  ajs*4-. .  .-h  a«5"  -+-..., 

Z  =  Y  «  +  Yî  **-+-•••-»-  T»  *"-+-••  • 

les  équations  d'une  ligne  géodésique  passant  par   l'origine;   on 
aura 

par  suite, 

y  =  ?5— -J5»(v,(a,  p,  7)1^;^-+-..., 
z  =  Y* --|-5'iv,(a,  p,  y)  wi^-h. ..; 

S  restant  constant,  donnons  à  a,  p,  y  les  accroissements  infini- 
ment petits  8a,  0^,  Sy,  satisfaisant  à  la  condition 

a  o«  H-  p  op  -I-  Y  ^ï  =  °  » 
on  trouvera 

Sa?»  -h  0^»  -+-  05*  -h  ow*  =  s«($a«  H-  oP«  ■+•  8y') 

-i-  j  Rôi»'*)*  —  4  wi^a.  P,  T)«'î(^«,  ^P'  ^y)]  '^.... 


-  159  - 

Le  coefficienl  de  s^  ne  reste  conslant  sous  la  seule  condilion 
oa*  -|-  8^^  4-  Sy^  constant,  ainsi  que  5,  que  si  w>2  est  un  carré  par- 
fait, auquel  cas  il  est  nul  ou  si  iV2  =  a{x^'^y^-i-  z^).  Ainsi,  pour 
qu^un  triangle  géodésiquc  puisse  être  déplacé  sur  la  surface  sans 
déformation,  il  faut  que  les  courbures  principales  de  la  surface  en 
un  point  quelconque  soient  égales  à  une  même  constante,  et,  par 
suite,  la  surface  est  une  sphère,  puisque  les  formules  d'Olinde 
Rodrigues  subsistent;  si,  en  outre,  un  triangle  géodésique  reste 
semblable  à  lui-même  quand  on  réduit  ses  côtés  dans  un  rapport 
constant,  la  surface  est  applicable  sur  Tespace  euclidien  à  trois 
dimensions. 


THÉORIE    DES    ATOMES    ('); 
Par  M.  H.  Duport. 

Dans  ma  dernière  Note  sur  la  Théorie  des  atomes,  ^ai  fait  voir 
que  Ton  est  pour  ainsi  dire  conduit  à  admettre  que  les  atomes  sont 
sphériques.  J'ai  ensuite  développé  la  principale  hypothèse  que 
Ton  puisse  faire  dans  ce  cas  sur  les  actions  mutuelles  de  deux 
atomes.  Elle  conduit  à  la  détermination  suivante  de  ces  actions 
mutuelles. 

Soient  r  la  distance  des  centres  des  deux  atomes;  co  la  rotation 
relative  de  Tun  des  atomes  par  rapport  à  l'autre  ;  ç(r,  w)  une  fonc- 
tion convenable  de  ces  deux  quantités;  Ox^  Oy,  Oz  trois  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  fixes;  G  le  centre  du  premier  atome; 
G  celui  du  second;  a,  6,  c  les  coordonnées  de  G;  o',  6',  c'  celles 
de  G'. 

On  a  

r  =  -h  v/(«'—  «)*-^  ( ^'—  ^)'-4-  (c'—  c)« . 

Soient/?,  ^,  s  les  projections  de  la  rotation  du  premier  atome; 
/?',  q',  s'  celles  de  la  rotation  du  second.  On  a 


(*)  Voir  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XXIV,  p.  loa, 
>97»  cl  t.  XXV,  p.  i85. 
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L'aclion  du  second  atome  sur  le  premier  donne  lieu  à  une  force 
appliquée  au  point  C  et  à  un  couple. 

Soient  U,  V,  W  les  projections  de  la  force;  P,  Q,  R  celles  du 
moment  du  couple.  On  a 

dcp  __  (^cp  a  —  a!  p  __  ^?  _  ^   P  ""  P* 

~~  àa       dr        r  àp       àm       to 

V  =  ^?  ==  ^3.  ^'jul!-,      Q  =  ^  =  ^  y  —  9\ 

db       dr       r      ^  âq        âtt)       m 

do       09  c  —  c'  ^       do       do  s  —  s' 

de        dr       r  ds        ou)      t» 

L'action  du  premier  atome  sur  le  second  donne  lieu  à  une  force 
appliquée  au  point  G  et  à  un  couple. 

Soient  U',  V,  W  les  projections  de  la  force;  P',  Q',  R'  celles 
du  moment  du  couple.  On  a 

U'=  ^-  =  ^  ^'—^         p'=  ^  =  ^  p'—p 

da!       dr       r  dp'       dvj       a> 

Y,_   àff  ^  d^  b'-'b  Q'^^^  —  ^?    9'— 9 

db'       dr        r  dq'       dm       u> 

W  =  ^  =  -*t  ^'-^^  ,  R'  =  î'?   =  ^  ^'~^ . 

de'       dr       r  ds'        dm      w 

Considérons  maintenant  un  système  quelconque  d'atomes. 
Soient  Mi,  M2,  .-.,  M»  leurs  centres;  a/,  6/,  c/  les  coordon- 
nées de  Mi;  ONj,  ON2,  . . .,  ON^  leurs  vitesses  de  rotation. 
On  aura,  pour  iy^j\  les  équations 

j=n  i=n 

d^ai  _  ^  d^tj  ai  —  aj  dpi  __  ^  doij  pi  —  pj 

"^^  di^  "  ^  dnj      nj    '        ^^~di  -  2d  'd^j     mij     ' 

m^-^  _  V  ^  ^i -  ^J  ,^.  ?(£i  _  V  ^/  9i-9J 

'   dt*        ^  drij       nj      '  '  '  dt   "  Ad  duifj  '    w/y      ' 

;=1  /=1 


f  =  n  fznn 

m       '  =  V  ^^  ^^  —  <^j  .  ^'  _  V  ^IL  imlJ 

'    do         ^  drij      rij      '  ^^  dt         ^  d^ij      tu, y 

7=1  ;=1 


Dans  ces  équations,  m/  désigne  la  masse  de  l'atome  de  rang  1  ; 
UL/  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  de  ses  diamètres. 

Je  vais  faire  voir  que  Ton  peut  disposer  de  la  fonction  0,  de 
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façon  à  donner  à  un  groupe  d^alomes  une  propriété  très  curieuse, 
celle  de  posséder  des  positions  d'équilibre  dépendant  d'une  quan- 
tité arbitraire. 

Quelle  que  soit  la  fonction  o,  la  déteruiinalion  des  positions 
d'équilibre  ne  fixe  pas  dans  l'espace  la  position  des  figures  M,, 
M2,  .  .  .,  1M,|,  N|,  N2,  . .  . ,  N«  qui  sont  séparément  déterminées 
en  tant  que  systèmes  de  points.  Cela  posé,  admettons  que  le  quo- 

lient  -^  :  y*-  soil  une  lonction  de  ->  la  même  pour  un  groupe 

quelconque  de  deux  atomes;  je  dis  qu'il  existera  des  positions 
d'équilibre  pour  le  système,  quelle  que  soit  la  valeur  A  du  rap- 
port -  qui  sera  le  même  pour  un   groupe  quelconque  de  deux 

atomes. 

Remarquons,  en  eflTet,  que  les  équations  d'équilibre  d'un  sys- 
tème d'atomes  expriment  que  les  points  Mi,  M2,  . . .,  M«  sont  en 

équilibre  sous  l'action  des  forces  -^  appliquées  suivant  les  droites 

qui  les  joignent  deux  à  deux,  et  que  les  points  N|,  N2,  . . . ,  N,,  sont 

en   équilibre   sous  Faction  des  forces  -r^-  appliquées  suivant  les 

droites  qui  les  joignent.  Donc  l'équilibre  aura  encore  lieu  si  le 
système  N|,  No,  . . . ,  N,|  est  transporté  dans  l'espace  comme  un 
système  invariable.  Or,  si  la  figure  N|,  N2,  .  . . ,  N,|  est  supposée 
semblable  à  la  figure  Mi,  M2,  -•.,  M„,  on  peut  transporter  la  • 
première  de  façon  à  faire  coïncider  les  droites  ONi,  ON2,  .. .,  0N,| 
respeclivement  avec  0M« ,  OMo,  . . . ,  OM,,.  Dès  lors,  les  rapports 

P'  -  Pj    iL~zJi^  ^' ~~ -y 

W/>  «'J/V  W/y 

sont  égaux  aux  rapports 

m  —  nj         hi  —  hj         Ci  —  Cj 

—  _ y     — >      —   -       9 

''U  'ij  ''ij 

et,  par  suite,  les  équations  d'équilibre  des  points  N,,  No,  ...,  N., 
sont  identiques  à  celles  des  points  M« ,  M2,  . . . ,  M„  et  l'on  a,  quel 

que  soit  le  rapport  A'=  -1  autant  d'équations  que  d'inconnues 

pour  déterminer  ces  positions  d'équilibre. 

XXVI.  II 
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Nous  considérerons  donc  que  la  fonction  '^satisfait  à  Féqualion 

/{-)  étant  la  même  fonction  pour  un  groupe  de  deux  atomes; 
on  en  tire,  par  un  calcul  facile,  que  Ton  a 

^^f  ~  j  étant  la  même  fonction  pour  un  groupe  de  deux  atome». 

Considérons  maintenant  une  position  d'équilibre  du  svstème 

correspondant  à  une  certaine  valeur  k  du  rapport  -^  • 

Si,  le  système  restant  semblable  à  lui-même,  nous  supposons 
que  la  di.^^tancc  /'  de  deux  atomes  devienne 


(t>        .  M 


/l'étant  la  nouvelle   valeur    7  du  rapport  -?  on  voit  que  l'équi- 

'    libre  aura  encore  lieu. 

Ces  propriétés  oflTrcnt  une  analogie  remarquable  avec  le  phéno- 

•  mène  de  la  dilatation  du  corps  par  la  chaleur  :  le  rapport  —  jouerait 

le  rôle  d'une  fonction  de  la  température. 

Différentes  raisons  font  que  je  ne  crois  pas  que  Ton  puisse 
considérer  avoir  là  Texplicalion  exacle  de  la  dilatation  des  corps 
par  la  chaleur.  J'ai  voulu  simplement  montrer,  par  cet  exemple, 
les  ressources  que  présente,  au  point  de  vue  de  l'explication  des 
phénomènes  physiques,  l'existence  d'atomes  qui  ne  sont  plus  assi- 
milés à  des  points  sans  dimensions,  et  dans  le  mouvement  et  Té- 
quilibre  desquels  la  rotation  de  ces  atonies  joue,  par  conséquent, 
un  i;rand  rolc. 


1 
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SUR  LA  STABILITÉ  DE  LÉQUILIBRE: 
Par  M.   L.   Lfxoujvu. 

On  sali  depuis  longtemps  que  rinlroduclion  de  liaisons  nou- 
velles est  susceptible  de  détruire  la  stabilité  de  certains  mouve- 
ments. C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  les  mouvements 
^yroscopiques.  Dans  une  Note  communiquée  le  3  mars  1897  ^  '^ 
Société  mathématique,  M.  Andrade  a  fait  remarquer  que  la  même 
chose  peut  arriver  pour  l'équilibre  statique  d'un  point  sollicité 
par  des  forces  qui  n'admettent  pas  de  potentiel.  Mais  il  n'a  pas 
établi  la  vérité  de  son  assertion.  Il  s"est  borné,  en  effet,  à  montrer, 
par  un  exemple  d'ailleurs  intéi'essant,  que  deux  forces  agissant 
séparément  sur  un  même  point  matériel,  peuvent  laisser  chacune 
ce  point  dans  un  étal  d'équilibre  stable  sans  que  leur  résultante 
jouisse  de  la  même  propriété.  Les  forces  considérées  dans  cet 
exemple  sont  des  fonctions  de  point,  indépendantes  l'une  de 
l'autre  :  on  ne  peut  rien  en  conclure  pour  le  cas,  tout  dillerenl, 
où  l'une  des  deux  forces  résulte  de  l'introduction  d'une  liaison. 

Je  me  propose  de  prouver  ici  qu'effectivement,  lorsqu'un  point 
est  en  équilibre  statique  sous  l'action  de  forces  qui  n'admettent 
pas  de  potentiel,  rinlroduclion  de  liaisons  nouvelles  peut  détruire 
la  stabililé,  bien  loin  de  la  renforcer.  Mais  avant  d'en  arriver  lu, 
je  dois  étudier  avec  quelque  délail  les  conditions  de  stabilité 
d'un  point  entièrement  libre,  sollicité  par  des  forces  sans  poten- 
tiel. 

Considérons  un  point  matériel  de  masse  égale  à  l'unité,  et  sup- 
posons que  la  force  agissant  sur  ce  point  ait  pour  composantes, 
parallèlement  à  trois  axes  reclanguluires,  les  quantités 


\  =  m  r    —  Il  y    -h/>3, 
(I)  .'    Y  =r  m' j'  -f-  n'y  -^  // z. 


1;: 


X  -\-  n  y  -^  jt  z 


L'origine  est  une  position  d'équilibre;  quelles  relations  doivent 
exister  entre  les  neuf  coefficients  constants  m,  /«,  />,...  pour  que 
l'équilibre  soit  stable?  Remarquons  dès  à  présent  que  le  problème 
ainsi  posé  présente  un  assez  haut  degré  de  généralité,  car,  quelle 
que  soit  la  force  agissante,  ses  composantes,  dans  le  voisinage  de 


la  posilion  d'équilibre,  peiiveni,  au  point  de  vue  de  la  recherche 
de  la  siabililé,  être  considérées  comme  des  fonctions  linéaires  el 
Jiomogènes  des  coordonnées,  ces  coordonnées  pouvant  être  rendue* 
aussi  petites  qu'on  le  veut. 

Les  équations  dinférentielles  du  mouvement  sont 


On  satisfait  à  ces  équations  en  posant 

el  assujettissant  les  quatre  constantes  Ci,  C^»  C3,  (o  à  vérifier  le» 
trois  relations 

(m  —  fo')Ci-!-         /1C2        -+-        /^Cj        =0. 

Pour  que  Cf,  C27  Cj  ne  soient  pas  simultanément  nuls,  ce 
qui  supprimerait  tout  mouvement,  il  faut  que  Tinconnue  co  vérifie 
Téqualion 


(•>) 


_  i.iS 


I 


m'         n'  —  w*         p' 
in  n  p  —  a>* 


-t  o. 


Cette  équation  donne  pour  o>  six  valeurs,  deux  à  deux  égale» 
et  de  signes  contraires.  Pour  chaque  valeur  de  w^,  les  rapports 

■p-  et  ~  prennent  des  valeurs  déterminées  ©(w^),  ij»((i>^),  et  le  mou- 
vement le  pins  général  est  fourni  par  la  composition  géométrique 
de  trois  mouvements  rectilignes  dont  chacun  est  représenté  par 
des  équations  de  la  forme 

D'après  cela,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  stabi- 
lité de  l'équilibre  est  que  les  trois  valeurs  de  o>^  soient  réelles  et 
négatives  :  si  donc  Ton  remplace  co*-^  par  —  w,  les  trois  valeurs  de 
u  doivent  être  positives. 

Ce  résultat  analytique  est  susce[)tible  d'une  interprétation  bien 


i65  - 


simple.  Cherchons  s'il  existe,  à  partir  de  l'origine  O,  une  direction 
OA  telle  que  la  force  appliquée  en  A  soit  dirigée  de  A  vers  O.  Il 
faut  pour  cela  que  Ton  ait  au  point  A 


.»  _  .   -.» ..      _» 


,_^       nxx  -¥•  ny  ->t-  pz        mx-^ny-hpz        m  x  -^-  n  y  ->-  p  z 

(3)       -; ^—  =  -' L-  =  ^ tl_  =  — w, 

X  y  z 

u  désignant  une  quantité  positive.  L'élimination  des  coordonnées 
j:,  y,  z  ramène  à  Téquation  (2)  modifiée  par  la  substitution  de  a 
à  la  place  de  —  w^.  La  quantité  u  est  le  rapport  entre  la  force 
attractive  dirigée  de  A  vers  O  et  la  distance  AO.  On  voit  en  outre 
que,  pour  chaque  valeur  de  w,  les  projections  x^  y^  z  du  déplace- 
ment recliligne  considéré  dans  le  premier  problème  sont  propor- 
tionnelles aux  coordonnées  x^  y,  z  du  point  A.  On  peut  alors 
énoncer  ce  théorème  : 

L'équilibre  est  stable  quand  il  existe  à  partir  de  la  position 
d'équilibre  O  trois  directions  réelles  telles  que,  pour  chacune 
d'elles,  la  force  soit  dirigée  vers  le  point  O.  On  peut  appeler 
ces  trois  droites  les  lignes  centrales.  Quand  cette  condition  né- 
cessaire  et  suffisante  est  remplie,  le  niom^enienl  le  plus  général 
résulte  de  la  composition  de  trois  vibrations  pendulaires  exé- 
cutées suivant  les  lignes  centrales  sous  l'action  des  forces  cor- 
respondantes. 

Quand  les  lignes  centrales  sont  orthogonales,  les  forces  admet- 
tent évidemment  un  potentiel.  C'est  d'ailleurs  le  seul  cas  où  Texis- 
lence  du  potentiel  soit  possible,  car  il  faut  pour  cela  que  le  déter- 
minant figurant  dans  l'équation  (2)  soit  sj^métrique,  et  l'équation 
en  //  se  réduit  alors  à  l'équation  classique  en  5,  servant  à  déter- 
miner les  directions  principales  d'une  quadrique. 

Cherchons  le  lieu  des  points  pour  lesquels  la  force  est  perpen- 
diculaire au  rajon  vecteur.  Nous  sommes  conduits  à  l'équation 

(  mx  -h  ny  -\- pz)x  -4-  {m' x  -\-  n'y  -\- p' z)y  +  i m" x  h-  n'y  -^p" z)z  =  o, 

qui  représente  un  cône  du  second  degré. 

jVous  profiterons  de  l'indétermination  laissée  jusqu'ici  dans  le 
choix  des  a\cs  pour  les  faire  coïncider  avec  les  directions  princi- 
pales de  ce  cône.  Nous  aurons  alors  les  relations 

//  -+-  //   =  o,         en"  -^  p  T-.  <»,         n  -f-  m'  —  o. 


IfM)  - 


et 


l*osons,  d'anlro  pari 


/>-  —  /*  --a, 


m  —  —  A 


m    — 


II 


—  I 


>-^3, 


-  n, 


/ï  =  —  m  = 


=  —  C. 


Y 


Los  écinalloiis  (i)  dcviennoni 


(4) 


Les  termes  renfermant  A,  B,  C  corres|)ondcnl  à  une  force  qui 
dérive  du  polenliel 

Pour  abréger,  nous  appellerons  celte  force  la  force  potentielle. 
Les  termes  entre  parenthèses  représentent  les  composantes  d'une 
force  perpendiculaire  au  vecteur  dont  les  composantes  sont  a,  p,  v, 
et  égale  à  la  vitesse  que  ce  vecteur,  considéré  comme  une  rotation, 
imprimerait  au  point  considéré.  Nous  appellerons  cette  force  la 
force  tourbillonnaire  et  nous  désignerons  par  tourbillon  le  vec- 
teur (a,  ^,v). 

Nous  sommes  alors  conduits  à  chercher  quelles  relations  doivent 
exister  entre  le  potentiel  et  le  tourbillon  pour  que  l'équilibre  soit 
stable.  D'après  ce  qui  précède,  il  faut  et  il  suftit  que  les  racines  de 
Téquation 


(5) 

ou  bien 


// 


•< 
I 


fi 


-Y 

3 


//  —  lî        1 
—  a       n  -    (\ 


=  o, 


(fi)  (h  —  \){ii  —  \\){u    -C)^olHh  —  A)-f-  pî(//  — n)-i- y'("  —  C)  =  o 

soient  toutes  les  trois  réelles  et  positives.  En  exprimant  que  cetle 
équation,  ordonnée  par  rapport  à  w,  ne  présente  que  des  varia- 
lions,  on  trouve 

i:A>o,         SAB-4-SiS-o.         AnC-4-SAa5>o. 
Il  faut  ensuite  écrire  que  Téquution  dérivée  a  ses  racines  réelles, 


-   1C7   - 
ce  qui  fournil  la  nouvelle  condilion 

(SA)2-  iï.VH^    3ïa2>  o. 

On  a  enfin  à  faire  en  sorlc  que  les  deux  racines  de  Téqualion 
dérivée,  substituées  dans  le  premier  membre  de  Téqualion  (6), 
donnent  des  résultats  de  sijrnes  contraires.  Cela  donne  une  der- 
nière  inégalité,  assez  compliquée,  que  nous  nous  dis|)cnserons 
d'écrire.  Nous  obtiendrons  une  discussion  plus  claire  en  nous  ai- 
dant de  la  métliode  grapliique. 

Soient  rr,  ^,  c  les  cosinus  directeurs  du  tourl)illon  (a,  j3,  y)  et  p 
la  longueur  de  ce  vecteur.  Posons  en  oulre 

L'équation  (6)  devient 
{')  ( M  —  A )( u  _  n  )( //  —  G )  ==  û2( D  —  « ). 

Les  racines  de  cette  é(juation  sont  les  abscisses  des  points  d'wj- 
lersection  de  la  cubique 

i'  =  (  fi  —  A  )(  u  —  H  )i  u  —  C } 

avpc  la  droite  i' =  p'-(D  —  //). 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  Ton  ait 

A  >  n  >  C. 

L'inégalité  A  -h  B  +  (^  ^  o  monire  (jue  A  est  nécessairement  po- 
sitif. D'autre  part,  la  constante  D  est  toujours  comprise  entre  A 
et  C;  car,  d'après  sa  définition,  on  a 

A  —  I)  =.(A  — n)/»2  +-(A  —  C)c2, 
l)  —  C  =  (A  —  C  )a2H-  (  n  -  G  )bK 

Ceci  posé,  nous  avons  trois  cas  à  considérer  : 

Premier  cas,  —  A,  B  et  C  positifs. 

[ja  cubique  coupe  Taxe  des  u  {fig,  i)  en  trois  points  A,  B,  C 
situés  sur  la  partie  positive  de  cet  axe.  Le  point  D,  dont  l'abscisse 
figure  la  longueur  D,  esl  quelque  part  entre  A  et  C.  Faisons  va- 
rier p-,  les  autres  éléments  demeurant  constants. 
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Si  p-  =  o,  les   trois  racines  sont  réelles,  positives  et  égales  à 

l'Ig.  I. 


OA,  OB,  OC.  Quand  p*  va  en  croissant,  la  droite  (.'  =  p2(D  —  li) 
tourne  autour  du  point  D  avec  un  coefficient  angulaire  négatif.  Il 
est  clair  que  les  trois  racines  continuent  à  remplir  les  conditions 
de  stabilité  jusqu^à  ce  que  la  droite  prenne  la  position  DT,  tangente 
à  la  cubique.  D'après  cela  : 

Quand  les  constantes  A,  B,  C  sont  positi\?eSy  cest-à-dire 
quand  les  sur/aces  de  niveau  de  la  force  potentielle  sont  des 
ellipsoïdes,  la  stabilité  est  compatible  avec  une  direction 
quelconque  du  tourbillon,  ilsujffitque  la  grandeur  de  ce  tour- 
billon soit  inférieure  à  une  limite  déterminée,  facile  à  cal- 
culer. 

Le   phénomène  est  parfois   un   peu  plus   complique.    Menons 


u 


{fi g'  2)  au  point  d'inflexion  I  la  tangente  IJ,  qui  coupe  au  point  J 
Taxe  des  w.  Si  le  point  D  se  trouve  compris  entre  B  et  J.  on  peut 
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mener  trois  tangentes  DT,  DT',  DT"  à  la  cubique,  et  ces  trois  tan- 
gentes ont  un  coefficient  ang^ulaire  négatif.  Quand  la  sécante,  après 
avoir  pris  la  position  DT,  continue  à  s'écarter  de  Taxe  des  //,  les 
conditions  de  stabilité  cessent  momentanément  d'être  remplies. 
Puis,  quand  la  sécante  atteint  et  dépasse  la  position  DT',  on  obtient 
de  nouveau  trois  points  d'intersection  à  abscisses  positives,  et,  par 
conséquent,  on  se  retrouve  dans  les  conditions  de  stabilité  jusqu'à 
ce  que  Ton  arrive  à  la  position  DT",  tangente  au  delà  du  point 
d'inflexion.  Le  théorème  précédent  doit  donc  êlre  complété 
ainsi  : 

Si  la  direction  du  tourbillon  est  suffisamment  rapprochée  de 
celle  de  Vaxe  moyen  des  surf  aces  de  niveau,  il  peut  arriver  que 
dans  rallongement  progressif  de  ce  vecteur  la  stabilité,  après 
avoir  un  instant  disparu,  reparaisse  de  nouveau  dans  un  cer- 
tain intervalle. 

On  remarque  que  dans  le  cas  où  A,  B,  C  sont  de  même  signe, 
le  cône  asymptote  des  surfaces  de  niveau  est  imaginaire,  c'est- 
à-dire  qu'il  n'existe  aucune  direction  réelle  pour  laquelle  la  force 
résultante  soit  perpendiculaire  au  rayon  vecteur. 

Deuxième  cas,  —  A  et  B  positifs.  C  négatif. 

Le  point  C  se  trouve  à  gauche  de  l'origine  (fig,  3).  Pour  que 

Fig.  3. 


la  droite  menée  par  le  point  D  coupe  la  cubique  en  trois  points 
dont  les  abscisses  soient  positives,  il  faut  avant  tout  que  D  soit  à 
droite  de  l'origine.  Mais  cela  ne  suffit  pas.  On  aura  la  limite  infé- 
rieure de  l'abscisse  de  D  en  menant  par  le  point  E,  intersection 
de  lu  cubiqnt;   avec  l'axe  des  v,   une  tangente  EF  à  la  cubique. 
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Celle  langcDle  lenconlre  l'axe  des  ii  en  un  point  Do,  et  le  point  D 
doit  se  trouver  à  droite  de  Dq.  Cetl^  condition  étant  supposée 
remplie,  il  reste  à  choisir  convenablement  la  direction  de  la  sé- 
cante. On  reconnaît  immédiatement  que  son  coefficient  angu- 
laire, pris  en  valeur  absolue,  a,  comme  dans  le  cas  précédenl, 
une  limile  supérieure,  correspondant  à  la  tangente  Dï  menée  de 
D  à  la  cubique,  mais  qu'il  a,  en  outre,  une  limite  inférieure,  cor- 
respondant à  la  position  DE.  Par  conséquent  : 

Quand  l'une  des  constantes  k^  B,  Cest  négative^  c'est-à-dire 
quand  l'une  des  composantes  orthogonales  de  la  force  poten- 
tielle est  répulsive,  la  stabilité  peut  encore  subsister,  bien  que 
la  force  potentielle  et  la  force  tourbillonnaire  produisent  sé- 
parément un  équilibre  instable;  il  faut^  dans  ce  cas,  que  la 
direction  de  la  force  tourbillonnaire  soit  convenablement 
choisie  et  que  sa  grandeur  soit  comprise  entre  deux  limites 
déterminées. 

Ici,  comme  dans  le  cas  précédent,  une  complication  peut  sur- 
gir, relalivemenl  à  la  limite  supérieure,  si  le  point  D  est  suffisam- 
ment rapproché  de  B.  Je  n'insisle  pas  sur  ce  détail. 

Dire  que  l'abscisse  de  D  est  positive,  c'est  dire  que  la  fonc- 
tion Aa-H- Bft^H- Cc^  est  elle-même  supérieure  à  zéro  et  que, 
par  conséquent,  la  direction  du  tourbillon  est  à  l'extérieur  du 
cône  asymptote,  qui  actuellement  est  réel  et  entoure  Taxe  répul- 
sif correspondant  à  C.  En  d'autres  termes,  la  force  potentielle 
qui  s'exerce  en  un  point  quelconque  de  l'axe  du  tourbillon  a  une 
composante  attractive  suivant  la  direction  de  cel  axe.  Cette  con- 
<lition  imposée  à  la  direction  du  touibillon  est  nécessaire,  mais, 
d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  elle  n'est  pas  suffisante  pour 
<^|u'il  exislc  une  grandeur  du  tourbillon  capable  d'assurer  la  sta- 
bilité. 

Troisième  cas.  —  A  positif.  B  et  C  négatifs. 

Si  nous  considérons  {fig-  4)  la  tangente  d'inflexion  IJ,  une 
discussion  analogiie  aux  précédentes  montre  que  D  doit  se  trou- 
ver entre  J  et  B.  L'abscisse  de  D  peut  d'ailleurs  être  positive  ou 
négative.  La  valeur  de  o^  doit  élre  comprise  entre  les  coefficients 
angulaires  (pris  positivement)  des  tangentes  Dï  et  DT'. 
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Si  l'abscisse  de  D  est  né«^îilivc,  il  l'aiil,  |)Our  que  la  posllion 
limite  DT'  soit  admissible,  que  le  point  S,  où  celte  tangente  tra- 
verse la  cubique,  ait  une  abscisse  positive;  sans  quoi,  dans  le  pas- 
sage de  DT  à   DT',   on  devrait  s'arrêter  à  l'instant  où  Tun  des 

Fi  g.  -i. 


points  de  rencontre  avec  la  cubique  vient  se  placer  sur  l'axe  Oi'. 
Il  est  aisé  de  traduire,  comme  nous   l'avons  fait  pour  les  deux 
autres  cas,   ces  conditions  géométriques  dans  le  langage  méca- 
nique. 

Voici    maintenant   quelques   propriétés  concernant  les   lignes 
centrales.   Soient  x^  y^  z  les  coordonnées  d'un  point  de  l'une  de 


ces  lignes.  On  a 


—  A^-+- vr—  ^z 


Aj:î-4-  B)2^_G;;î 


y' 


Z^ 


Il  étant  positif,  il  en  est  de  même  de  la  fonction  Aœ^-h  By'^-i-  Cr-. 
Cette  condition  est  remplie  d'elle-même  si  A,  B,  C  sont  positifs. 
Si  C  est  négatif,  A  et  B  demeurant  positifs,  elle  exige  que  la  di- 
rection de  la  ligne  centrale  considérée  tombe  à  Vextérieur  du 
cône  asymptote.  Si  B  et  C  sont  négatifs,  on  voit  de  même  que  la 
direction  de  chaque  ligne  centrale  doit  tomber  à  V intérieur  du 
cône  asymptote.  Dans  un  cas  comme  dans  l'autre,  les  lignes  cen- 
trales sont  toutes  les  trois,  par  rapport  au  cône  asymptote,  du 
même  côté  que  l'axe  Ox^  correspondant  par  hypothèse  au  plus 
grand  des  trois  coefllcients  A,  B,  C. 
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Chaque  racine  a  étant  d^ailleurs  égale  au  rapport  entre  la  force 
attractive  correspondante  et  la  dislance  du  point  considéré  à  l'ori- 
gine, on  peut  ajouter  que  la  force  attractive  est  égale,  pour  un 
point  quelconque  d'une  ligne  centrale,  à  la  puissance  de  ce  point 
relativement  au  cône  asymptote,  divisée  par  la  dislance  à  l'ori- 
gine. 

On  peut  encore  remarquer  que,  si  les  trois  lignes  centrales 
percent  une  surface  de  niveau  A:r- +  B  i- -h  C;;*'^  =  A  en  trois 
points  situés  aux  distances  /•,,  i\^  /'s  de  Toiigine,  et  si  «i,  //a,  u% 
sont  les  racines  correspondantes,  on  a 

//  h  h 

"1=  77'         "2=  77'         '^^  =  7.7' 

A         f^        ^  y       \  h     h     h 

et,  comme  w,  -f-  Wa-f-  W3  =  A  -f-  B  -l-  L;  comme  de  plus,  t'  b»  7: 

sont  les  carrés  des  demi-aies  principaux  de  la  surface  de  niveau, 
il  s'ensuit  que  : 

Une  surface  de  niveau  quelconque  intercepte  sur  les  lignes 
centrales  trois  longueurs  telles  que  la  somme  des  carrés  de 
leurs  inverses  soit  égale  à  la  somme  des  carrés  des  inverses 
des  axes  principaux. 

Si  l'on  prend  pour  nouveaux  axes  de  coordonnées  trois  axes 
rectangulaires  quelconques,  les  projections  de  la  force  résullanle 
deviennent 

\  =       Oar  —  H  K  -^  K  3  -t-  (  a  3  —  V  J"  ). 

Z  =      Fjt  h-  \^y  —  C 3  -h  (  p.T  —  iy  ), 

(avec  de  nouvelles  valeurs  des  constantes). 

Faisons  coïncider  Taxe  des  x  avec  l'une  des  lignes  centrales. 
On  doit,  pour  r  =  :?=ro,  avoir  à  la  fois  \  =  —  Aj:*,  1=0,  Z  =  o, 
ce  qui  donne  G  =  y,  F  =  —  |ï,  et  il  reste 

X  =  —  A  j-  -4-  î  (  V  K  —  3  ^  \ 
Y  =  —  B^  -T-  (  K  -h  a )  3, 
Z=— C3-h(I:^    -  •x)y. 

Les  deux  aulres  lignes  centrales  satisfont  à  Téquallon 

y  ^ 


^ 
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(E4-a)(iy-(B-C)^-(E-a)  =  o. 

Nous  pouvons  faire  en  sorle  que  les  plans  zOx^  ^Oy  soient 
les  plans  bissecteurs  du  dièdre  dont  Faréle  est  Ox  et  dont  les 
faces  contiennent  respectivement  les  deux  autres  lignes  centrales. 
Alors  B  =  C,  c'est-à-dire  que  chaque  surface  de  niveau  intercepte 
sur  Oy  et  O:;  des  longueurs  égales.  D'après  cela  : 

Si  ron  considère  un  dièdre  dont  rareté  soit  Vune  des 
Lignes  centrales  et  dont  tes  faces  contiennent  les  deux  autres 
lignes  centrales^  les  plans  bissecteurs  de  ce  dièdre  ont  pour 
traces,  sur  un  plan  central  perpendiculaire  à  l'arête,  deux 
diamètres  rectangulaires  égaux  d'*  une  surf  ace  de  niveau  quel- 
conque. 

Avec  ce  choix  d'axes,  la  condition  de  réalité  des  trois  lignes 
centrales  se  réduit  à  l'équation  très  simple  E^ —  a^  >>  o. 

a  est  la  projection  du  vecteur  de  rotation  sur  la  ligne  centrale 
Ox  ((]ul  ]>eut  toujours  être  supposée  réelle). 

La  signification  mécanique  de  E  est  la  suivante  :  Considérons 
un  déplacement  égal  à  Tunilc,  effectué  suivant  O:;.  Nous  avons, 
à  l'extrémité  de  ce  déplacement,  Y  =  E  +  a.  De  même,  pour  un 
déplacement  unitaire  suivant  Oj^,  il  vient  Z  =  E  —  a.  Par  consé-^ 
quenl  E  est  la  moyenne  entre  la  projection,  sur  l'axe  desy,  de  la 
force  correspondant  à  un  déplacement  unitaire  suivant  Taxe  des 
Zj  et  la  projection,  sur  l'axe  des  5,  de  la  force  correspondant  à  un 
déplacement  unitaire  suivant  l'axe  des^. 

J'arrive  enfin  à  l'étude  des  circonstances  qui  accompagnent 
l'introduction  de  liaisons.  Je  me  borne  au  cas  où  ces  liaisons 
équivalent  à  la  matérialisation  d'une  ligne  ou  d'une  surface  parfai- 
tement polie  passant  par  la  position  d'équilibre. 

Considérons  d'abord  une  ligne,  et  admettons  que,  dans  le  voi- 
sinage du  point  d'équilibre,  cette  ligne,  si  elle  n*est  pas  droite, 
puisse  être  confondue  avec  sa  tangente.  Dans  ces  conditions,  la 
force  tourbillonnaire  agit  normalement  au  seul  déplacement  pos- 
sible; elle  est  donc  sans  influence  sur  la  loi  du  mouvement.  Reste 
la  force  potentielle. 'Si  les  surfaces  de  niveau  sont  des  ellipsoïdes, 
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rc(|uillbre  produit  par  celte  seule  force,  en  l'absence  de  toute 
liaison,  est  un  équilibre  stable.  La  stabilité  subsiste  quand  on  in- 
troduit la  liaison.  Mais  si  les  surfaces  de  niveau  sont  des  hvper- 
boloïdes,  l'équilibre  potentiel^  en  Tabsence  de  toute  liaison,  est 
évidemment  instable.  En  neutralisant  l'action  de  la  force  tourbil- 
lonnaire  par  la  matérialisation  d'une  trajectoire,  on  ne  pourra  ob- 
tenir un  équilibre  stable  sur  cette  trajectoire  que  si  la  force  po- 
tentielle a  une  composante  attractive  relativement  à  la  tangente  à 
celte  trajectoire.  Cela  exige  que  la  langenle  soit,  par  rapport  au 
cùne  asjmptote,  du  même  côté  que  la  direction  correspondant  au 
plus  grand  coefficient  attractif  A.  Donc  : 

U introduction  dUtne  liaison  obligeant  le  point  matériel  à 
décrire^  à  partir  de  sa  position  d' équilibre  stable^  une  trajec- 
toire déterminée^  ne  laisse  subsister  la  stabilité  ciue  si  les  sur- 
faces de  niveau  de  la  force  potentielle  sont  des  ellipsoïdes  ou 
bien  si,  les  surfaces  de  niveau  étant  des  hyperboloïdes,  la  tan- 
<j^ente  ù  la  trajectoire  et  la  direction  de  la  plus  grande  attrac- 
tion potentielle  sont  d'un  même  côté  par  rapport  au  cône 
asymptote. 

Considérons  maintenant  la  fixation  d'une  surface,  et,  dans  le 
voisinage  de  la  position  d'équilibre,  confondons  celte  surface 
avec  son  plan  tangent  P.  Prenons  dans  ce  plan  deux  axes  rectan- 
gulaires 0^1,  Oj',,  dont  les  cosinus  direcleurs,  par  rapport  aux 
axes  principaux,  soient  respectivement  a^  b,  c  et  r/',  b\  c'. 

Soient  a"^  b",  c"  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  0-3,  au 
plan  P.  Si  un  poinl  M  du  plan  Pa  pour  coordonnées  J"i,  J'i,  ses 
coordonnées,  par  rapport  aux  axes  primitifs,  sont 

.r  —  ffjTi-^  «>',, 
y  =--  bjTi-i-  />'>-,, 
z  —  c\ri  -h  <'.>  i. 

SoicnlX,,  \i  les  projeclions,  sur  0,r,  cl  Or,,  de  la  force 
agissant  en  M.  On  a 
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mais 


\  =  —  \x  -f-  77  —  3  5  =  (-  Aa  -h  76  —  2c).r,  -f-  (-  Arr'-f-  76'—  pc')j,, 
Y  — 

^    ^^  •  •  •  • 

En   subsliUianl  dans  les  formules  (8)  et  ulllisant  les  identités 
connues  a  =  b'c" —  ù"c'^  etc.,  on  trouve 

Y,=  — (Aaa'-T-B^>6'-r-Ccc'-f-art''-+-p//-^70:r,  — (Art'2-4-B6'«-i-Cc'«)7,. 
Posons,  pour  abréger. 


a^"-!-  3^'-h  76"  =  to, 


En  raisonnant  comme  pour  le  cas  du  point  entièrement  libre, 
on  verra  que  les  conditions  de  stabilité  de  l'équilibre  dans  le 
plan  s'obliennent  en  écrivaht  que  l'équation  en  // 


U  —  p     O)  —  /• 

i  —  w  —  /■     M  —  r/ 


=  0 


a  ses  racines  réelles  et  positives. 

Cette  équation,  développée,  devient 

«*  —  {p  -h  q)(i  -r- pq  —  V-  -H  oj2  =  o. 

De  là,  les  trois  conditions 

P'^q>Oy       pq  —  /•2-t-to«>o,       (/?  —  7)--4-4/'2— 4ojî>  O. 

Je  dis  qu'on  peut  toujours  cboisir  le  plan  P  de  telle  manière 
que  la  troisième  inégalité  n'ait  pas  lieu.  Il  suffit,  pour  cela,  de 
poser 


/'  —  7  =  O' 


r  =  0, 


ou  bien 


A,?î-^BA2-f-Cc2  =  Art'2-4-Bi^/2-f-Cc'*, 
A  aa'  -+-  U  bl/  -\-  Ccc  =  o. 


(^(\s    deux    équations    expriment    que    la    surface    de    niveau 
Ajr--f-  By-4-  Clw-  ^^  consl.  intercepte  sur  les  axes  rectangulaires 
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0^1,  Oy\  des  longueurs  égales  et  que,  de  plus,  le  plan  diamé- 
tral conjugué  de  la  direction  Oj?,  contient  Oyt» 

C'est  ce  qui  arrive  quand  le  plan  P  est  un  plan  cyclique  de  la 
surface  de  niveau;  il  faut  seulement  que  w  ne  soit  pas  nul,  c'est- 
à-dire  que  l'axe  du  tourbillon  n'appartienne  pas  au  plan  cyclique. 
Donc  : 

L\*quilibrc  du  point  matéi'iol  libre  étant  supposé  stable , 
l' introduction  d^ une  liaison  équivalant  à  la  matérialisation 
d' un  plan  cyclique  des  surfaces  de  niveau  suffit  pour  rendre 
r équilibre  instable  à  moins  toutefois  que  le  tourbillon  ne  soit 
contenu  dans  ce  plan  cyclique. 

Il  est  clair  que  l'instabilité  persiste  pour  des  plans  inclinés  sur 
le  plan  cyclique  considéré  tant  que  la  quantité  {p  —  (7)^4-4''^ 
n'atteint  pas  la  limite  inférieure  /{(o-. 


MÉTRIQUE    ANINVOLUTIVE; 
Par  M.   G.  FoNTEWÉ. 

1.  Soit,  dans  un  plan  o,  une  corrélation  générale  :  à  un  point 

primitif  M  correspond  une  droite  transforntée  |jl,  à  une  droile 

primitive  [jl  correspond  un  point  transformé  M,  et,  si  le  point  M 

est  sur  la  droite  a,  la  droite  [jl  passe  par  le  point  M;  une  droite  u. 

a    un   point   primitif  M,   et  un   point  transformé  M;   ....   Deux 

points  M   et  M'  sont  conjugues  dans  C ordre  MM'  lorsque,  en 
considérant  la  suite 

li'.  M,  M',  Jl, 

M'  est  sur  [jl,  auquel  cas  M  est  sur  a';  on  a  un  fait  analogue  pour 
deux  droites  \xel  li.'. 

2.  Les  points  auloconjugués  sont  à  une  conicpic  1^^,  les  droites 
auloconjuguées  sont  tangentes  à  une  conique  cd;  ces  deux  coni- 
ques sont  doublement  tangentes.  Le  système  des  coniques  F  et  o 

détermine  la  rorrélalion,  el  l'on  construit  facilement  ;jl  d'après  M  : 
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en  prenant  pour  F  une  ellipse,  pour  (p  une  ellipse  intérieure  à  la 
première,  ellipse  que  Ton  dirige,  on  mène  de  M  des  tangentes  à  çp, 
on  prend  sur  F  les  transformés  de  ces  tangentes  en  se  guidant  sur 
le  sens,  et  l'on  joint;  on  a  [jl  d'une  manière  analogue. 

3.  Sur  la  droite  qui  joint  deux  points  A  et  B  sont  deux  points 
F'  et  V  donnés  par  la  conique  F;  par  le  point  d'intersection  de 
deux  droites  a  et  ^  passent  deux  droites  autoconjuguées  o'  et  o" 
tangentes  à  la  conique  ^;  en  désignant  par  II  et  p  les  rapports 
anharmoniques  (A,  B,  F',  F''),  (a,  p,  r&\  ^*')^  et  en  considérant  des 
logarithmes  népériens,  nous  poserons 


\ 


AB=  — .lofjK, 


et  nous  dirons  que  AB  est  la  pseudo-distance  des  points  A  et  B, 

que  a^  est  le  pseudo-angle  des  droites  a  et  p  ;  nous  supposerons 
que  F  et  cp  sont  deux  ellipses  imaginaires,  dont  les  équations  ont 
des  coefficients  réels,  auquel  cas  R  et  p  sont  des  imaginaires  de 

module  i ,  et  nous  aurons  par  exemple,  avec  AB  réel, 


i 


cosAB -h  I  sin  AB  =  e'^**    =  ^\\^ 

j  cosÂB  — /sinAÏÏ  =  <r-'Âïï=  J_  , 
(  /H 

ou 

l'sinAB        cosAB  i 


(3) 


— :  i 


R  —  I  H  -h  I        a  /R 

on  a,  pour  trois  points  en  ligne  droite, 


(4)  AB-i-BC  =  AC. 

La  première  idée  de  formules  telles  que  les  formules  (i)  appar- 
tient à  Chasles  (Géom,  sup.,  iSSa)  et  à  Laguerre  (JVoui^.  Ann. 
de  Mathém,,  février  i853).  La  méti*ique  actuelle  est  à  celle  que 
M.  Cajley  (iSSp)  et  M.  Klein  ont  étudiée  ce  que  l'homographie 
est  à  l'involution  :  le  caractère  essentiel  de  cette  métrique 
aninvolutive  est  de  considérer  des  figures  en  position;  les 
formules  principales  ont  été  données,  pour  un  espace  analytique 

XXVI.  12 
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h  n  —  1  dimensions,  dans  un  Ouvrage  publié  en  1892  :  L^ hyper- 
espace,  Propriétés  métriques  d^une  corrélation  générale. 

4.  Soit  une  droite  ix  :  à  tout  point  M  de  cette  droite  répond 

sur  la  droite  un  point  conjugué  M,  et  ainsi  s'établit  sur  la  droite 
une  homographie,  non  une  involution    :  la  constante  de  cette 

homographie  est  la  valeur  du  rapport  anharmonique(M,  M,F',  P'), 

et  la  pseudo-distance  constante  relative  aux  points  M  et  M  sera  le 
paramètre  T  de  la  droite  |jl.  On  définit  d'une  manière  analogue 
le  paramètre  0  d'un  point  M,  considéré  dans  le  plan  o;  au  point  de 
vue  de  la  Géométrie  dans  l'espace,  8  serait  le  paramètre  du  sys- 
tème formé  par  le  point  M  et  le  plan  o. 

Pour  deux  points  A  et  B  situés  sur  une  droite  dont  le  paramètre 
est  T,  pour  deux  droites  a  et  ^  se  coupant  en  un  point  dont  le 
paramètre  est  0,  nous  poserons 

dans  l'espace,  on  aurait  pour  deux  plans  a  et  b  une  quantité 
^(rt,  6),  pour  laquelle  interviendrait  le  paramètre  /  de  la  droite 
d'intersection,  considérée,  non  plus  comme  rayon  ou  lieu  de  points, 
mais  comme  axe  ou  enveloppe  de  plans.  On  a 

t(A,A)  =  i,         

Le  théorème  des  transversales,  telqu*il  existe  en  Géométrie  sphé- 
rique,  est  exact  avec  des  7. 

o.  Sur  une  droite  [jl,  étant  donnés  deux  points  A  cl  B,  considé- 
rons les  suites 

B,  A,  B,  A;     A,  B,  A,  F; 

nous  définirons  deux  quantités  distinctes  par  les  formule:» 

/  *    D.         /o  T\       sin(T  —  AB) 
Y(A,B)=:t(B,A)= l^j-= 1, 

(fi)  {  :     _, 

/n    i\  /K    ii\        "inlTH-ABj 

Y(B,  A)=  t(A,  B)  =  i-v-= ^; 

on  B 

^(\,\)  =  i,        y(A,A)  =  o. 


\ 
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On  a  facilement 


T(A,B)-4-y(B,A)  =  2cosAB, 
^^  I  y(A,B)xy(B,A)  =  i-<tMA,B). 

On  définit  de  même  Y(a,  ^)  et  y(3,  a). 

Par  analogie  avec  la  cotangente,  on  posera  encore 


(H) 


1'  ^(A,  B)  siiiAB 

-.'  cr(B,A)  -sinAB 


d'où  Ton  déduit,  par  exemple, 


i(A,  B)-f-  ;^(B,  A)  =  — -icosT; 


on  a 


;|(A,A)  =  0. 


Sur  une  droite  donnée,  la  quantité  -  (A,  B)  est  liée  au  rapport 

anharmonique  R  =  (A,  B,  F',  F')  par  une  relation  doublement 

linéaire,  puisqu'elle  est  liée  ainsi  à  la  quantité  cotAB  donnée 
par  les  formules  (3);  cette  remarque  servira  au  n**  10. 

6.  Si  A  ou  B  est  sur  la  conique  F,  R  est  nul  ou  infini,  sinAB 

el  cosAB  sont  infinis,  et  ^(A,  B),  ■j'(A,B),  y(B,  A)  le  sont  en 
général.  Si  la  droite  AB  est  tangente  à  la  conique  (p,  le  conjugué 
d'un  point  de  cette  droite  sur  la  droite  e&t  F'  ou  F",  le  sinus  et  le 
cosinus  du  paramètre  sont  infinis,  et  l'on  a  en  général 

t(A,  B)  =  o,         i(A^B)  =  X. 

Si  A  ou  B  est  sur  F,  la  droite  AB  étant  de  phi»  tangente  à  cp,  le  t 
est  indéterminé;  A  et  B  sont  d'ailleurs  conjugués.  On  a  des  faits 
corrélatifs.  La  conique  F  a  deux  propriétés  :  le  cr  d'un  point  quel- 
conque et  d'un  point  de  cette  conique  est  infini,  et  le  t  de  deux 
droites  se  coupant  sur  cette  conique  est  nul,  parce  que  le  sinus  du 
paramètre  est  infini;  la  conique  <f  a  deux  propriétés  analogues. 
L'indétermination  n'est  qu'apparente  pour  le  t  de  deux  points 
dont  la  droite  de  jonction  est  tangente  à  F, .... 
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Les  droites  qui  passent  par  le  point  P,  pôle  de  la  corde   de 
contact  de  F  et  ©,  ont  pour  paramètre  -;  les  points  de  la  droite  tc 

ré 

qui  joint  les  points  de  contact  H  et  K  ont  pour  paramètre  7  • 


7.  Le  A,  ou  le  moment,  d'un  point  M  et  d'une  droite  {x  se  dé- 
finit ainsi  en  écartant  toute  idée  de  minimum  :  on  mène  par  M  la 

droite  conjuguée  de  [x,  c'est-à-dire  que  Ton  joint  M  au  point  M 
transformé  de  jjl,  et  le  A  est  t(A,  M),  A  étant  le  point  d'intersec- 
tion des  deux  droites;  si  l'on  emploie  la  droite  menée  par  M  et  dont 
|x  est  conjuguée,  si  l'on  joint  M  au  point  M  primitif  de  jx,  on  a  une 

quantité  ^(M,  B)  égale  à  la  précédente,  comme  on  le  voit  en 

appliquant  le  théorème  des  transversales  au  triangle  MMM  et  à  la 

sécante  (Jl.  On  peut  aussi  bien  prendre  sur  [x  le  point  conjugué 
de  M  ou  le  point  dont  M  est  le  conjugué,  et  joindre  M  à  ce  point 
par  une  droite  a  ou  ^  :  les  quantités  «"(a,  [x)  et  t([x,  ^)  sont  égales 
aux  précédentes,  d'après  ce  qu'on  verra  au  n''  13.  Nous  écrirons 

\  A(M,ti)=(i(A,.M)=T(M,B), 

/  A(M,jx)  =  flr(a,ji)    =  J([x,?), 

sauf  à  préciser  la  question  de  signe  au  n^  13.  Le  A  d'un  point  et 
de  la  droite  transformée,  ou  primitive,  est  égal  à  i. 

Un  A  est  infini  quand  M  est  sur  F,  ou  quand  jx  est  tangente  à  cp  : 
si,  de  plus,  M  est  sur  jx,  le  A  est  indéterminé  :  c'est  ce  qui  arrive 

par  exemple  pour  un  point  M  de  F  et  la  droite  transformée  jx, 
laquelle  est  tangente  à  '^. 
En  considérant  les  suites 

[Jl»  |x,  M»  jM      et     M,  M,  |i,  JX, 
on  a  facilement 

j  Y(]x,    {i)  =  A(;x,  ]M)  =  Y(M,ivi), 

1  v(>l'M)  =  A(M,  IX)  =  7(11.  ^); 

nous  dirons  qu'un  y  est  un  comonient. 

8.  Si  F  et  cp  sont  deux  cercles  concentriques,  on  a  autour  du 
centre  des  figures  égales,  ayant  mêmes  cléments  métriques  anin- 


% 
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volulîfs;  en  général,  il  existe  en  nombre  simplement  injini  des 
figures  ayant  mêmes  éléments  métriques  relativement  à  F  et  '^,  et 
ces  figures  sont  liées  par  Tintermédiaire  du  point  P  et  de  la 
droite  t:. 

La  distribution  des  paramètres  est  liée  à  ce  qui  précède  :  si  C 
est  une  conique  doublement  tangente  à  F  et  es  en  H  et  K,  les 
droites  [jl  tangentes  à  C  ont  même  paramètre  ï,  les  points  M  de  C 
ont  même  paramètre  6.  On  verra  (§  ÏII)  que,  G  étant  une  con- 
stante que  Ton  doit  regarder  comme  le  paramètre  du  plan  o,  on  a 
pour  une  droite  [jl,  pour  un  point  M, 

(    COST  =  COSC^  X  A(  P,  JJl)  =  COSG  COSJJLTT, 

("0  j  

(  cosO  =  cosG  X  A(7:,  M)  =  cosÇ'cosMP; 

(s  est  le  paramètre  de  la  droite  t:  ou  HK,  par  suite  le  paramètre 
d^une  droite  passant  par  H  ou  K;  c'est  encore  le  paramètre  du 
point  P,  par  suite  le  paramètre  d'un  point  situé  sur  Pfl  ou  PK.  On 
verra  encore  que,  pour  une  même  conique  G,  le  paramètre  T  des 
droites  tangentes  à  cette  conique  et  le  paramètre  9  des  points  de 
cette  conique  sont  liés  par  la  relation 

(i2j  sinT  sin8  =  sinCT. 

S  H. 
9.  L'identité  connue 

sîn(^ —  a)sin(6  —  c)-i-...-+-...=  o 

donne  pour  quatre  points  en  ligne  droite 

(i3)  j(D,A)j(B,  C)n-j(l),B)j(G,  A )-+-...  =  o 

et  l'on  peut  écrire 


(14) 


7(A,r:)     crfA.D) 
cr(B,C)     (1(8,  D) 


=  7(A,B)7(G,D); 


on  déduit  de  (i3),  au  moyen  de  (6), 

(  t(B,C)v(0,Am-5(C,A)vC0,  B)--...=  o, 
/  jfB,C)Y(A,  0)-T-î(C,  A  )7(B,  0)-+-...=  o. 
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et,  si  o  est  en  C,  Ton  obtient,  par  exemple, 


(i6) 


j  <r( A,  B)  =  cT(C,  B)  y(C,  A )  -  ct(C,  A)y(C,  B), 
( 


AB  =  CB  — CA. 


Si,  dans  le  déterminant,  on  remplace  ^(A,  G)parT(C,  A),  ..., 
et  si  l'on  remplace  A  et  B  par  leurs  conjugués  A  et  B,  on  a 


(17) 


Y(A,C)    T(A,D) 
-r(B,G)    y(B,  D) 


=  ^(A,B)(T(C,D); 


si  Ton  met  D  en  B,  et  si  Ton  échange  ensuite  C  et  B,  on  a 


(18) 


Y(A,B)  =  y(A,G)y(C,  B)-(j(A,C)a(C,B), 
Xb  =  ÂC-+-GB; 


si,  dans  (17),  D  est  en  B,  C  en  A,  on  retrouve  la  formule 

i-Y(A,B)y(B,  A)  =  ciî(A,  B). 
On  a  encore,  en  divisant  (18)  par  (16), 


(19) 


;^(A,C);î(CJi)  — I 


-(A,B)=- 

T  I 


_(C,B)--(C,  A) 


10.  Nous   donnerons   ici  une  formule  relative  aux  triangles, 
celle  qui  est  analogue  à  la  formule  de  Trigonométrie  sphérique 

s'inb  cola — sinC  cot  A  =  cosb  cosC; 

le  triangle  sera  donné  en  position.  Soit  d'abord  un  triangle  ABC 

dans  lequel  le  pseudo-angle  py  est  égal  au  paramètre  6 (A)  du 

point  A,  le  côté  AB  ou  y  passant  par  le  point  B  transformé  de  ^; 
si  y  tourne  autour  de  B,  on  a  (fin  du  n°  o) 

l(C,B)=i(C,A)^(p,  a); 

on  détermine  la  fonction  o  en  faisant  tourner  a  autour  de  C,  et 
l'on  trouve 


(20) 


i(C,B)=  i(C,A)Y(P,«), 


\ 
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Corrélativement,  pour  un  triangle  dans  lequel  CB  est  égal  uu 
paramètre  de  la  droite  a,  on  a 


(21) 


;(P^T)  =  -!(P»«)Y(G,A), 


CB=T(a). 

Pour  un  triangle  quelconque  ABC,  en  faisant  tourner  AB  autour 
de  A,  et  en  tenant  compte  de  (20)  et  (21),  on  a 

(-22)  (i(G,A)i  (C,B)-f-«r(p,(x)l(p,Y)  =  Y(G,  A)Y(p,a); 

T  w 

on  aurait  encore 

(23)  (!(  A,  G)  -  (B,  G)  --h  (i(a,  p)  '-  (7,  P)  =  y(A,  G)  Y(a,  p), 

en  tout  douze  formules.  Dans  un  triangle  sphérique,  si  Ton  dirige 
par  exemple  CA  et  CB  de  C  vers  A,  de  C  vers  B,  et  si  l'on  oriente 
la  sphère  de  ^  vers  a,  on  a 

(G,A)  =  ^^,        (C,B)  =  a,        (p,flt)  =  G, 
mais  on  a 

(P»  7)  =  — A-4-2A-7r, 

d'où  la  formule  écrite  au  début  de  ce  numéro. 
11.  Nous  écrirons  sans  démonstration  la  formule 


(^4) 


A(A,Y)    A(A,  a) 
A(B,Y)    A(B, 8) 


=  ci(A,B)ci(y,8)x  A((u,0), 


(i>  étant  la  droite  AB,  O  étant  le  point  d'intersection  des  droites 
Y  et  8.  Au  moyen  de  (10),  on  en  déduit 


(25) 


Y(A,G)    T(A,D) 
Y(B,G)    ^(B,X))  I 


=:(j(A,  B)j(G,D)x  y{AB,GD), 


et  l'on  a  une  formule  corrélative  pour  quatre  droites  ;  si  Ton  met 
D  en  B  dans  (25),  ou  8  en  j3  dans  la  formule  corrélative,  on  a 
pour  un  triangle 

i'iù)        Y(A,G)  =  Y(A,B)Y(B,G)-cT(A,B)a(B,G)XY(T»a), 
(V)       Y(«,  T.)  =T^«.  P)Y(P»  Y)  -^(«»  P)<'(?,Y)  XY(G,A), 

en  tout  douze  formules.  Si,  de  la  formule  (26),  et  de  celle  qui 
contient  (a,  y),  on  déduit  l'expression  de  la  quantité 

I  — Y' Y»  »)  Y^«' Y^        «"        '*(«»  Y)» 
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on  obtient,  aux  signes  près, 


(28) 


^(B,G)  ^  a(G,  A)  ^  a(A,B) 
^(P,7)        «^"(Y»«)        <»(«,?) 


chacun  de  ces  rapports  ajant  pour  valeur 


^^■9) 


cj(B,G)cj(G,A)7(A,B) 


1           y(A,B)    y(A,G) 

1  * 
2 

Y(B,  A)           I           v(B,G) 

Y(G,  A)     Y(G,  B)          I 

on  aurait  pour  les  rapports  inverses  une  expression  corrélative. 

12.  Les  six  formules  (27)  sont  équivalentes  aux  six  formules 
(26);  les  formules  (26)  donnent  encore  les  six  formules  (22) 
dont  la  démonstration  a  été  indiquée^  et  les  six  formules  (23).  On 
a,  en  somme,  six  formules  distinctes  relatives  aux  douze  éléments 
d^un  triangle,  qui  sont  trois  pseudo-distances,  trois  pseudo-angles, 
six  paramètres,  ou  encore  six  comoments  tels  que  y(A,  B)  et 
y(B,  A),  six  autres  tels  que  Y(a,  p)  et  y(^,  a)  :  comme  cinq  élé- 
ments métriques  d*un  triangle  doivent  déterminer  les  sept  autres 
(n^8),  il  manque  une  relation;  en  désignant  par  a,  ^,  y  les  para- 
mètres des  sommets,  par  A,  B,  C  ceux  des  droites  qui  portent  les 
côtés,  on  a,  par  exemple  (n"  8), 


(3o) 


cosacosB  ±  coltB  v/sin*G  —  sin*asin*B 
cos  A  cos  3  zt  col  G  /sin*  6  —  sin*  A  sin'  p 


pn  •  •  •  —  I  f 


on  trouvera  plus  loin  une  relation  rationnelle  équivalente  (39). 

13.  Dans  le  cas  particulier  où  Ton   a  Py  =  9(A),  celles  des 

vingt-six  relations  qui  renferment  py  se  simplifient;  on  a  les  dix 
formules  suivantes,  dont  cinq  sont  distinctes,  et  il  en  faudrait  six  : 


(3i) 


?V-0(A^ 


a(G,  A)  =  (i(G,  B)fj{oL,  Y),  t(C,  A) 

cr(A,B)  =  a(G,  B)ff(p,  a),  t(.A,  B) 

7(«.  ï)  =  ï(C,  A)7(p,  a),  T(G,  A) 

V(P,  '^)=='[(\,  B)cr(a,  Y>,  -(A,  B) 


t(G,B)y(P,  a), 
T(G,B)Y(a,  Y), 
îx(G,  A)-:(a,  y), 
j(A,  B)T(P,  a). 


Y(G,  B)  =  y(G.  a  )^!(\,hu         '{(C,  B)  =  ^(3.  a>i(ï,  y). 


ï 
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Ileialivenncnl  au  signe  du  A  d\in  point  A  cl  d^unc  droite  ^,  si 
Ton  prend  sur  p  deux  points  B  etB',  et  si  l'on  désigne  par  a  et  a' 
les  droites  AB  et  AB',  toutes  les  droites  étant  dirigées,  il  résulte 
de  (a8)  que  le  produit  o-(  A,  B)  T(a,  P)  est  le  même  pour  B  et  B', 
et  nous  écrirons 

\  A(A,  P)  =  cr(A,  B)^(a,p), 

'/  A(P,A)  =  (T(p,   a)(T(B,A)=A(A,p). 

La  transformée  [jl  d'un  point  M,  le  transformé  M  d'une  droite 
jx  doivent  être  tels  que  l'on  ait 

A(M,^)=-hi,         A(|jt,  lNÎ)=-f-i; 

on  dirige  la  droite  2^,  ou  l'on  choisit  le  point  M  (comme  l'on 
choisit  sur  une  sphère  entre  deux  points  diamétralement  opposés), 
de  façon  qu'il  en  soit  ainsi;  pour  la  droite  [x,  qui  est  la  primitive 

d'un  point  M,  on  aura  donc 

A(ix,M)=i, 
ce  qui  donne 

A(M,fz)  =  l. 

D'après  (32),  les  rapports  des  A  de  plusieurs  points  et  d'une 
même  droite  ne  dépendent  que  de  la  conique  F,  et  l'on  a  un  fait 
corrélatif. 

14.  Pour  un  triangle  ABC,  dont  les  côtés  sont  portés  par  les 
droites  a,  ^,  y,  on  définira  la  fonction  ponctuelle  et  la  fonction 
tangentielle  par  les  formules 

^33^  \  ci(A;B,C)=<7(B,C)xA(A,a)=..., 

)  a(a,   p,  Y)  =  ffO,   Y)  xA(a,A)=.... 

Pour  trois  points  A,  B,  G  et  trois  droites  X,  [jl,  v,  on  a 


(34) 


A(A,X)     A(A,  \i.)     Aa,v) 

A(B,>0 

j(Li,  A)  ...  ... 


=  j(A,  B,  C)7(X,  {i,v); 


au  mo^en  des  formules  (10),  on  a  une  formule  concernant  A,  B,  C 
et  L,  M,  i\,  ou  a,  ^,  y  et  A,  |jl,  v;  le  dénominateur  de  la  fraction 
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(29)  est  alors  cf(A,  H,  C),  comme  on  le  voil,  d'ailleurs,  direcie- 
ment.  • 

15.  Étant  donnés  deux  points  A  et  B,  affectés  des  coefficients 
a  et  6,  on  définira  sur  la  droite  AB  le  point  résultant  C,  et  son 
coefficient  c,  par  les  formules 

^(B,  G)       (T(C,  A)       cr(A,B) 
^      ^  a  h  C 

OÙ  n'intervient  que  la  conique  F;  au  moyen  de  (i3)  et  (32),  on 
aura  pour  toute  droite  (o  du  plan 

(36)  aA(  A,  tu)  -f-6A(B,(o)  =  c  A(G,  (o), 

et,  par  suite,  pour  tout  point  O  du  plan 

i  aY(0,A)-hÔY(0,B)  =  CY(0,C), 

^^  I  «Y(A,0)-i-ÔY(B»0)  =  CY(C,0). 

On  a  une  théorie  corrélative  pour  des  droites. 

Etant  donnés  un  point  M  et  une  droite  [jl  rapportés  (avec  des  A) 
à  un  triangle  de  référence  ABC,  on  regarde  le  point  M  de  coeffi- 
cient I  comme  le  point  résultant  des  points  A,  B,  C,  affectés  des 

coefficients       '  ' — -»  •  •  •>  et,  en  prenant  les  moments  par  rapport 

à  la  droite  [jl,  on  a 


(38) 


,,„,^,,MMj^M^>^.._... 


Si  M  et  ]x  sont  le  point  P  et  la  droite  tt,  et  si  l'on  tient  compte 
de  (1 1)>  ^°  ^»  *^^^  '^^  notations  du  n*"  12, 

,0   N  .-       cosacosA 

(39)  eos«C==--^-^  +....+  .... 

Cette  relation  peut  remplacer  la  relation  (3o). 

§  m. 

10.    Voici  une  interprétation  sensible  de  la  métrique  aninvolu- 
tivc.  Considérons  un  cône  isotrope  de  sommet  O,  et  un  cône 


f. 
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imaginaire  de  révolution  d^axe  O^,  savoir 

I^J  _|_   j;J  _|_  tV*  =  O, 

^.î  -h  v«  H — At-=  =  o,       o  <  ç;  <  -  » 

•^  SI  II*  G  '}. 

Xj  y,  z  étant  des  quantités  proportionnelles  aux  cosinus  direc- 
teurs d'une  droite  issue  de  O  ;  ces  deux  cônes  sont  doublement 
tangents,  les  génératrices  de  contact  étant  les  isotropes  de  Odans 
le  plan  x  Oy  ;  ils  définissent  une  corrélation  générale  autour  de  O, 
le  cône  isotrope  étant  l'enveloppe  des  plans  autoconjugués,  le 
cône  de  révolution  étant  le  lieu  des  droites  autoconjuguées,  de 
sorte  que  le  pseudo- angle  de  deux  plans  est  l'angle  véritable,  et 
que  le  pseudo-angle  de  deux  droites  est  relatif  au  cône  de  révo- 
lution; les  coordonnées  du  plan  transformé  d'une  droite  sont 
données  par  les  formules 

u  V  %v  sinG 


j*  siii5 -i-^cosS        — ;r  cosÇ. -f-^  sinÇ) 
(4o)  {       ou 

u         V        w  sin^ 


X  ""  Y  "        ;;       ' 


mm 

l'axe  OX  faisant  avec  Ox  l'angle  -  — 6  ;  pour  le  plan  primitif,  on 

change  S  en  —  S.  Faisons  maintenant  correspondre  à  toute  droite 
OM  issue  de  O  une  droite  OM'  dont  les  coordonnées  homogènes 

seront  x'  =  x,  y'  =^  y,  z'  =  -r^  >  de  manière  à  faire  correspondre 

au  cône  de  révolution  le  cône  isotrope  x'^ -{-y'''^ -\- z'^  =^  o  :  le 
pseudo-angle  de  deux  droites  a  et  ^  relativement  au  cône  de  ré- 
volution sera  égal  à  l'angle  véritable  des  droites  correspondantes 
a'  et  ^';  dès  lors,  étant  donnée  une  figure  conique  F,  on  considé- 
rera en  même  temps  la  figure  correspondante  F',  et  Von  prendra 
les  angles  des  plans  sur  la  figure  F,  les  angles  des  droites 
sur  la  figure  F';  on  peut  observer  que  la  figure  F'  est,  au  point  de 
vue  de  la  Géométrie  conique,  homologique  de  la  figure  F,  l'axe 
d'homologie  étant  Os,  le  plan  d'homologie  étant  xOy,  Pour 
plus  de  clarté,  on  considérera  les  choses  sur  une  sphère  de 
centre  O,  de  rayon  i,  dont  les  points  M  et  les  grands  cercles  [jl 
correspondront  aux  droites  (dirigées)  et  aux  plans  qui  passent 


par  O;  on  regardera  cette  sphère  comme  une  surface  de  révo- 
lution d*axe  Ozy  les  points  P  et  P,  sur  zz'  seront  les  pôles,  les 
grands  cercles  passant  par  ces  points  seront  les  méridiens;  on 
aura  Téqualeur  ?:,  et  nous  aurons  à  considérer  les  parallèles.  A 
tout  point  M  correspondra  un  point  auxiliaire  M'  situé  sur 
le  même  méridien,  et,  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  sphé- 
rique,  la  figure  F'  déduite  d'une  figure  F  est  homologique  de 
celle-ci,  avec  P  comme  centre  d'homologie  et  tz  comme  axe  d'ho- 
mologie;  on  prendra  les  angles  véritables  des  grands  cercles  pi,  et 
la  pseudo-distance  de  deux  points  A. et  B  sera  donnée  par  la  dis- 
tance sphérique  A'B';  sur  l'équateur,  la  pseudo-distance  sera  la 
vraie  distance;  nous  écrirons 

■a3  =  (a,  p),         ÂB  =  A'B'. 

La  droite  Y  =  o,  z  =  o,  ou  OX,  ou  OR  sur  la  figure,  ayant 
pour  transformé  le  plan  zOy^  on  voit  que  6  est  le  paramètre 
de  l'équaleur  tt  dirigé  de  Ox  vers  Oy;  c'est  aussi  le  paramètre 
du  point  P. 

17.  En  Géométrie  conique,  l'espace  est  orienté,  les  plans  sont 
orientés,  les  droites  sont  dirigées  :  dans  un  plan  orienté,  l'angle 
de  deux  droites  dirigées  a  un  signe,  et  corrélativement,  autour 
d'une  droite  dirigée,  l'angle  de  deux  plans  orientés  a  un  signe; 
ces  questions  sont  étudiées  dans  un  Opuscule  ayant  pour  titre  : 
Géométrie  dirigée.  Sur  la  sphère,  qui  est  orientée,  les  grands 
cercles  sont  dirigés,  et  Ton  distingue  deux  points  diamétralement 
opposés,  M  et  Ml,  le  point  M  correspondant  à  la  droite  OM 
dirigée  de  O  vers  M  :  sur  un  grand  cercle  dirigé,  la  distance  entre 
deux  points  a  un  signe,  et,  corrélativement,  autour  d'un  point 
qui  n'est  pas  indifféremment  M  ou  Mi,  l'angle  de  deux  grands 
cercles  dirigés  a  un  signe.  Relativement  à  l'orientation  de  l'espace, 
nous  disposerons  les  axes  0.r,  Or,  O:;  comme  sur  la  figure, 
Ox  et  Oy  étant  placés  comme  en  Géométrie  plane  :  l'espace  est 
orienté  de  droite  à  gauche  pour  tout  observateur,  de  Oy  vers  Oz 
pour  l'observateur  Ox,  ...  ;  sur  la  sphère,  les  angles  autour  d'un 
point  sont  alors  positifs  de  droite  à  gauche.  En  raison  de  ce  qui  a 
été  dit  au  n"  13,  le  grand  cercle  transformé  et  le  grand  cercle  pri- 
mitif d*un  point  sont  dirigés  de  droite  à  gauche  autour  de  ce 
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point,  de  sorte  que  le  point  primitif  et  le  point  transformé  d'uh 
grand  cercle  dirigé  sont  dans  le  même  des  deux  hémisphères 
déterminés  par  ce  grand  cercle  :  pour  le  point  P  surO^,  le  grand 
cercle  transformé  et  le  grand  cercle  primitif  sont  Téquateur  t: 
dirigé  de  Ox  vers  O^,  et  ils  sont  de  même  sens  parce  qu'il 
s'agit  de  métrique  à  deux  dimensions;  pour  Pf,  on  a  tc  dirigé  en 
sens  contraire,  soit  TCf.  Les  paramètres  sont  tous  positifs,  compris 
entre  deux  limites  S  et  t  —  G  d'après  les  formules  (i  i);  en  Géo- 
métrie conique,  les  paramètres  seraient  désignés  par  t  pour  une 
droite  ou  axe,  par  6  pour  un  plan,  mais,  sur  la  sphère,  nous  avons 
désigné  par  9  le  paramètre  autour  d'un  point,  par  T  le  paramètre 
sur  un  grand  cercle,  par  analogie  avec  la  Géométrie  plane;  T  se 
change  en  u  —  T  quand  on  change  le  sens  du  grand  cercle,  et  les 
paramètres  de  deux  points  opposés  M  et  M|  sont  6  et  tî  —  6;  avec 
ces  paramètres  positifs,  ^(A,  6)  change  de  signe  quand  on  change 
le  sens  du  grand  cercle  AB,  et  (T(a,  ^)  dépend  pour  le  signe  du 
point  M  ou  M|  autour  duquel  on  le  considère;  avec  T  et  ti  —  T, 
on  a  le  conjugué  d'un  point  M  sur  un  grand  cercle  dirigé  p  en  por- 
tant le  paramètre  T  à  partir  du  point  M'  dans  le  sens  positif  sur  p', 
et  en  prenant  le  point  N  qui  correspond  au  point  N'  obtenu  :  on 
a  un  exemple  sur  la  figure,  p  étant  un  méridien,  auquel  cas  p'  se 

confond  avec  p,  le  paramètre  est-*  et  l'on  prend  M'1N'=-;  si 

l'on  change  le  sens  du  grand  cercle,  il  faut  porter  t:  —  T  dans  le 
sens  contraire  au  premier,  et  l'on  a  le  point  opposé;  le  conjugué 
d'un  grand  cercle  dirigé,  autour  d'un  point,  est  de  la  même  façon 
un  grand  cercle  dirigé.  Le  paramètre  d'un   point  de  l'équateur 

étant  -  >  on  aura  0  <   '  pour  les  points  situés  du  même  côté  que  P 

par  rapport  à  l'équateur;  le  paramètre  d'un  méridien  étant  ~>  on 

aura  T  <  -  quand  le  grand  cercle  tourne  de  droite  à  gauche 
autour  de  P;  le  point  P,  l'équateur  tz  dirigé  de  Ox  vers  O^,  ont 
pour  paramètre  S  <  ^  • 

18.  Sur  la  fig,  i  on  a 

IP  et  son  conjugue  R, 
M  et  son  conjugue  IN, 
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et,  en  prenant  les  clémenls  transformés, 


__  l  TT  et  son  conju£;ué  p, 
Le  point  R      _  J   fe      r» 


Il  et  son  conjugue  v; 


les  paramètres  sur  p  et  en  R  étant  -y  de  sorte  qu'on  a 


(40 


(4a) 


7, 


t: 


M'N'=  -, 


(k»>')=  .^' 


si  Ton  considère  p  changé  de  sens,  soit  pi,  et  aussi  K|  opposé  à  K, 
N  a  pour  conjugué  M  sur  pi,  v  a  pour  conjugué  ;jl  autour  de  R|, 

Fig.  I. 


t.'' 


«,♦ 


et,  par  suite,  M  et  N  étant  conjugués  sur  p,  N  et  M  l'étant  sur  0|, 
;jL  passe  enN,  et  v  passe  en  M.  En  II,  le  conjugué  de  p  est  ït;  sur  p, 
le  conjugué  de  R  est  P.  Enfin  : 


Sur  t:,  le  conjugué  de  R  csr  R, 
Sur  ;ji,  »  N  est  R, 

Sur  V,  »  M  est  Ri, 


r:=  RR, 

T„=  N'R. 
T  =  M'RT: 


I 
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en  même  temps  : 


En   F,  p  est  le  conjugué  de  pi, 
En  M,  V  0  Pi, 

En  N,  jï  »  p, 


-  S  =  (p,  Pi)»         ^  =  (pi,p)» 

-0  =(7,p,),       e  =  (p„v), 

—  6o=  (jA,  p),         Bo=(p,  fx), 


puisque,  par  exemple,  le  conjugué  de  p  serait  le  transformé  de  R  ; 
on  a  mis  T  et  6  pour  v  et  M  que  Ton  étudiera,  et  d^ailleurs  on  a 

Pour  avoir  [jl  diaprés  M,  ou  inversement,  on  appliquera  la  pro- 
priété RR  =  S,  et  Fune  ou  l'autre  des  propriétés  (40»  (42)  -  la 
seconde  montre  que,  si  M  décrit  le  méridien  PR,  le  plan  de  ix 
tourne  autour  de  OR  en  restant  perpendiculaire  au  plan  MOK;  le 
primitif  u  de  M  serait  symétrique  de  [jl  par  rapport  au  méridien  p 

du  point  M,  sauf  le  sens;  si  Ton  se  donne  |jl,  son  primitif  est  M, 
et   son    transformé   serait   le  symétrique  de   M   par  rapport  au 

plan  ^OA  perpendiculaire  au  plan  de  [jl. 

19.  On  a,  par  la  définition  de  M',  et  en  prenant  des  valeurs 
absolues. 


(p) 


(44) 


,,,.,       lanffRM 
tans  KM' =  — ^h^  y 

R!Vr=  AH, 


cette  dernière  relation  résultant  de  ce  que  l'on  a 

langRIVr=  ^^— =,-  =  tangARll  =  tangAIl; 

sin  RR 

cela  détermine  M'  d'après  M  sur  la  sphère  elle-même,  indépen- 
damment de  l'homologie  déjà  signalée;  comme  on  a  aussi 
UN'=  AK,  on  vérifie  l'accord  des  formules  (40^*'  (4^)- 

20.   Le  triangle  rectangle  MRR,  et  le  triangle  v'pp  ou  PM'Ri  qui 
a  un  côte  égal  à  -  »  donnent,  au  moyen  de  la  formule 

cosB  =  co^6  sin  G 
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et  de  la  formule  corrélative,  en  tenant  d'ailleurs  compte  de  (44)» 

cosM  =  cos  RR  sin  ARH  =  cosRR  cosPM', 
cosM'Ri=   cosP    sinPM'  =   cosP  cosARH, 

et  Ton  a,  pour  le  point  M  et  le  grand  cercle  v, 


(  cos6  =  cosG  cosPM'=  cosC  cosPM, 
(45)  .     _^ 

f  cos  T  =  cos  s  cos  (il,  v;, 

c'est-à-dire  les  formules  (i  i);  on  vérifierait  au  moyen  de  ces  for- 
mules les  relations  To=  6,  Oo:=  ï. 

Pour  la  formule  (12),  si  Ton  reprend  les  deux  cônes  considérés 
au  début,  un  cône  C  qui  leur  est  doublement  tangent  dans  des 
conditions  analogues  à  celles  du  n^  8  est  un  cône  de  révolution 
d'axe  Ozj  et  la  trace  de  ce  cône  sur  la  sphère  est  un  parallèle  C  : 

un  grand  cercle  v  tangent  à  ce  parallèle  et  un  point  M'  du  paral- 
lèle (M'  étant  ici  un  point  considéré  en  lui-même,  et  non  plus  le 
point  auxiliaire  de  M)  doivent  avoir  leurs  paramètres  liés  par  la 
formule  (12);  on  doit  avoir 

sinT  sin6'=  sin  G, 

et  on  le  voit  par  le  triangle  M'UR.  Si  M'  va  de  K  en  P,  son  para- 
mètre  6'  décroît  de  -'  à  G,  et  en  même  temps  le  paramètre  M'K  du 

grand  cercle  V|  croît  de  S  à  -'• 


s  IV- 

21 .  Dans  l'espace,  on  partira  d'une  corrélation  générale  entre 
des  points  M  et  des  plans  m.  Les  éléments  autoconjugués  don- 
neront une  quadrique  F,  un  complexe  <p,  une  quadrique  /,  et  les 
deux  quadriques  F  et  /  auront  en  commun  quatre  droites  AD, 
DR,  RC,  CA  :  si  l'on  se  donne  F  et  y,  il  reste  un  paramètre  pour 
la  corrélation  générale;  avec  un  tétraèdre  de  référence  dont  les 
arêtes  autres  que  AR  et  CD  forment  le  quadrilatère  gauche  ADRC 
ci-dessus,  on  partira  des  formules 

(4fi)  "         "         "•        '■ 


ay        a  X        :it        i!  z 


) 
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On  définira  AB  par  rapport  à  F,  gt^  par  rapport  à  cp,  et  ab  par 
rapport  à  f.  On  aura  A(A,  a)  ^=  —  A(rt,  A).  Le  moment  de  deux 
droites  a  et  ^  sera  défini  au  moyen  des  deux  droites  qui  rencon- 
trent a,  p  et  leurs  transformées  (ou  leurs  primitives)  :  on  aura 
;)llL(a,  ^)  =  ;)lV(3,a);  on  définira  Y(a,  ^),  Pour  deux  droites  qui 
se  coupent,  on  appellera  moment  réduit  la  quantité  ^(a,  ^) 
définie  précédemment. 

Avec  un  tétraèdre  de  référence,  on  aura  pour  un  point  et  un  plan 
une  formule  analogue  à  la  formule  (38).  Pour  deux  droites 
dirigées,  on  aura 

(47)  orc(^,v)-= — ?i^^^^-,-^^^ — ^..„ 

les  arêtes  dirigées  du  tétraèdre  étant  a,  jî,  y?  a',  p\  y'-  ^^  formule 
qui  donnera  le  comoment  de  deux  droites,  si  Ton  suppose  ces 
deux  droites  confondues,  donnera  la  relation  entre  les  coor- 
données normales  d'une  droite  :  en  définissant  alors  une  droite 
par  deux  points  A  et  6,  on  par  deux  plans  a  et  6,  on  aura  les 
expressions  des  quantités  ^(A,  B)  et  T(rt,  h)\  celte  idée  peut  don- 
ner d'autres  formules. 

Étant  donnés  un  point  A  et  un  plan  6,  menons  par  A  une 
droite  a,  par  a  un  plan  a,  et  soient  B  et  ^  les  traces  de  la  droite  a 
et  du  plan  a  sur  le  plan  b\  tous  les  éléments  étant  dirigés,  on 
définit  le  signe  d'un  A  en  écrivant 

(  A(A,6)  =  (j(A,B)(T(a,3)(Tra,^»), 
^  \  A(^A)  =  7(6,«)a(p,a)cT(R,A), 

ce  qui  donne  A(  A,  6)  =  —  A(6,  A).  Pour  deux  droites  [i  et  a,  si 
l'on  mène  par  a  un  plan  a  coupant  fi  en  B,  le  théorème  des  quatre 
éléments,  dt'monlré  d;ins  l'Ouvrage  cité,  donne  la  formule 

(49)  OrL(?,a)  =  A(fi,./.)xA(B,a). 

22.   Si,  dans  le  quadrilatère  gauche  ADBC  dont  on  a  parlé, 

C  et  D  srtnl  les  points  cyclicjues  d'un  plan  perpendiculaire  à  la 

droite  AB,  les  deux  quadriques  F  et  /  sont  de  révolution;   en 

prenant    pour  origine    le    mili(Mi   O  de   AB,   pour  axe    des    z    la 

XXVI.  i3 
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droite  OB,  ...,  el  en  mellaQl  réqualion  d\in  plan  soi/!s  la  forme 
lix  4-  <;>'  4-  «vz;  —  1  =  0,  on  aura  les  formules  de  transforma  lion 


dr  siii9 -T- j^  cos^        — jr  cosç -hj'sincp        niz -h  n        nz -ï- p^ 

dans  ces  conditions,  si  Ton  fait  tourner  une  figure  autour  de  O^, 
ses  éléments  métriques  aninvolutifs  restent  invariables;  il  en 
résulte  que,  d'une  manière  générale,  il  existe  en  nombre  simple- 
ment infini  des  figures  ayant  mêmes  éléments  métriques  relative- 
ment aux  deux  quadriques  F,  f  et  au  complexe  cp,  qui  naissent 
d'une  corrélation  donnée. 

23.  Les  paramètres  seront  :  T  sur  un  rayon,  0  autour  d'un  point 
dans  un  plan,  t  autour  d'un  axe.  On  aura  de  plus  pour  chaque 
plan  O  un  paramètre  6,  pour  chaque  point  O  un  paramètre  t;  l'es- 
pace aura  un  paramètre  6.  Dans  un  plan,  par  exemple,  les  quan* 
tilés  o'(A,  B,  C)  et  <r(a,  ^,  y)  sont  définies  par  les  formules  (33)  ; 
or,  en  prenant  la  quantité  ^(A,  B,  C)  dans  la  correspondance  par 
polaires  réciproques  que  définit  la  conique  directrice  F,  et  la  quan- 
tité 5(a,  ^,y)  dans  la  correspondance  que  définit  la  conique  », 
on  a 

(5i)  -—-7 — rrTT-  = 7] — *-  =  consi.  =  -; — =, 

comme  on  peut  le  vérifier  dans  un  cas  particulier  sur  le  triangle 
MxNH  ou  [jLvp  de  la  figure  ci-dessus;  on  a  déjà  écrit 

a(A, H) =  , 

et  Tanalogic  conduit  à  dire  que  (H  est  le  paramètre  du  plan. 
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,« 
SUR  LA  FORME  DES  LIGNES  GÉODÉSIQUES  A  L^INFINI 
ET  SUR  LES  GÉODÉSIQUES  DES  SURFACES  RÉGLÉES  DU  SECOND  ORDRE 

par  M.   Hadamaud. 

Dans  un  précédent  Travail  (*)  j'ai  monlré  que,  sur  une  surface 
à  courbures  opposées,  toute  nappe  infinie  évasée  (^)  peut  être 
considérée  comme  limitée  par  une  géodésique  fermée,  qu'on 
peut  appeler  la  ligne  de  gorge  de  cette  nappe,  et  telle  que  toute 
géodésique  qui  traverse  cette  ligne  pour  entrer  dans  la  nappe 
s'éloigne  ensuite  constamment  et  indéfiniment  sur  celle-ci. 

Ne  peut-on  rien  dire  de  général  sur  la  forme  des  géodésiques 
qui  s'éloignent  ainsi  à  l'infini? 

L'étude  du  paraboloïde  hyperbolique,  et  surtout  celle  de 
l'hyperboloïde  réglé,  vont  nous  donner  à  cet  égard  quelques  ren- 
seignements, en  même  temps  qu'elles  nous  fourniront  certaines 
vérifications  intéressantes  des  théorèmes  généraux. 

* 
Ilyperboloïde.  —  Soit  l'hyperboloïde  h  une  nappe 

^H-^-h|7=i        (A>o.  T^>o,  G<o); 

on  sait  que  la  théorie  des  surfaces  homofocales  permet  de  repré- 
senter les  coordonnées  d'un  point  de  cette  surface  par  les  for- 
mules 

,       A(A-4-X)(A-hLi) 

^   -    (A-B)(A-C) 
I  B(B^X)(B-f-|x) 

,  _  C(C-f-X)(C4-tx) 
"      •    (G-A)(C-B)' 

et  que,  dans  ces  conditions,  l'élément  linéaire  |>rend  la  forme 

*  ~      4      L(A  -4-  X)(B  -H  X)(C  -+-  X)  ~"  (  A  -+-  |JL)(  B  4-  |ji)(C  -^  îJi;  j  * 
A  varie  entre  —  A  et  —  B,  ja  entre  —  C  et  -f-  Qo;  de  sorte  que 


(')  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  i.  CWIV,  p.  i5o3. 
(')  Voir,  pour  le  spiis  de  ce.  mol,  la  Noie  cilée. 
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la  surface  csl  représeiUce,  sur  le  plan  des  Àijl,  par  la  région  déli- 
mitée sur  la  Jiff,  i .  Celte  région  doit  être  considérée  comme  la 
superposition  de  huit  feuillets  qui  se  distinguent  les  uns  des 
autres  par  les  signes  des  coordonnées  x^  y,  z;  la  traversée  de  la 


Fig. 


t^' 


X 


ligne  iJL  =  —  C  (ellipse  de  gorge)  correspondant  au  cliangemenl 
de  signe  de  z^  pendant  que  les  traversées  des  lignes  X  r^  —  A, 
X  =  —  B  (hyperboles  principales)  correspondent  respectivement 
au  changement  de  signe  de  x  et  au  changement  de  signe  dey. 

En  verlu  delà  forme  de  Télément  linéaire,  Téquation  des  lignes 
géodésiques  est 


j/^Vrx^ITMÂ 


X 


X)(B-f-X)(G-+-X) 


(les  deux  constantes  arbitraires  étant  /i  et  la  constante  addilive  / 
duc  aux  quadratures);  ou,  sous  forme  difierentiellc 


(•■«') 


\  '"V(>'-'«)(A  +  X)(B 


X}(C-i-X) 


(  '^^y  (i^-A)(A-^ii){li  +  ix 


)(G-i-|x) 


=  dt, 


t  désignant  une  variable  auxiliaire. 


) 
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La  quaolité  k  doit  être  comprise  entre  )^  et  [x,  pour  que  le  rap- 
port -r-  soit  réel.  Si,  par  conséquent,  nous  envisageons  d'abord 

le  paramètre  }/.,  nous  voyons  que  cette  quantité  peut  varier  depuis 
la  plus  grande  des  quantités  — C,  A' jusqu'à  -t-oo. 

Si  jjL  est  croissant  à  un  moment  quelconque,  il  croît,  dans  toute 
la  suite,  constamment  et  indéfiniment.  Si,  au  contraire,  [x  est  ini- 
tialement décroissant,  il  décroît  jusqu'à  ce  qu'il  ait  atteint  sa 
limite  inférieure,  ce  qui  arrive,  si  k^  —  C,  lorsque  t  a  varié 
d'une  certaine  quantité  finiev  [jl  redevient  alors  croissant  et  aug- 
mente indéfiniment. 

Si  la  limite  inférieure  est  —  C,  la  géodésique  traverse  l'ellipse 
de  gorge  et  passe  de  l'une  à  Pautre  des  deux  moitiés  (nappes  in- 
finies) que  celte  ellipse  détermine  sur  la  surface. 

Si  la  limite  inférieure  est  A",  il  n'y  a  pas  changement  de  feuillets 
lorsque  y.  atteint  cette  limite.  La  géodésique  ne  traverse  pas  le 
cercle  de  gorge;  elle  vient  de  l'infini  et  y  retourne  sur  la  même 
nappe. 

Nous  trouvons  bien  là  les  deux  catégories  générales  de  géodé- 
siques  prévues  par  la  théorie  des  surfaces  à  courbures  opposées 
et  obtenues  par  Halphen  (')  pour  le  cas  de  l'hyperbolo'ide  de 
révolution. 

Si  enfin  A:  =  —  C  et  que  [x  soit  initialement  décroissant,  il  sera 
décroissant  pour  toute  valeurde^et  tendra  vers  —  C  pour  t  =  co. 

Quant  à  "k,  il  est  clair  qu'il  oscillera  entre  les  deux  valeurs  — A 
et — B  si  Âr> — B;  à  chaque  oscillation  simple,  t  variera  d'une 
même  quantité,  fonction  de  ky  à  savoir 

(3)  J^    "^^V  (X-A)(A-4-X)(B  +  X)(C4-X)* 

Nous  pourrons,  pour  abréger,  représenter  cette  expression  par 
le  symbole  [ — A,  — B],  en  désignant,  d'une  manière  générale, 
par  [Xi,  X-j]  l'intégrale  analogue  à  (3)  étendue  entre  les  limites 
Xi,  A2  et  prise  en  valeur  absolue. 

Les  contacts  avec  les  lignes  A  =  —  A,  \=  —  B  correspondront 
respectivement,  dans  l'espace,  à  des  changements  de  signe  de  x 

et  de  J'y  de  sorte  qu'//  n^y  a  retour  au  feuillet  primitif  qu^au 

— . 1 

C)   Traité  des  fondions  elliptiques,  t.  H,  Chap.  VI. 
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bout  de  deux  oscilladons  doubles,  ce  sjslème  de  deux  oscilla- 
tions doubles  donnant  une  circulation  autour  de  Thyperboloïdc. 

Combinons  ce  que  nous  venons  de  trouver  relativement  à  la 
variation  de  \  avec  ce  qui  a  été  précédemment  obtenu  pour  [x, 
en  prenant  d'abord  le  cas  de  Âr  =  —  C  {fig'  i).  Comme,  dai\^  ce 
cas,  t  augmente  indéfiniment  lorsque  jJt  tend  vers  — C,  X  effec- 
tuera une  infinité  d'oscillations;  autrement  dit,  la  géodésique 
s'approchera  indéfiniment  de  l'ellipse  de  gorge  en  s'enroulant 
indéfiniment  autour  d'elle;  c'est  une  asymptote  à  l'ellipse  de 
gorge,  dernière  catégorie  de  géodésiques  prévue  par  la  théorie 
et  obtenue  par  Halphen  sur  l'hyperboloïde  de  révolution. 

Considérons  au  contraire,  k  étant  quelconque,  ce  qui  se  passe 
lorsque  [jl  augmente  indéfiniment.  Dans  ces  conditions,  nous 
avons  vu  quç  t  reste  fini.  Donc  \ n'effectue  qu'un  nombre  limité 
d'oscillations  et  tend  jinalement  vers  une  valeur  limite  Xoî  en 
d'autres  termes,  la  ligne  figurative  de  la  géodésique  sur  le  plan 
de  A[x  a  une  asymptote  verticale. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposons  le  point  (Xi?  ^\)  pris 
assez  loin  sur  la  géodésique  pour  que  )^  et  |jl  n'atteignent  plus 
leurs  valeurs  extrêmes  entre  ce  point  et  l'infini,  la  quantité  Xq  sera 
déterminée  par  la  condition 

(4)  [ÂO,    Xi]  =  [lJLi,   X], 

).o  est  ainsi  exprimé  en  fonction  des  deux  constantes  arbitraires 
k  et  /  (car  il  est  à  noter  que  la  constante  /  figure  effectivement 
dans  la  relation  précédente). 

Nous  avons  supposé  A*  ]>  —  B;  dans  le  cas  contraire  (*),  la 
limite  supérieure  de  \  serait  k  et  il  semblerait  au  premier  abord 
que  ).  puisse  osciller  un  nombre  quelconque  de  fois  entre  cette 
limite  supérieure  et  la  limite  inférieure  —  A. 

La  théorie  générale  montre  immédiatement  qu'il  n'en  est  rien 
et  que  la  géodésique  ne  peut  retieontrer  deux  fois  la  ligne  )vr:= — A  ; 
car  (en  l'absence  de  toute  rencontre  intermédiaire  avec  )v  =  —  B) 
Tare  de  géodésique  compris  entre  les  deux  intersections  en  ques- 
tion formerait  avec  l'arc  de  l'hyperbole  principale  terminé  aux 
mêmes  extrémités  un  biangle  géodésique  réductible,  ce  qui  ne  se 
peut. 


(•  )  L'iiypolhcsc  k  —  —  D  n'olFrc  aucune  parliculoiilé  ioiporlanle. 


'  -  - 
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D'où  provient  ici  celle  impossibilité?  Coninie  la  variation  totale 
de  ^,  lorsque  Ton  suit  la  géodésique  sur  son  parcours  indéfini 
dans  les  deux  sens,  est  égale  à  2[— C,  oc],  l'oscillation  double 
sera  impossible  si  Ton  a  l'inégalité 

•a[-A,A-]>2[-C,oo]. 

Il  est  remarquable  que  la  démonstration  de  celte  inégalité  et 
d'autres  analogues  que  nous  trouverons  plus  loin  puisse  se  faire 
parla  même  méthode  que  j'ai  employée  ailleurs  (*)  à  propos  du 
mouvement  du  corps  grave  de  révolution,  et  qui  consiste  à  em- 
ployer la  théorie  des  fonctions  de  variables  complexes. 

Nous  considérerons,  dans  le  plan  de  la  variable  complexe  \  l 
1°  un  lacet  L«  (Jig'  2)  partant  de  X  ^=  +  00  et  y  revenant  après 

Fig.  2. 
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L, 


•B  o  -C 


circulation  autour  du  point  X —  =  C,  ce  lacet  étant  parcouru 
dans  le  sens  positif  sur  sa  branche  supérieure;  2°  un  lacet  L^  en- 
tourant les  points  X  =^ —  A,  X  =  A*;  3"  un  lacet  L.,  entourant  les 
points  X  =  —  B,  X  =  o,  ces  lacets  étant,  comme  le  premier,  suivis 
en  sens  positif  sur  leurs  branches  supérieures. 

La  fonction  {/t^ -rm tttïs — ^ttt^ — t";  sera  holomorphe 

dans  l'aire  comprise  entre  ves  trois  lacets  et  un  cercle  de  rayon 
très  grand;  si  elle  est  positive  sur  la  branche  supérieure  de  L«, 
elle  sera  négative  sur  la  branche  supérieure  de  La  ( l'argument  de 
la  quantité  sous  le  radical  variant  de  —  27î  lorsqu'on  passe  de 
l'une  à  Taulre  en  restant  dans  la  moitié  supérieure  du  plan)  et 
positive  sur  la  branche  supérieure  de  L3.   Comme  Tintégrale  le 

C)  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  2*  série,  t.  XI\;  octobre  iRfp. 
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long  du  grand  cercle  esl  infiniment  petite,  le  ihéorùjne  de  Cauchy 

donne 

î*[— C,  oo]— -if^-A,  A']h--2[— B,  o]=o, 

par  conséquent  le  résultat  demandé. 

Examinons  maintenant  quelle  sera,  dans  l'espace,  l'allure  de  la 
géodésique  à  Tinfini.  Pour  cela,  nous  partirons  de  Inéquation 
en  )»,  [JL,  qui  n'est  autre  que  Téquation  (4)  où  X|  et  tx,  sont  rem- 
placés par  X  et  [jl  :  nous  développerons  le  premier  membre  suivant 
les  puissances    de   X — -\q,   et   le   second    suivant   les   puissances 

de  -p>  soit 

vi^ 

^''"'^'^V  (Ào-A-)(A-+-Xo)(B-kXo)(Gh-Xu"^--- 
,/         x^A-B-C  \ 

=  v;v-^ — ~^ — "-v- 

Substituant  dans  les  équations  (i),  il  vient 


'-(Xo- 

-A-xG-t- 

Xo)(A-hXo) 

Xo 

-(Xo- 

--AKA-+- 

■X«XB-+-Xo) 

les  termes  non  écrits  étant  infiniment  petits. 

Donc,  la  géodésique  est  asymptvte  à  une  droite}  et  nous 
noterons  que  la  position  de  celle-ci  dépend  à  la  fois  de  X©  et  de  k. 

Paraboloïde.    —    Les   choses   se    passent   d'une    façon    assez 
analogue  sur  le  paraboloïde  hyperbolique  dont  l'équation  est 

~   -h    j^ 25  =  o  (A>o,    B  <o) 

et  la  rcprésenlalion  en  coordonnées  elliptiques 

,      ,       A(A -4-X)(A-+- [JL^ 
\  -"    ^  — B^A ' 

(fi)  \      ,       B(B-^X)(B-t-jjL) 

j  .K ^_^^ . 

•>  3  —  X  -T-  u  -h  A  -h  B. 
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La    surface   est  représentée    sur   le  plan   des  Xjx    par  quatre 
feuillets  recouvrant  Tangle  droit 

X<-A,        {JL>-B 

kfië*  ^)  ^^  ^^  raccordant  entre  eux  suivant  ses  côtés.  Sur  la  sur- 
face,  ces  feuillets  correspondent  à  quatre  secteurs  disposés  autour 

Fig.  3. 


du  sommet,  de  sorte  que  chacun  d^eux  est  adjacent  à  deux  autres 
et  opposé  à  celui  qui  reste. 
L'élément  linéaire  étant 


^-H-1. 


XeTA» 


flrffJL^ 


(A-hX)(B-+-X)       (Ah-  fx)(B-hfx) 


] 


une  géodésique  quelconque  est  représentée  par  l'équation 


(7) 


/'^i/(Tir 


X:)(A-f-X)(B-4-X) 


=>v/(irr 


A:)(A-hfx)(B-f.iJL)' 


les  deux  constantes  arbitraires  étant,  comme  précédemment,  k  et 
la  constante  /  des  quadratures.  Nous   désignerons  par  (Xi,^^) 

l'intéfirrale  /      K/  7\ rm r^rri — rr»  prise  en  valeur  absolue. 

\     V    (X  — A')(A-f-X)(B-hX)     ^ 

La  formule  (7)  montre  que  k  est  compris  entre  \  et  |i.,  et  que 
Tune  quelconque  des  quantités  A,  [jl,  si  elle  a  commencé  à 
croître  en  valeur  absolue,  continue  à  varier  dans  le  même  sens; 
mais  que,  si  elle  esl  inilialemenl  décroissante  en  valeur  absolue, 


\ 


-  202  - 

elle  atteint  une  certaine  valeur  limite  à  partir  de  laquelle  son 
module  redevient  croissant. 

En  un  mot,  chacun  des  paramètres  )w  et  [jl  part  de  Pinfinî  (né" 
gatif  pour  \  positif  pour  jjl)  et  j  retourne  (')  après  avoir  passé 
par  un  certain  module  minimum  (Ar  ou  — A  pour  X,  A*  ou  -*B 
pour  |jl).  De  ces  minima  de  |)v|  et  de  [a,  Tun  au  moins  correspond 
à  un  changement  de  feuillets;  les  deux,  si  k  est  compris  entre 
—  A  et  —  B. 

L'intégrale  (X«,  X)  est  infinie  avec  |X|  :  pour  étudier  Tallure  de 
la  géodésique  à  l'infini,  nous  écrirons  la  formule  (7)  sous  la 
forme 


A.    ''''Lv   (l^-^)(A  +  ix)(B-i-fx)       kJ"" 


(les  radicaux  étant  pris  positivement)  :  nous  constatons  alors  que 
-  tend  vers  une  limite  q  donnée  par  l'équation 


(8) 


'"KO^X,       "^Q^V/a-A-KAixKBH-X)] 


Mais  nous  pouvons  développer  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (y)  suivant  les  puissances  de  — y  et  de  -  raispectivement, 

puis  intégrer  :  la  relation  précédente  donne  la  valeur  de  la  con- 
stante d'intégration  et  il  vient 

,,.,       X-hB  —  k  ,.        ,      ,  A-t-B— -X- 

Iog(— X)H -^ H...=  Iog(-7)-hIogfH h..., 

OU,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres 

A  -h  B  —  A-  /         A  -4-  B  —  A  \ 

Ah h...  =  -^(^in H...J, 

les  termes  non  écrits  étant  infiniment  petits. 

(')  Il  y  a  exception  pour  A  =  —  A  ou  k  —  -  H  ( asymptolisme  aux  paraboles 
principales). 
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Donc,  la  ligne  figurative  de  la  géodésique  a  une  asymptote. 
La  géodésique  elle-même  a  également  une  asymptote  dans 
l'espace  :  car,  en  substituant  dans  les  formules  (6)  la  valeur 
trouvée  pour  )^  en  fonction  de  [jl,  il  vient 


(8') 


\ 

y 


/  ^  A  r»  A  H-  B  —  X    ,  . 


Nous  avons,  maintenant,  à  nous  demander  ce  qui,  dans  le  cas 
général,  correspond  aux  résultats  obtenus  (relativement  à  la  forme 
des  géodésiques)  sur  les  nappes  infinies  de  l'iiyperboloïde. 

On  peut  remarquer,  à  cet  effet,  que,  lorsque  le  point  mobile 
s'éloigne  à  Tinfini  sur  la  géodésique  dans  une  direction  déter- 
minée, la  représentation  sphérique  tend  vers  une  position  limite 
déterminée;  et  c'est  ce  fait  qu'on  peut  chercher  à  généraliser. 

Seulement,  la  question  ainsi  posée  ne  dépend  pas  seulement  de 
l'élémenl  linéaire;  sa  résolution  exigerait  que  Ton  ait  déterminé 
la  surface  elle-même;  et  elle  n'aurait  aucun  sens  pour  les  pro- 
blèmes de  Dynamique  à  deux  degrés  de  liberté,  autres  que  le 
mouvement  d'un  point  sur  une  surface. 

Aussi  la  laisserons-nous  de  côté  et  considérerons-nous  la  géné- 
ralisation cherchée  sous  le  point  de  vue  suivant  : 

Représentons  les  points  de  la  nappe  infinie  par  leur  distance  u 
(comptée  suivant  la  géodésique  normale)  à  la  ligne  de  gorge  et 
l'arc  V  de  cette  ligne,  comptée  depuis  une  origine  fixe  jusqu'au 
pied  de  cette  distance.  Je  dis  que  lorsquUin  point  s^éloignera 
indéfiniment  sur  une  géodésique,  v  tendra  vers  une  limite. 

Pour    le    prouver,    considérons    l'équation    différentielle    des 

géodésiques 

d^u      ,r       /du\n 

où 

^~  C  Ou 
(du'^'\-  Cj^  dç-  élanl  l'élément  linéaire). 


i04 


Si   la   courbure   est   négative,    la   quantité  -=   est   décrolssanle 
lorsque  u  croît  et  l'on  a,  par  conséquent, 

h  étant  une  certaine  constante;  moj'ennant  quoi,  Téqualion  diffé- 
rentielle montre  que  Ton  a 

/  du  \  *1  .      1  du 


-"°4-(S)*]>; 


et,  par  suite,  que  la  quantité 

l-(S)']<-*'-=['=S<»-*)]' 

est  toujours  décroissante  lorsque  l'on  s'éloigne  sur  la  géodésique. 

k  désignant  la  valeur  de  l'expression  C^  (w-f-A)  au  point  (</o9  ^'o) 
de  la  courbe,  il  vient 

ds 
Or  le  rapport  -r-  tend  vers  l'unité  et  quanta  C,il  est  égal  à  */ mul- 
tiplié par  une  quantité  non  infiniment  petite  (à  cause  de  -r-j  >Oj, 

Donc,  r intégrale  du  second  membre  est  Jinie  pour  u  =  oo  : 
ce  qu'il  fallail  démontrer. 

Considérons  une  géodésique  L  qui  ne  sort  et  n'est  sortie  à 
aucun  moment  de  la  nappe  infinie,  de  manière  que  //  ait  un  cer- 
tain minimum  au  point  (//q,  ^o)*  Nous  venons  de  voir  que  la  va- 
riation totale  de  i^,  lorsqu'on  s'éloigne  (dans  un  sens  déterminé 
quelconque)  depuis  ce  poinl  (//(,,  To)  jtisqu'à  Tinfini,  a  une  valeur 
parfaitement  déterminée. 

On  peut  d'ailleurs  considérer  L  comme  définie  lorsqu'on 
donne  Uq  et  t'o- 

Supposons  que,  sans  changer  i'o,  on  augmente  //©,  de  manière 
à  substituer  à  L  une  nouvelle  géodésique  U,  La  variation  totale 
de  V  a  diminué  par  ce  changement. 

En  effet,  les  valeurs  de  if,  correspondant   à  une  même  valeur 


) 
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de  V  sur  L  cl  sur  IJ  ne  sont  jamais  égales  :  sans  quoi  le  poinl 
frinlersection  ainsi  obtenu  serait  sommet  d^un  triangle,  formé 
par  L,  U  et  la  géodésique  v  =  v'o»  triangle  qui  serait  réductible  et 
birectangle  :  ce  qui  ne  se  peut.  Donc,  Ja  valeur  relative  à  L'  est 
plus  grande  que  la  valeur  relative  à  L,  et,  par  conséquent,  u 
devient  infini  sur  L'  avant  de  le  devenir  surL. 

Que  devient  cette  variation  totale  de  v  lorsque  Uq  augmente  in- 
définiment? Tend-elle  vers  zéro  ou  vers  une  limite  non  nulle?  La 
considération  de  la  courbure  totale  va  nous  permettre  de  répondre 
à  cette  question. 

Considérons,  en  eflfet,  la  géodésique  menée,  normalement  à  la 
ligne  de  gorge,  par  un  point  quelconque  /?i(w,  i>)  de  L.  L'angle  a 
que  fait   cette  géodésique  avec  L   tend  vers  zéro,  puisque  son 

cosinus  est  -y  Or  la  différence a  n'est  autre  que  la  courbure 

(prise  en  valeur  absolue)  du  quadrilatère  compris  entre  L,  la  ligne 


i/*Oo 


de  gorge  et  les  deux  géodésiques  normales  (celle  que  nous  venons 
de  mener  et  la  géodésique  v  =  Vo  (^fig'  4)?  puisque  ce  quadrilatère 
a  trois  angles  droits. 

Donc  la  valeur  (Inale  de  i»  correspondra  à  une  géodésique 
p=  t^i  (/î^.  4)  telle  que  la  courbure  totale  de  la  région  comprise 
entre  la  ligne  \;  =.  v^  —  g,  la  ligne  v  =  r©,  la  ligne  de  gorge  et  la 

ligne  L  tende  vers  ;-  lorsque  e  tend  vers  zéro. 

Cela  posé,  deux  cas  principaux  peuvent  se  présenter. 

En  premier  licu^    la  courbure  totale  de  la  nappe  infinie  peut 
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avoir  une  valeur  finie  :  il  en  sera  alors  de  même  pour  la  courbure 
de  la  bande  comprise  entre  la  ligne  de  gorge  ei  les  lignes  i^  =  t^«, 
ç  :=:  ç^  :  cette  dernière  courbure  sera  manifestement  de  la  forme 

La  fonction  /(c^)  sera  constamment  croissante  :  il  n*e$i  pas 
démontré  qu'elle  sera  continue,  mais  les  expressions  /(i^-ho), 
/(v  —  o)  auront  évidemment  un  sens.  Lorsque  v  augmentera  de 
la  longueur  /  de  la  ligne  de  gorge,  /(c^)  augmentera  de  la  quan- 
tité K,  qui  est  la  courbure  totale  de  la  nappe  infinie,  prise  en  va- 
leur absolue. 

Dès  lors,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  sur  la  géodésique  L 
considérée  tout  à  l'heure,  la  variation  totale  de  v  (depuis  u  =  u% 
jusqu'à  w=oo)  tendra,  lorsque  w©  augmentera  indéfiniment,  vers 
la  limite  i^,  —  i^o?  ^'i  étant  donné  par  l'équation 

[/(^.)]-/(^o)=5> 

où  [/(^i)]  désigne  une  quantité  comprise  entre  y(ri -h  o)  et 
/(i^i-o). 

On  remarquera  que,  si  K  est  inférieure  ->  L  devra  tourner 
autour  de  la  nappe  infinie  une  ou  plusieurs  fois,  et  un  grand 

nombre  de  fois  si  K  est  petit  par  rapport  à  -;  cela,  si  grand  que 

soit  Uo' 

Supposons,  au  contraire,  que  la  nappe  infinie  ait  une  courbure 
infinie.  A.lors  il  est  naturel  d'admettre  que  la  bande  comprise  entre 
deux  géodésiques  normales  à  la  ligne  de  gorge  a  également  une 
courbure  infinie. 

Les  remarques  présentées  précédemment  montrent  alors  que 
la  variation  totale  de  r  est  nulle  pour  u^=  x. 

Il  ne  reste,  comme  cas  intermédiaire,  que  celui  où  la  nappe 
serait  divisée,  par  certaines  géodésiques  normales  à  la  ligne  de 
gorge,  en  bandes  dont  les  unes  seraient  à  courbure  finie  et  les 
autres  à  courbure  infinie.  Il  est  clair  que  ce  cas  n'offre  aucune 
difficulté  essentielle  :  la  variation  de  c  tendra  vers  une  limite  nulle 
si  la  ligne  v  =  Vq  fait  partie  d'une  bande  de  courbure  infinie,  et, 
en  général,  vers  une  limite  différente  de  zéro  si  la  ligne  r  =  **© 
fait  partie  d'une  bande  de  courbure  finie. 
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Sur  rhj^perboloïde,  chaque  nappe  a  une  courbure  manifestement 
comprise  entre  o  et  2  7t.  Si  l'hyperboloïde  est  très  voisin  d'un 
cjlindre,  cette  courbure  étant  très  petite,  on  voit  que  toute  géo- 
désique  qui  ne  traverse  pas  l'ellipse  de  gorge  doit  tourner  un 
grand  nombre  de  fois  autour  de  rhyperboloïde. 

En  tout  cas,  la  portion  de  surface  comprise  entre  Tellipse  de 
gorge  et  deux  branches  d'hyperboles  principales  différentes  (au- 
trement dit  le  huitième  de  la  surface  entière)  a  une  courbure  in- 
férieure à  -;  donc,  toute  géodésique  qui  ne  traverse  pas  TeUipse 

de  gorge  doit,  si  on  la  suit  depuis  son  point  le  plus  rapproché  de 
l'ellipse  de  gorge  jusqu'à  l'infini,  couper  au  moins  une  des  hyper- 
boles principales,  et,  si  on  la  suit  depuis  l'infini  jusqu'à  l'infini, 
couper  les  deux  hyperboles  principales,  l'une  d'elles  deux  fois. 

Ici  encore  on  peut  vérifier  le  résultat  directement  par  des  consi- 
dérations d'intégrales  imaginaires.  Il  s'agit,  en  effet,  de  démontrer 
que,  pour  A:  > — C  la  variable  [a  ne  peut  venir  de  oo  à  A*  et  re- 
tourner à  00  sans  que  X  effectue  au  moins  deux  oscillations  entre 

—  A  et  —  B;  autrement  dit,  de  vérifier  l'inégalité 

a(X:,«)>2(— A,— B). 

Or  on  a,  par  une  voie  toute  semblable  à  celle  qui  a  été  suivie 
précédemment,  la  relation 

(9)  î»(^%  *)  =  H-  A,  -  B)  H-  2(0,  -  C). 

Ajoutons  que  des  résultats  analogues  aux  précédents  pourraient 
être  énoncés  sur  les  surfaces  à  connexion  simple,  comme  le  para- 
boloïde  hyperbolique,  en  considérant  des  coordonnées  polaires 
géodésiques  m,  ç  rapportées  à  un  point  O  de  la  surface.  Si  la 
courbure  de  la  surface  ne  tend  pas  vers  zéro  à  l'infini  (exemple  : 
plan  non  euclidien),  l'angle  formé  par  les  asymptotes  menées  du 
point  O  à  une  géodésique  très  éloignée  tend  vers  zéro.  Si,  au 
contraire,  la  courbure  totale  de  la  surface  est  finie  (paraboloïde 
hyperbolique),  l'angle  limite  a  est  donné  par  la  condition 

an-  K  =  71, 

—  K  étant  la  courbure  de  la  région  indéfinie  comprise  dans  cet 

angle. 

* 

Je   me  propose  enfin  de  vérifier,  sur  les  quadriques  réglées. 
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c|iiclques-uns  des  ihéorcmcs  fondamenlaux  relalifs  aux  surfaces 
à  courbure  négative,  en  étudiant  les  géodësiques  qui  joignent 
deux  points  donnés. 

Il  y  a  lieu,  ici,  de  commencer  par  le  paraboloïde  hyperbolique, 
qui  esta  connexion  simple. 

Partons  des  équations  (6-7),  et  soit  à  faire  passer  une  géodé- 
sique  par  deux  points  dont  les  quatre  coordonnées  sont  T^i,  X^; 
1x4,  [As;  ()v2^X,  ;  [JL2^|J^i)-  La  variation  de  t,  le  long  de  Tare  de  géo- 
désique  cherché,  sera  représentée  par  Tune  des  trois  expressions 

y,(X-)=(X„X,), 

<p3(A)  =  (X,,  -  A)  -t-(X„  —  A); 

cette  môme  variation  sera  aussi  représentée  par  Tune  des  Irois 
expressions 

4't(A-)  =  (Xr,  fi,)-f-(A-,  fi,), 
4'î(A)  =  (-B,  |i,)-H(—»^  II,). 

et  c'est  en  égalant  les  deux  valeurs  ainsi  obtenues  pour  la  variation 
de  t  que  nous  obtiendrons  l'équation  qui  nous  fera  connaître  A\ 
Supposons,  en  premier  lieu,  que  les  deux  points  donnés  soient 
dans  des  feuillets  opposés.  Alors  Téquation  en  A'  sera 

et  A"  sera  nécessairement  compris  cnlrc  — A  et  —  H. 

Or,  lorsque  k  croît,  le  premier  membre  est  évidemment  dé- 
croissant et  le  second  croissant.  D'ailleurs  'f3(^)  est  infmi  pour 
A*  =  —  A  et  •}3(A')  pour /4== —  B. 

Donc  le  problème  admet  bien  une  solution  et  une  seule. 

Soient  maintenant  deux  points  situés  dans  des  feuillets  adjacents 
ayant,  par  exemple,  des  x  de  même  signe  et  des  r  de  signes  difTé- 
renls;  /c  sera  déterminé  |)ar  Tune  des  deux  équations 

(10)  'ii(A;  =  4/3(A-), 

(II)  3ij(/)r=^;/3(/,); 

il  sera  d'ailleurs  compris  entre  les  deux  limites  Aj  et  —  B  dans  le 
premier  cas;  Ao  et  —  A  dans  le  second. 

Finvisageanl   la    première   de   ces    deux   relations,   faisons   dé- 
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croître  k  depuis  —  B  jusqu'à  Xi-  Le  second  membre,  d^abord  in- 
fini, ira  en  décroissant,  pendant  que  le  premier  ira  croissant 
jusqu'à  sa  plus  grande  valeur  o^Çk^).  L'équation  (lo)  aura  donc 
une  solution  (et  une  seule)  si  Ton  a 

Prenons  maintenant  Tcqualion  (i  i),  en  faisant  croître  k  depuis 
As  jusqu'à  —  A.,  'f2()v2)  étant  évidemment  égal  à  «p«  (Xa),  le  premier 
membre  partira  de  la  même  valeur  qu^avait  atteinte  finalement 
Oi(A).  Je  dis  :  i**  que  ce  premier  membre  est  croissant;  2"  que 
i'onacp;(A)>.i;(A). 

La  dérivée  '^^(Â')  est  égale  à 

en  posant 

,>v  I  ,         du 


''•^^"  V    (A-f-X)(B-f-X)' 
quant  à  la  dérivée  'f'2(A*),  elle  a  pour  valeur 

f    iw'(Ù.->rj    MP'fl^ -h  a(Xi)p(X,) -h  a(X,W(Xj), 
X.  «A, 

ainsi  qu'on  le  voit  en  faisant,  dans  l'intégrale  ^^{k)^  la  substitution 
\=.k  —  Ç.  Cette  dérivée  est  donc  positive,  puisqu'on  a 

^^  -  2  Vx  ""  ^^^^^^  ~  îTirx/  ^  ''• 

De  plus,  elle  diminue  de  valeur  lorsque,  sans  changer  X*,  on  rem- 
place )v|  et  )v2  par  des  quantités  plus  petites  (algébriquement) 
a'^,  a!,,  car  le  terme 

(X;,x,)-h(x;,Xî): 

ainsi  ajouté  à  'f  (A*),  est  une  fonction  décroissante  de  /'.  La  plus 
petite  valeur  possible  de  '^'.^{k)  s'obtiendra  donc  en  remplaçant  )h 
et  ^2  par  — ^f  soit 

•-  —  « 

XXVI.  i4 


—  ilO 


D'antre  pari,  •yj,(A-)alleinlsa  plus  grande  valeur  pour  [jL|=:a2=«, 
Nous  avons  donc  à  vérifier  l'inégalilé 

(12)  X  I    uv'dX^'i  j     — u'vcCh. 

Nous  considérerons,  pour  cela,  trois  lacets,  le  premier  C|  joi- 
gnant le  point  )v  =  —  oc  au  point  X  ==  A*,  le  second  Ca  joignant  le 
point  /'  au  point  X=:-|-x;  le  troisième  C3  entourant  les  points 
)v  =  —  A,  X  ■=  o.  Le  premier  membre  de  l'inégalité  sera 

1=  Cuç'dl=  f—u'vd'k 

(le  chemin  C|  étant  parcouru  dans  le  sens  positif  de  l'axe  réel  sur 
sa  branche  supérieure  et  le  radical  wr  étant  pris  avec  le  signe  + 
sur  cette  branche);  ces  deux  valeurs  sont,  en  efTet,  égales  entre 

elles,  parce  que  leur  différence  est  égale  à  1  c/(iiv)  et  que  uv 
est  nul  à  l'infini,  [^e  second  membre  de  cette  inégalité  sera 


K=  C—u'vdl, 


le  lacet  c^  étant  également  parcouru  dans  le  sens  positif  sur  sa 
branche  supérieure,  sur  laquelle  on  suppose  in>  positif. 

Mais,   si   Ton   désigne  de  même  par  L  l'intégrale  /  —  u' v  cTk 

prise  suivant  le  chemin  C3,  dans  des  conditions  de  sens  et  désigne 

analogues  aux  précédentes,  le   théorème  de  Caucliy,  appliqué  à 

l'aire  comprise  cnire  les  trois   lacets  et  un   cercle  de  rayon  très 

grand,  donne 

K--r-4-L  =  o, 

car  la  fonction  —  u'v  est  holomorphe  dans  cette  aire,  et  si  le  ra- 
dical //t'  est  positif  sur  la  branche  supérieure  de  Cj,  il  est  négatif 
sur  la  branche  sii|>érieure  de  Ci  et  positif  sur  la  branche  supé- 
rieure de  L. 

L'inégalité  (12)  est  donc  démontrée  cl  il  est  établi  que,  à  elles 
deux,  les  deux  équations  (10)  et  (i  1)  ont  une  solution  cl  une  seule 
dans  les  limites  demandées. 

Kniin  le  cas  où  les  deux  points  donnés  sont  dans  le  même 
frulllet  n'ollVe  aucune  dillicullé  nouvelle  ;  on  a  ici  à  résoudre  Tune 


des  trois  éc|  nation  s 

(p,a)  =  '^/,(/o,     (-B<A<fx,), 

dont  la  première  admet  une  solution  si  Ton  a  à  la  fois 

?i(XO>'^i(>'î),    ?i(Hti)<'î'i(îJii); 

la  seconde,  si  l'on  a 
la  troisième,  si  Ton  a 

Sur  riiyperboloïde  à  une  nappe,  la  question  se  présente  sous 
un  aspect  un  peu  différent,  puisque,  la  surface  étant  à  connexion 
double,  deux  points  quelconques  sont  joints,  non  par  une  seule 
géodésique,  mais  par  une  infinité  de  telles  lignes,  correspondant 
aux  différents  types  de  chemins  que  Ton  peut  iracer  de  Tun  à 
l'autre.  Donc,  pour  déterminer  une  géodésique  passant  par  deux 
points  donnés,  nous  nous  donnerons  le  type  auquel  elle  appartient, 
et  c'est  sous  cette  condition  que  la  géodésique  cherchée  devra 
exister  et  être  unique.  Cette  circonstance  n'introduit  d'ailleurs 
d'autre  difficulté  que  celle  de  l'énumération  des  cas,  la  vérification 
étant  au  fond  analogue  à  celle  qui  était  relative  au  paraboloïde. 

En  désignant  encore  par  Xi  ?  ^^2j  f'-n  \*-2  (avec  )v2^)^i,  (X2  ^  [JL|  ) 
les  coordonnées  elliptiques  des  deux  points  donnés,  la  variation  0 
de  t  sur  l'arc  cherché,  exprimée  à  l'aide  de  la  variation  de  ).,  aura 
l'une  des  expressions  (  '  ) 

(14)    0  =  4>«(A')=I[-A,X,J-f-[-A,X,]-h2/*[-A,~BJ|  )\^'in^o)' 
(i5)    0=  F(A:)=[X,,^|-4-[X„A|,  j 

(16)    0=  ï(A)=[-A,X,J-f-[X,,X]  >(-A<A<-B), 

-4-I-A,A-l=:..|-A,/.]-|X,,X,l  ) 


(')  Il  semblerait,  au  premier  abord,  que   la   variation  de   t  puisse  être  encore 
exprimée  par 

(.6')  e=[-A,X,]-f-[X„Ar]  +  l-A,A-l=2[-\,Ar]-f-[X„X3], 

mais  r'cst  ce  qui  ne  peut  ùtrc,  à  cause  de  l'incsalité  3[ —  A,  Al>  a[—  C,  x]  pré- 
cédemment démontrée. 
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(n  étant  un  entier  positif,  négatif  ou  nul  et  le  signe  |  |  désignant 
des  valeurs  absolues). 

Le  choix  à  faire  entre  ces  diflTérentes  expressions,  ainsi  que 
la  valeur  à  prendre  pour  n,  doit  être,  en  général,  considéré 
comme  indiqué  par  la  nature  de  la  question,  car  Tindication  des 
feuillets  dans  lesquels  sont  situés  les  points  donnés  permet  de 
choisir  entre  les  équations  (i3)  et  (i4)  et  fait  connaître  la  parité 
de  /i,  pendant  que  la  considération  du  type  achève  de  déterminer 
cet  entier.  Alors  la  courbe  (3),  qui  a  pour  abscisses  les  valeurs 
de  k  et  pour  coordonnées  les  valeurs  de  6,  se  compose  d'un  arc 
asymptote  à  la  droite  A  ==  —  B,  l'ordonnée  6  allant  en  décroissant 
de  -f- 00  à  une  certaine  valeur  finie  lorsque  k  croît  de  — B  à  sa 
limite  supérieure  [a. 

Il  n'y  a  d'exception  que  pour  n  =  o,  cas  auquel  6  peut  parfai- 
tement (sans  que  nous  en  soyons  avertis  par  les  données  du  pro- 
blème) être  fourni  par  la  formule  (i5)  et  non  par  la  formule  (i3), 
ou  par  la  formule  (i6)  et  non  par  la  formule  (i4)  •  dans  ce  cas,  la 

courbe  (S)  se  compose  de  deux  arcs,  run,0  =  F(â)[ou  6  =  ^(^)] 


Fig.  5. 


asymptote  à  la  droite  k  =  —  B  et  le  long  duquel  0  décroît  de  H-  oo 
à  une  certaine  valeur  finie  pendant  que  k  décroît  de  —  B  à  )v2  ; 
Taulre,  0  =  Fo(A)[ou  0  =  ^o{k)]^  le  long  duquel  6  décroît  à  par- 
tir de  la  valeur  finie  dont  il  vient  d'être  question,  tandis  que  k 
croît  de  X2  à  (jL|  ;  ces  deux  arcs  se  raccordent  entre  eux  au  point 
A*  =  ^2  (et  sont  d'ailleurs  deux  arcs  consécutifs  d'une  même 
courbe  analytique)  {Jifi^.  5). 
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Pareillement,  la  variation  6|  de  /,  évaluée  à  Taide  de  la  variation 
de  u,  aura  l'une  des  expressions 

(17)  0,=  n(A:)  =  [-C,fx,]-f-f-G,ji,]        (A<-C), 

(18)  0,  =  V(A-)  =  [ixi,ïi,], 

(19)  0,  =  M^(A-)  =  [A:,  jIi]-h[A',ji,]        (A->-C), 

le  choix  entre  l'équation  (17)  et  Tune  des  équations  (18),  (19) 
étant  indiqué  parla  situation  des  deux  points  donnés  relativement 
à  l'ellipse  dégorge,  mais  non  le  choix  enlrc  (18)  et  (19);  de  sorte 
que  la  courbe  ((D),  qui  a  les  valeurs  de  k  pour  abscisses  et  les  va- 
leurs de  O1  pour  ordonnées,  se  compose  :  si  les  deux  points  donnés 
sont  de  côtés  différents  par  rapport  à  l'ellipse  de  gorge,  d'un  seul 
arc,  6|  =  n(Â'),  le  long  duquel  6j  croit  constamment  et  indéfi- 
niment pendant  que  k  croît  jusqu'à  —  C  ;  si  les  deux  points 
donnés  sont  du  même  côté  par  rapport  à  cette  ellipse,  de  deux 

arcs,  6|  =  ^^(Â')et6|  =  W{k)  se  raccordant  entre  eux  pour  Ar=  (jL|, 
de  sorte  que,  dans  la  courbe  totale,  6|  croît  encore  constamment 
et  indéfiniment,  mais  que  k  croît  de  X^  ^  y-^  pour  décroître  ensuite 
de  [Al  à  —  C. 

La  valeur  cherchée  de  k  est  donnée  par  l'équation  6|  =  6  ou  par 
l'intersection  des  courbes  (9)  et  ((ô)  :  ces  deux  courbes  ont  bien 
évidemment  un  point  commun  ;  le  fait  qu'elles  n'en  ont  qu'un 
seul  résulte  de  ce  que  : 

Pour6  =  F;,(A-)ou4>«(A),  avec  0|  =  n(A-)  ou  ^'(X-),  Best  dé- 
croissant et  0|  croissant; 

Pour  e  =  F(A-)  ou  Ô(A-)  [avec  0,  =  n(A-)  ou  V(X  )],  on  a 

rfO       d^ 
dk  ^  dk 

(démonstration  analogue  à  celle  qui  a  été  faite  plus  haut,  la  li- 
mite —  QO  étant  simplement  remplacée  par  — B); 

Pour  0,  =  W{k)  [avec  6  =  F„(A  )  ou  ^n{k)l  on  a 


dk 

> 

rf6 
dk 

non  point  constamment  (cela  n'a  évidemment  point  lieu  si  n  est 
très  grand),  mais  (ce  qui  nous  suffit)  lorsque  0|  —  0  s'annule. 
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\ 


Pour  ëlablîr  ce  dernier  poinl,  remarquons  que  l'une  quelconque 
des  fonctions  F,, (A),  ^fi{k)  peut  toujours  s'écrire  sous  la  forme 

0  =  2n'[-A, -B]-h[I], 

/î' étant  un  entier  non  négatif  et  I  un  intervalle  ou  un  ensemble 
d'intervalles  (indépendani   de  A)  intérieurs  à  Tinlervalle  ( — A, 
—  B)  et  tels  qu'un  nombre  quelconque  compris  entre  —  A  et  —  B 
ne  soit  pas  situé  dans  plus  de  deux  d'entre  eux. 
Faisons  usage  de  l'équation 


(9) 


2[X-,0CJ  =  2[— A,  — B]-4-'?,fo,  — CJ, 


précédemment  obtenue;  soit  d'abord  /i'=  o;  alors  on  aura  con- 
stamment 


dk 


--m 


<2 


dk 


[-A,-B] 


<■> 


^[A-,x] 


<I^([^%Ki]-+-t^MAî]) 


la  seconde  inégalité  résultant  de  ce  que  ;7t[o,  —  C]  est  négatif;  la 
troisième,  de   ce   que,  comme  précédemment,  le   minimum   de 
;^([^*»  I^<]-H[A-,  aj])    a  lieu  pour  |X|  =  a,  =  00. 
Soit  maintenant  /l'^o;  il  suffit  de  montrer  que  l'inégalité 


(•20) 


_.(.,„'[-_A,-B]-H|l]) 


dk 


[A:,«J 


a  lieu,  non  point  constamment,  mais  eu  vertu  de  l'équation 

2n'f-A,-Bj-t-[[]  =  [A,|jL,]-f-[A-,,i,], 
ou  encore  de  l'inégalité  qui  en  résulte 


(  ■>.  r  ) 


^„'[-.A,-B]-[ï]^:i[A,x|. 


Or,  en  vertu  de  la  relation  (c)),  les  deux  inégalités  (21)  et(9>o) 
s'écrivent  respectivement 

9.(/r-i)[~A, -B|-+-[I]<-2lo,-Cl, 


~j.^(,i'_0[-A,-B]  +  [I] 


'}. 


dk 


[«,G| 


et  il   devient  clair  que   la  première  entraîne   la  seconde,  car  on 
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passe  Je  rélémcnt  d'intégrale 


t  '  1  -S''  l/a=^?KÂ 


X)(H  -r-X)(C-+-).> 


d[\] 


à  l'élément  d'intégrale  -~  en  nuillipliant  par  -pc tt  et,  par  con- 
séquent, le  rapport  des  premiers  membres  des  deux  inégalités  pré- 
cédentes est  — -, r-rr*  )/  étant  compris  entre  — A  et  —  B,  tandis 

•À{k  —  A  )  *  ' 

que  le  rapport  des  seconds  membres  est — -, rr-^  V  étant  com- 

pris  entre  o  et  —  C. 

En  un  mol,  la  relation  (9)  permet,  à  elle  seule,  de  répondre  à 
la  question  dans  tous  les  cas. 

Si  le  nombre  n  qui  figure  dans  les  relations  (i3)  et  (i4)  est  très 
grand,  0  a  nécessairement  une  très  grande  valeur  (puisque  [ —  A, 
—  B]  ne  descend  jamais  au-dessous  d'une  certaine  limite  lorsque  A" 
varie  de  Ao  à  uL|);  il  doit  donc  en  être  de  même  de  0|,  ce  qui  ne  se 
peut  que  si  A*  est  très  voisin  de  —  C.  Nous  voyons  donc  bien, 
conformément  à  ce  qui  se  passe,  d'une  façon  générale,  sur  les 
surfaces  à  courbures  opposées,  que  si  Von  joint  deux  points 
donnés  //?,  m'  par  une  géodésique  effectuant  un  nombre  de 
plus  en  plus  grand  de  circulations  autour  de  Vliyperholoïde, 
la  direction  initiale  de  cette  géodésique  en  un  quelconque  de 
ses  points  extrêmes  m,  m' tend  vers  celle  de  V asymptote  menée 
du  même  point  à  l'ellipse  de  gorge. 

Supposons,  au  contraire,  que  la  géodésique  considérée  varie, 
d'une  manière  continue,  pendant  qu'une  de  ses  extrémités  reste 
fixe,  mais  que  l'autre  s'éloigne  indéfiniment  sur  une  géodésique 
donnée  L.  Dans  ces  conditions,  nous  savons  que  la  géodésique 
variable  tend  vers  une  posilion  déterminée  L',  qu'on  peut  encore 
appeler  une  asymptote  ou  une  parallèle  lobatchewskienne  (*) 
menée  du  point  donné  à  la  géodésique  donnée.  Il  est  aisé  de 
trouver  ici  cette  position  limite.  La  géodésique  variable  sera,  en 
eiret,  déterminée  par  l'équation  6|  =  6,  dans  laquelle  )v2,  p-j 
.   seront  les   coordonnées  du   point  mobile  de    L,  et  nous  savons 


C)  Il  est  clair  que  les  paraUèles  dont  nous  parlons  ici  ne  doivent  pas  ôtre 
confondues  avec  les  courbes  j^énéralement  désignées  sous  ce  nom  dans  la  Thét>rie 
des  surfaces. 
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que  )v2  tend  vers  une  limite  déterminée  Xo,  pendant  que  (jlj  lend 
vers  00  :  la  valeur  de  k  relative  à  \J  s'obtient  donc  par  la  même 
équation  6|  =  6,  où  Ton  aura  fait  X^  =  ^o?  l^t  =  ^' 

Il  est,  dès  lors,  évident  que  la  limite  analogue  à  Xo  relative  à  \J 
est  égale  à  Ao;  ainsi,  les  géodésiques  asymptotes  entre  elles,  sur 
V hyperboloïde  à  une  nappe,  sont  celles  pour  lesquelles  la 
limite  du  paramètre  \  est  la  même. 

On  sait  que  si,  sur  une  surface  à  courbure  négative,  deux  géo- 
désiques parallèles  (*)  entre  elles  restent  dans  une  région  finie, 
ou  si  la  courbure  de  la  surface  ne  tend  pas  vers  zéro,  lorsqu'on 
s'éloigne  à  l'infini,  la  distance  mutuelle  de  ces  deux  géodésiques 
tend  vers  zéro.  En  est-il  de  même  dans  le  cas  actuel  ? 

La  réponse  est  négative  :  elle  résulte  de  ce  que  la  valeur  de  k 
est  din*érente  sur  les  deux  courbes  (nous  savons,  en  effet,  que  la 
quantité  Xo  dépend  des  deux  constantes  d'intégration)  et  que,  par 
conséquent,  d'après  ce  qui  a  été  vu  précédemment  [formules  (5)] 
sur  les  allures  des  géodésiques  à  l'infini,  nos  deux  courbes  sont 
asymptotes  à  deux  droites  différentes. 

Les  résultats  sont  tout  semblables  sur  le  paraboloïde  hyperbo- 
lique :  sur  ce  dernier,   deux  géodésiques  seront  parallèles  si  la 

limite  q  du  rapport  ->  donnée  par  la  formule  (8),  est  la  même 

pour  l'une  et  pour  l'autre;  dès  lors,  si  les  deux  courbes  ne  sont 
pas  confondues,  les  valeurs  de  k  qui  leur  correspondent  ne  seront 
pas  les  mêmes,  puisque  la  formule  (8)  contient  la  seconde  con- 
stante d'intégration.  Donc  aussi  les  asymptotes  rcctilignes  [for- 
mules (8')]  seront  différentes. 

Ainsi  la  théorie  des  géodésiques  parallèles  sur  les  surfaces  du 
second  degré  réglées,  tout  en  étant,  d'une  façon  générale,  analogue 
à  la  théorie  des  parallèles  en  Géométrie  non  euclidienne,  s'en 
éloigne  et  se  rapproche  de  la  théorie  euclidienne  par  ce  fait  que 
la  distance  de  deux  parallèles  tend,  non  pas  vers  zéro,  mais  vers 
une  limite  finie,  propriété  qui  tient,  bien  entendu,  à  ce  que  la 
courbure  tend  vers  zéro  sur  les  nappes  infinies. 

(')    V^oir  hi  note  de  la  page  préccdcnle. 
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RECHERCHES  SUR  LES  SURFACES  ALGÉBRIQUES 
QUI  ADMETTENT  POUR  LIGNE  ASTMPTOTIQUE  UNE  CUBIQUE  GAUCHE; 

Par     M.    Ch.    Bioche. 

Les  recherches  dont  quelques  résultats  sont  contenus  dans  ce 
Mémoire  m'ont  été  inspirées  par  cetle  remarque  :  le  lieu  des 
pôles  d'un  plan  par  rapport  aux  quadriques  qui  passent  par  une 
cubique  gauche  est  une  surface  du  troisième  ordre  a^^ant  cette  cu- 
bique comme  asymptotique.  J'ai  voulu  chercher  si  toute  surface 
du  troisième  ordre  à  cubique  asymptotique  pouvait  se  définir  ainsi. 
J'ai  été  conduit  à  étudier  un  cas  particulier  de  la  correspondance 
qui  existe  entre  les  points  conjugués  par  rapport  à  un  réseau 
de  quadriqges;  ce  qui  m'a  permis,  non  seulement  de  résoudre  le 
problème  que  je  m'étais  posé,  mais  encore  de  le  généraliser  et 
d'obtenir  des  résultats  qui  m'ont  semblé  curieux. 

J'ai  étudié  en  détail  les  surfaces  du  troisième  ordre  qui  ont  une 
cubique  pour  ligne  asymptotique;  cette  étude  est  assez  considé- 
rable pour  faire  l'objet  d'un  autre  Mémoire  que  je  compte  publier 
prochainement.  On  trouvera,  d'ailleurs,  une  grande  partie  des  ré- 
sultats que  j'ai  obtenus,  dans  une  Note  insérée  aux  Comptes 
rendus  de  V Académie  des  Sciences  (5  juillet  1897). 

I. 

FIGURES    CONJUGUÉES    PAR    RAPPORT    A    INE    CUBIQUE    GAUCHE. 

1.  Points  conjugués. —  Si  l'on  considère  trois  quadriques,  ou 
le  réseau  déterminé  par  trois  quadriques,  à  tout  point  M  de  l'es- 
pace on  peut  faire  correspondre  le  point  M'  où  se  coupent  les 
plans  polaires  de  M  par  rapport  aux  quadriques.  On  a  ainsi  une 
transformation  ponctuelle  bien  connue.  Dans  le  cas  où  les  qua- 
driques ont  en  commun  une  cubique  gauche  F,  les  points  M  et  M' 
sont  conjugués  sur  une  corde  de  celte  cubique.  Je  dirai  qu'ils 
sont  conjugués  par  rapport  à  F. 

Si  cette  courbe  est  la  cubique  commune  aux  trois  quadriques 
ayant  pour  équations 

\Z-\^^o.         YZ  — XT^o,         Z^— YT  =  o, 
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on  trouve  facilemenl  que  les  coordonnées  d'un  poinl(X,  Y,  Z,T), 
conjugué  d'un  point  (x,^,  z^  t)  sont  données  par 

X  =  p(  '^Tyz  —  iy^ —  T^t), 
Y  =  p{'xxz^  —y^z—xjrt), 

Z=zp(yz*     — 2y*t-hXZt), 

p  étant  un  coefficient  de  proportionnalité. 

A  chaque  point  M  de  Fespace correspond  un  conjugué  unique  M', 
sauf  si  ce  point  est  sur  la  cubique  fondamentale  F;  dans  ce  cas 
particulier  le  conjugué  de  M  est  indéterminé  sur  la  tangente.  Il 
résulte  de  là  que  si  Ton  considère  une  figure,  lieu  de  points  M,  la 
figure  conjuguée,  lieu  de  points  M',  pourra  contenir  une  partie 
parasite  composée  de  tangentes  à  la  cubique,  ou  deja  dévelop- 
pable  des  tangentes  (suivant  que  la  première  figure  sera  une  ligne 
ou  une  surface);  c'est  la  partie  restante  que  j'appellerai  conju- 
guée  proprement  dite,  ou  tout  simplement  conjuguée  de  la  fi- 
gure donnée. 

2.  Ligne  conjuguée  d'une  droite,  —  Si  une  droite  A  ne  coupe 
pas  la  cubique  F,  sa  conjuguée  est  une  cubique  gauche.  Car  dans 
tout  plan  passant  par  A  il  y  a  trois  points  de  la  conjuguée,  situés 
respectivement- sur  les  cordes  qui  sont  contenues  dans  le  plan.  La 
droite  A  coupant  quatre  tangentes  de  F,  sa  conjuguée  passe  par  les 
points  de  contact  de  ces  tangentes. 

En  outre,  cette  courbe  louche  en  chacun  de  ces  points  le  plan 
osculateur.  En  effet,  il  résulte  des  formules  précédentes  que  la 
surface  conjuguée  d'un  plan  est  une  surface  du  troisième  ordre, 
et  le  plan  tangent  au  point  x  =y  :=  z  =:  o  est  précisément  le 
plan  osculateur;  et  rien  ne  particularise  ce  point  sur  la  courbe, 
par  suite  celle-ci  est  une  asymptotiiiue  de  la  surface  (*).  Si  l'on 
considère  deux  plans  passant  par  A,  l'intersection  des  surfaces 
conjuguées  se  compose  de  F  comptée  deux  fois,  et  d'une  cubique 


(')  Plus  gcnéralemcnl,  on  peut  remarquer  que  la  surface  conjuguée  d'un  plan 
est  une  Iransforniée  hoinograpliique  du  lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  cubique 
gauche.  Or,  le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  courlie  est  une  surface  admel- 
lanl  relie  rourbc  comme  asyinploiique. 
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(|ui  touche  le  plan  osculaleur  de  F  en  chacun  des  points  où  elle 
rencontre  cetle  courbe,  le  plan  oscillateur  de  cette  dernière  étant 
tangent  aux  surfaces  qui  contiennent  la  conjuguée  de  A. 

Donc,  la  conjuguée  d'une  droite  A,  par  rapport  à  une 
cubique  gauche  F,  quelle  ne  rencontre  pas,  est  une  cubique 
gauche  coupant  F  aux  quatre  points  de  contact  des  tangentes 
qui  rencontrent  A,  et  touchant  en  chacun  de  ces  points  le  plan 
osculateur  à  F. 

3.  On  voit  facilement  que  : 

1°  Si  A  rencontre  F  en  un  point  jjl,  et  n'est  pas  dans  le  plan 
osculaleur,  la  tangente  en  jjl  est  une  partie  parasite  de  la  conju- 
guée, la  conjuguée  proprement  dite  est  une  conique.  Celle-ci 
passe  par  |jl  et  par  les  points  de  contact  des  tangentes  qui  coupent  A; 
en  ces  points  elle  touche  les  plans  osculateurs; 

2°  Si  A  rencontre  F  en  un  point  [jl  et  se  trouve  dans  le  plan  os- 
culateur, sa  conjuguée  est  une  droite  qui  rencontre  la  cubique  au 
point  (jl',  tel  que  la  tangente  en  yJ  rencontre  A.  Cette  droite  est 
dans  le  plan  osculateur  en  ^k'  et  passe  par  la  trace  de  la  tangente 
en  [A  sur  ce  plan. 

3"  Si  A  est  une  corde  de  F,  c'est  évidemment  sa  propre  conju- 
guée. 

4.  Conjuguée  d'une  ligne,  —  Plus  généralement  soit  L  une 
ligne  d'ordre  m  ;  elle  coupe  en  3m  points  la  surface  conjuguée  d'un 
plan  P.  La  transformation  donnerait  la  conjuguée  de  L  et  le 
plan  P.  Donc  la  conjuguée  complète  de  L  est  d'ordre  3  m  ;  mais  si  L 
coupe  F  en  Âr  points  et  touche  le  plan  osculateur  en  h  de  ces  points 
la  surface  conjuguée  de  P  est  coupée,  quel  que  soit  P,  en  A'  -h  h 
points  qui  ne  doivent  pas  être  comptés  dans  l'évaluation  de  l'ordre 
de  la  conjuguée  proprement  dite  de  L.  L'ordre  de  cette  conju- 
guée est  donc  donné  par 

m'=  3//1  —  (A  •+■  /i) 

et  comme  L  coupe  la  développable  des  tangentes  à  F  en 

4  /n  —  ik  —  h 

points,  autres  que  les  points  situés  sur  F,  sa  conjuguée  rencontre  F 
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aux  points  de  coRlacl  des  langenles  correspondantes  et  y  touche 
le  plan  osculateur. 

5.   Conjuguée  d'une  sur/are.  —  P«»ur  évaluer  l'ordre  de  la 
surfaces,  conjuguée  d'une  surface  S,  je  vais  déterminer  le  nombre 
des  points  d'intersection  de  S  avec  une  droite  A  quelconque,  ou 
de  S  avec  la  conjuguée  de  A,  qui  est,  comme  on  Ta  vu,  une  cu- 
bique gaucbe. 

Soit  m  Tordre  de  la  surface  S,  celte  surface  est  coupée  en  3m 
points  par  la  cubique  conjuguée  de  A;  mais  cette  cubique  coupe  F 
en  quatre  points  et  y  touche  le  plan  osculateur;  donc,  si  la  sur- 
face S  contient  Y  comme  ligne  multiple  d'ordre  k  et  si  h  des 
nappes  passant  par  F  y  sont  tangentes  aux  plans  osculateurs,  il  y 
a  /\{k  -{-  h)  points  d'intersection  de  S  et  de  la  conjuguée  de  A  qui 
ne  correspondent  pas  à  des  points  d'intersection  de  S  et  de  A, 
Tordre  de  S  est  donc 

m'  =  3  m  —  4  (  ^  -*-  ^)- 

Si  Ton  se  reporte  aux  formules  de  transformation,  on  voit  que 
sur  la  conjuguée  complète  de  S,  qui  comprend  comme  partie 
parasite  la  développable  des  tangentes  comptée  k  -\-  h  fois,  la 
cubique  F  est  ligne  multiple  d'ordre  m  -h  k.  Comme  elle  est  du 
deuxième  ordre  de  multiplicité  sur  la  développable  des  tangentes 
elle  est,  sur  la  conjuguée  proprement  dite,  seulement  de  Tordre  A' 

A'  =  {m  -»-  k)  —  2(k-{-  h)  =  m  ^{k  -^ih). 

Pour  déterminer  le  nombre  A'  des  nappes  de  la  surface  S  qui  sont 

tangentes  aux  plans  osculateurs  de  F,  sur  la  courbe  F  elle-même, 

il  suffit  de  remarquer  que  la  conjuguée  de  2  est  d'ordre  m.  On  a 

donc 

/n  =  3 (  3  //ï  —  4  ^  —  1  ''  )  —  4  [  "'  —  k  —  '} Ji  -r-  h' ]. 

(Toii  Ton  lire 

//'=  m  —  (9.k  -4-  /i). 

En  rapprochant  les  diverses  égalités  que  je  viens  d'obtenir,  on 
trouve  immédiatement 
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de  sorte  que,  si  deux  nombres  corrélatifs  sont  égaux,  les  autres  le 
sont  aussi. 

6.  Si  une  surface  ne  contient  pas  F,  sa  conjuguée  admet  F 
comme  courbe  multiple  d'ordre  m,  les  m  nappes  étant  tangentes 
aux  plans  osculateurs  en  chaque  point  de  F.  L'exemple  le  plus 
simple  est  donné  par  la  surface  So  conjuguée  d'une  quadrique. 

Les  sections  de  cette  surface  S^  sont  en  général  du  genre  quatre. 
La  surface  possède  six  points  triples,  elle  contient  six  droites  et 
douze  coniques;  par  chaque  point  de  la  surface  passent  deux  cu- 
biques conjuguées  des  génératrices  de  la  quadrique.  La  surface 
coQtienten  outre  quinze  cubiques  gauches  particulières  conjuguées 
des  coniques  de  la  quadrique  qui  rencontrent  F  en  trois  points. 

IL 

ÉQUATION    DES   SURFACES   AYANT   POUR   LIGNE   ASYMPTOTIQUE 

UNE   CUBIQUE   GAUCHE. 

7.  Surfaces  du  troisième  ordre,  —  Si  une  surface  du  troi- 
sième ordre  admet  pour  ligne  asjmptotique  une  cubique  gauche, 
cette  ligne  ne  peut  être  que  simple:  on  a  alors 

et  Tordre  de  la  conjuguée  est  donné  par 

,n'=  3  X  3  — 4ti-4-f]  =  I. 

Donc,  toute  surface  du  troisième  ordre  qui  admet  pour  ligne 
asymptotique  une  cubique  gauche  peut  être  définie  comme 
conjuguée  d^ un  plan  par  rapport  à  cette  cubique,  ou,  autre- 
ment dit,  comme  lieu  des  pôles  d'un  plan  par  rapport  aux 
quadriques  passant  par  la  cubique. 

Si  trois  quadriques  passant  par  la  cubique,  et  n'a^'ant  que 
celle-ci  en  commun,  ont  pour  équations 

Qi^o,        Qi=o.        Q.i=o, 

le  lieu  des  pôles  d'un  plan  P  ayant  pour  équation 

Wh-BY-^-CZ  4-  DT  =  o. 


fy 
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par  rapport  aux  quadriques  passant  par  la  cubique  considérée, 
peut  se  représenter  par 


àx 
àQi 


ày 

dQt 


ds 
àQt 


àQ, 
dt 


dx 

ày 

dz 

dt 

àq. 

àQ, 
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D 

=  o. 


Cette  forme  d^équation  montre  que  la  surface  du  Iroisic^me  ordre 
constitue,  avec  le  plan  P,  le  jacobîen  du  système  de  quadriques 

Qi  =  o,       Qj  =  o,       Qj  =  0, 
(  AX  -4-  BY  -h  CZ  -4-  DT)«  =  o. 

La  surface  du  troisième  ordre  est  une  des  nappes  du  jacobien; 
la  correspondahc^  qui  existe  entre  les  points  d^un  jacobien  donne 
une  représeiltation  de  la  surface  sur  le  plan. 

J^ai  étudié  en  détail  les  surfaces  du  troisième  ordre  dont  je 
viens  de  parler;  cette  étude  fait  Tobjet  d'un  Mémoire  spécial. 

8.  Généralisation^,  —  SI  l*oh  développe  le  déterminant  qui 
est  dans  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  surface  du  troi- 
sième ordre,  cette  équation  prend  la  forme 


les  équations 


ASi-h  BS,-^  CSs-h  DSv  =  o  ; 


Si  =  o,        Sj=Oi        53  =  0,        Sv=D 


représentant  les  surfaces  Conjuguées  des  plans  du  tétraèdre  de 
référence.  On  peut  remarquer  que  si,  au  lieu  de  prendre  pour 
A,  B,  C,  D  des  constantes,  on  prenait  des  fonctions  d'ordre 
m  —  3,  on  aurait  l'équation  d'une  surface  d'ordre  m  admettant 
en  chaque  point  de  T,  pour  plan  tangent,  le  plan  osculateur  à  V 
qui  est  tangent  à  chacune  des  surfaces  S|,  Sa,  Sj,  S4.  On  a  donc 
l'équation  de  surfaces  d'ordre  ht  ayant  T  comme  ligne  asjmpto- 
liquc;  je  vais  montrer  qUe  l'on  a  ainsi  l'équation  générale,  et  dé- 
duire de  cette  forme  d'équation  quelques  propriétés  des  surfaces 
en  question. 

î).   jVomhre  de  cotxdiliofis  nécessaires  pour  qnitne  cubique 
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soit  asymptotique,  —  Pour  qu^une  cubique  donnée  soit  ligne 
as^'mplotîque  d\inc  surface  d^ordre  m,  il  faul  :  i°  que  la  cubique 
soit  loul  enlièi*e  sur  la  surface,  ce  qui  donne  3/n-j-  i  conditions; 
2"  que  le  plan  tangent  à  la  surface  en  chaque  point  soit  le  plan 
osculateur  à  la  cubique. 
Si  celle-ci  est  donnée  par 


X        Y        Z  _ 


5^  -  P  -  X  -  ■"' 


Féquation  du  plan  tangent  en  un  point  de  cette  courbe  à  la  sur- 
face 

F(X,Y,X,T)  =  o, 
qui  le  contient,  est 

X  f;(X',  x«,  X,  I)  -h  Y  f;  (X^,  x«,  x,  o  -h  z  fi(X»,  x«,  x,  o 

-f-TF;(X»,X«,X,  i)  =  o, 

les  coefficients  de  Téquation  étant  les  dérivées  partielles  de  F,  où 
Ton  a  remplacé  X,  Y,  Z,  ï  respectivement  par  X',  X^,  X,  i. 

Le  plan  tangent  à  la  surface  et  le  pkn  osculateur  contenant, 
tous  deux,  la  tangente  à  la  cubique,  pour  exprimer  qu'ils  se  con- 
fondent il  suffit  d'écrire  que  leurs  traces  sur  un  des  plans  de 
coordonnées  sont  parallèles.  Or,  l'équation  du  plan  osculateur 
en  un  point  de  la  cubique  étant 

X  — 3XY-4-3X«Z  — X3=o, 

pour  que  le  plan  osculateur  se  confonde  avec  le  plan  tangent  a  la 
surface,  il  faut  et  il  suffît  que  Ton  ait 

3X  Fi(X%X3,X,  O-h  F;.(X\X>,X,  i)  =  o. 

Mais  comme  la  surface  contient,  par  hypothèse,  le  point  à  l'in- 
fîni  sur  OX  et  y  admet,  comme  tangente,  la  droite  Z  =  T=o, 
Téquation  de  la  surface  ne  contient  pas  de  terme  en  X"',  ni  en 
X'»-*Y. 

On  déduit  de  là  que  les  termes  de  degré  les  plus  élevés  en  \ 
proviennent  :  i"  dans  Fy  de  la  dérivée  du  terme  en  X*""*  Z  ; 
'1^  dans  F^  de  la  dérivée  du  terme  en  X'^'-^Y^.  Ces  termes  don- 
nent, dans  l'équation  considérée,  des  termes  de  degré  3m  —  4) 
qui  ne  se  réduisent   pas.  D'autre  part,  il  y  a  un  terme  indépen- 


danl  provenant  de  la  dérivée  du  terme  en  YT*""*.  Donc  Téqua- 
lion  précédente  est  de  degré  '^m  —  4  en  ).. 

Cela  exprime  que,  si  une  surface  d'ordre  m  passe  par  une  cu- 
bique gauche,  il  y  a,  en  général,  3  m  —  4  points  de  la  cubique  pour 
lesquels  le  plan  osculateur  est  tangent  à  la  surface.  Pour  que  la 
cubique  soit  as^mptotique,  il  faut  et  il  suffît  que  Téquatîon  qui  dé- 
termine ces  points  se  réduise  à  une  identité,  ce  qui  donne  3/w  —  3 
conditions,  à  ajouter  à  celles  qui  expriment  que  la  cubique  est  sur 
la  surface. 

En  résumé,  pour  qu'une  sur/ace  d'ordre  m  contienne  une 
cubique  gauche  et  l'admette  comme  ligne  asymptotique,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  vérifient 

(3m-4-i)-4-(3m  —  3)  =  G//i  —  'i 

équations  de  condition  linéaires. 

L'équation  générale  des  surfaces  d'ordre  m  contenant 

(/w-4-i)(m-»-9.)(/n-h3) 

coefficients  entrant  de  façon  homogène,  il  doit  rester,  dans  l'équa- 
tion des  surfaces  considérées, 

(m  — i)(m  —  •2)(m-4-9) 
6  ~ 

coefficients  dont  les  rapports  sont  arbitraires.  Pour  m  =  3,  on 
trouve  4  coefficienls  :  c^est  bien  le  nombre  constaté. 

10.  Forme  générale  d'équation  des  surfaces  d'ordre  m,  — 

L'équation 

^     (>Q,     ^,     dQ, 

âx       dy        àz        ât 
^     dQ,     dQ,     t^, 

03 


=  o, 


âx       ây       ôz        dt 

dQ,     dq^     d^     ^, 
dx       dy       ôz       dt 

A         B        C         D 

où  A,  B,  C,  D  sont  des  fonctions  arbitraires  d'ordre  m  —  3,  esl 
bien   l'équalion  pféncrale  des  surfaces  d'ordre  m  admettant   une 


I 
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cubique  comme  asymptolique.  La  cubique  élant  donnée,  il  semble 
que  réqualion  coDlienue 

(m  —  '}.)(m  —  ])m 
^ 6 

coefficienls  homogènes  et  arbitraires,  figurant  dans  Â,  B,  C,  D, 
et  Ton  a 

(m  —  i)(m  —  i)m       (m  —  i)(m  —  i)(m-i-g) 
^ 6 6 

(m  —  i)(/n  —  2)  (m  —  3) 


Mais  on  peut  multiplier  les  termes  de  chacune  des  premières 
lignes  par  des  fonctions  arbitraires  de  degré  m  —  4  ^^  ajouter  les 
résultats  à  la  dernière,  sans  changer  Téquation;  or  le  nombre 
des  coefficients  de  ces  fonctions  est  précisément  le  nombre  sura- 
bondant. 

Donc  l'équation  précédente  est  bien  l'équation  générale  cher- 
chée. 

111. 

PROPRIÉTÉS    D£S   SURFACES   AYAMT   UNE   CUBIQUE   ASYMPTOTIQUE. 

11.  Propriétés  générales.  —  Les  surfaces  ayant  pour  asym- 
ptotique  une  cubique  F  ont  des  points  doubles  sur  cette  cubique; 
si  celle-ci  est  représentée  par 

X        Y  _  Z  _  T 

X3  "  x«  ■"  X  "  ï  ' 

les  coefficients  de  Téquation  du  plan  tangent  à  la  surface  en  un 
point  de  F  sont  proportionnels  à 

I,    —  3X,     3X«,     —  X\ 

de  sorte  que,  si  le  premier  est  nul,  les  autres  le  sont  aussi.  Or,  si 
Ton  calcule  F^,  F(Xjy,  Zj  t)  =  o  étant  l'équation  de  la  surface 
considérée  et  F  étant  de  la  forme,  déjà  signalée, 

ASi-f-BSjH-CSa-hDS^, 

et  si  l'on  remplace  dans  F^.,  x,  y,  -,  t  par  A-',  A-,  A,  i,  on  trouve 
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facilement 

Fi(Xï,  X«,  X,  I)  =  A(X»,  X»,  X,  i)X»-H  B(X«,X«,  X,  i)X« 

C(X»,  X«,X,  i)X  -h  D(X»,  X«,  X,  I). 


Donc  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  F  sont  nulles 
pour  les  valeurs  de  XjyjZ,  t  qui  correspondent  aux  points  d'in- 
tersection de  la  cubique  F  avec  la  surface 

AX  -+-  BY  -+-  CZ  -H  DT  =  o. 

Cette  surface  est  d'ordre  m  —  2  ;  donc  les  surfaces  considérées 
doivent  avoir,  sur  F,  3(m  —  9.)  points  doubles. 

12.  Les  surfaces  admettant  F  comme  asjmptotique  ne  sont  pas 
les  plus  générales  parmi  celles  qui^  contenant  F,  ont  sur  cette 
courbe  3 (m  —  2)  points  doubles.  Si  l'on  se  donne  les  positions 
des  points  doubles,  on  a  3(/n — 2)  conditions  à  ajoutera  celles 
qui  expriment  que  F  est  asjmptotique,  ce  qui  donne 

6m  —  2-h3(/?i  —  2)=9m  —  8 

conditions.  Si  l'on  veut  exprimer  seulement  que  la  surface  con- 
tient F  et  qu'elle  a  3  (m  —  2)  points  doubles  donnés  sur  F,  on  a, 
quel  que  soit  /??,  trois  équations  de  moins  à  écrire.  En  eiTet,  on  a 
3m  +  I  équations  à  écrire  pour  exprimer  que  F  est  sur  la  surface; 
mais,  cela  fait,  il  ne  reste  plus  que  deux  équations  à  écrire  pour 
exprimer  qu'un  point  de  F  est  point  double  de  la  surface  (*);  on 

a  donc  en  tout 

3/;î-f-i-H6(/n  —  2)=9/n  —  11 

conditions.  On  peut  remarquer  que  si  une  surface  contenant  F 
a  un-point  double  sur  cette  courbe,  la  tangente  à  cette  courbe  ne 
coupe  la  surface  qu'en  trois  points,  tandis  que  si  F  est  asjmplo- 
liquc  la  langente  coupe  en  quatre  points. 


(')  Si  l'on  a  exprimé  qu*une  surface  V {x^y^  z)  —  o  contient  une  courbe  C, 
pour  exprimer  qu'un  point  de  cette  courbe  est  point  double  il  suffît  d*écrireque 
deux  des  dérivées  partielles  de  F  s'annulent  en  même  temps  pour  ce  point.  Si  la 
tangente  à  C  n'est  pas  parallèle  au  plan  des  xy  les  conditions  F^  =  o,  F^  =  o  ex- 
primeraient, si  l'on  avait  F^  ^  o,  qu'il  y  aurait  un  plan  tangent  parallèle  au  plan 

des  xy^  ce  qui  est  impossible.    On  doit  donc  avoir  F;  =  o  co  même  temps  que 
.•,1        11' 
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En  particulier  pour  m  =3,  la  surface  doit  avoir  trois  points 
doubles  et  contenir  les  tangentes  à  F  en  ces  points;  réciproque- 
ment toute  surface  du  troisième  ordre,  qui  contenant  F  possède 
sur  cette  courbe  trois  points  doubles  distincts  et  contient  les 
tangentes  en  ces  points,  admet  F  comme  asymplotique. 

13.   Surfaces  qui  divisent   harmonique  ment  les  cordes  de 

leur  cubique  asymplotique,  —  Il  est  tout  indiqué  de  chercher 

s'il  existe  des  surfaces  qui  soient  leurs  propres  conjuguées;  si  l'on 

fait  /n'=m  dans  Téquation  qui  donne  le  degré  de  la  conjuguée 

d^une  surface,  on  a 

m  =  2  (  X:  -h  A  ) 

comme  A'^h,  si  F  n'est  pas  ligne  multiple,  on  ne  peut  faire  que 

les  hypothèses 

A:  =  I,         A  =  o, 

La  première  conduit  aux  quadriques  contenant  F,  la  seconde 
aux  surfaces  du  quatrième  ordre  admettant  F  comme  asympto*- 
lique.  Or,  Féquation  générale  des  surfaces  du  quatrième  ordre 
admettant  F  comme  asymptotique  dépend  de  douze  paramètres; 
autrement  dit,  on  peut  assujettir  une  de  ces  surface^  à  passer  par 
douze  points  arbitrairement  choisis.  Si  la  surface  doit  être  sa 
propre  conjuguée  elle  est  déterminée  par  six  points  et  leurs  con- 
jugués. 

D'autre  part,  si  Ton  considère  un  système  composé  de  trois  qua- 
driques contenant  F  et  d'une  quatrième  quadrique  quelconque, 
deux  points  conjugués  sur  le  jacobien  de  ce  système  sont  conju- 
gués  par  rapport  à  F,  et  toute  corde  de  F  est  divisée  harmonique- 
ment  par  la  surface.  Et  précisément,  l'équation  du  jacobien 
dépend  de  six  paramètres,  bien  que  la  quatrième  quadrique  dé- 
pende de  neuf  paramètres,  parce  qu'on  peut  remplacer  cette 
quadrique  par  une  quelconque  du  réseau  défini  par  les  quatre 
quadriques. 

On  peut  considérer  une  surface  du  quatrième  ordre  ayant  pour 
ligne  asymptotique  une  cubique  gauche  dont  elle  divise  harmo- 
niquement  toutes  les  cordes,  comme  la  jacobienne  correspondant, 
à  un  système  de  quadriques  ayant  six  points  communs  ;  la  cubique 
asymptotique  est  colle  qui  passe  par  les  six  points.  Car  on  peut 
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toujours  prendre,  pour  trois  desquadrîques  du  système,  trois  sur- 
faces passant  par  un  septième  point  de  la  cubique  déterminée  par 
les  six  points. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  si  les  points  sont  distincte  ils  ne 
sont  pas  d'ordre  de  multiplicité  supérieur  à  deux.  Le  cône  des 
tangentes  en  chaque  point  est  celui  qui  passe  par  les  cinq  autres. 
Si  deux  points  se  confondent  ils  donnent  un  point  triple  et  la 
surface  contient  la  tangente  à  F.  Si  les  points  se  confondent  rfear 
à  deux  la  surface  se  décompose;  d'ailleurs,  il  n'existe  pas  de 
surface  du  quatrième  ordre  ayant  trois  points  triples,  non  en 
ligne  droite.  La  décomposition  donne  une  surface  de  troisième 
ordre  et  le  plan  conjugué,  on  retrouve  ainsi  les  surfaces  du  troi- 
sième ordre  comme  nappes  de  jacobien. 

14.  Surface  remarquable,  —  Sans  entrer  dans  le  détail  des 
particularités  qui  peuvent  se  présenter,  et  qu'il  est  facile  d'étu- 
dier, je  citerai  seulement  un  cas  remarquable,  celui  où  les  six 
points  de  base  du  système  desquadriques  se  confondent  trois  par 
trois;  c'est-à-dire  le  cas  dans  lequel  la  cubique  a  deux  contacts  du 
second  ordre  avec  une  quadrique  du  système  ne  passant  pas  par 
r.  On  peut  prendre  pour  cette  quadrique  soit  le  système  des  plans 
osculateurs  aux  deux  points  P  et  Q,  soit  le  système  des  plans  qui 
passent  par  PQ  et  qui  sont  tangents  à  F  chacun  en  l'un  des  points 
P  etQ. 

Si  la  quadrique  est  formée  par 

XT  =  o, 
l'équation  de  la  surface  est 

TS,-T-XS4  =  o. 

Si  la  quadrique  est  formée  par 

Téquation  de  la  surface  se  présente  sous  la  forme 

ZS,  -4-  YS,  =  n  ; 


) 
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on  peut  vérifier  que 

TS,  -h  XS4  =  ZS2  -+-  YS3  =  9.(XZ3  -  Y3T). 

La  surface  en  question  est  réglée,  ses  asjmplotiques  non  rec- 
tilignes  sont  les  cubiques 

X  _  J_  _   Z^  _  T 

X»  "  AX«  "  AX  -   I 

qui  se  déduisent    homngraphiquement  de  F  par  la   transforma- 
lion 

X  =  ar,         Y  =  A>',         Z  =  kz,        T  = /. 

On  en  conclut  immédiatement  que  la  surface  considérée  divise 
harmonique  ment  les  cordes  de  l'une  quelconque  de  ses  asym- 
pto  tiques. 

15.  Cette  surface  se  caractérise,  |)armi  toutes  les  surfaces  du 
quatrième  ordre  ajant  une  droite  triple  et  une  simple,  par  la 
propriété  suivante  :  C^est  la  seule  sur/ace  de  cette  catégorie 
qui  puisse  se  transformer  ho mo graphiquement  en  elle-même 
de  façon  que  les  points  homologues  ne  soient  pas  situés  sur 
une  même  génératrice. 

Si  une  surface  ayant  deux  directrices  multiples  se  transforme 
homographiquement  en  elle-même,  ces  directrices  sont  évidem- 
ment des  arêtes  du  tétraèdre  qui  se  conserve  en  même  temps 
qu'elles.  Si  la  direclrice  simple  est  rejetée  à  Tinfini  et  si  Ton 
prend  pour  plans  de  coordonnées  des  faces  du  tétraèdre  invariable, 
Téquation  de  la  surface  doit  pouvoir  s'écrire 


'-"il) 


La   transformation  conservant  le  tétraèdre    correspond  à   des 

équations 

X  =  aXj         Y  =  by^         Z  =  cz. 

Si  donc  on  pose 


y 


la  fonction  F  doit  vérifier  Inéquation  (Fe  coiidilion 

f(^mJ  =  cF(m); 

si  l'on  écarte  le  cas  où 

h 

a 

cas  dans  lequel  les  points  homologues  sont  sur  une  même  géné- 
ratrice, et  qui  est  réalisé  quel  que  soit  F,  il  ne  reste  plus  que 
celui  cil  F(«)  est  homogène,  et  comme  on  n'a  qu'une  variable, 
on  a 

Les  conoïdcs  admettant  la  transformation  indiquée  sont  donc 
donnés  par  des  équations  de  la  forme 


-œ 


m 


m  étant  commensurable  pour  les  surfaces  algébriques;  si  m  =  ~- 

les  directrices  sont  d'ordres/?  et  y,  et  la  surface  d'ordre/?  H- qr. 
On  peut  supposer />>«  ^;  alors,  pour  qu'on  ail  p -{- q  =  4i  '' 
faut  que  p  =z  3^  q  =  i .  On  ne  trouve  donc  que  la  surface  déjà  si- 
gnalée. 

• 

16.  Sur/ace  formée  des  cordes  d'une  cubique,  —  Les  sur- 
faces réglées  dont  les  génératrices  sont  des  cordes  d'une  cubique 
gauche  sont  évidemment  leurs  propres  conjuguées  par  rapport  à 
cette  cubique.  On  sait  que  les  cordes  qui  appartiennent  à  un  com- 
plexe linéaire  L  forment  une  surface  du  quatrième  ordre  dont  la 
cubique  est  ligne  double;  de  plus  sur  une  pareille  surface  il  y  a 
une  courbe  du  sixième  ordre,  Cq,  dont  les  tangentes  appartiennent 
au  complexe  L,  et  qui  par  suite  est  une  asjmptotique.  Cette 
courbe  peut  se  décomposer  en  deux  cubiques. 

Soit  (T)  une  transformation  homographique  conservant  une 
cubique  F;  les  droites  qui  joignent  des  couples  de  points  homo- 
logues engendrent  une  surface  appartenant  à  la  catégorie  dont  je 
viens  de  parler.  La  courbe  Co  se  conserve  évidcmmejil  lorsqu'on 
effectue  la  transformation  (T);  or  celle-ci  ne  conservant  (|ue  des 
cubiques,  Co  se  décompose  en  deux  cubiques. 
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Si  la  cubique  F  est  donnée  par 

X  _  Y  _  Z        T 

Ts  ~  X*  ""  X  ~   I 

cl  si  la  Iransformalion  (T)  est  définie  par 

X  =  H3^,         Y  =  n^y,        Z  =  Uz,        T  =  /, 

l'équation  de  la  surface  correspondante  est 

H(  YZ  -  XT)2-^(H  -h  i)»(Y*-  ZX)(Z«-  YT)  =  o. 

11  est  facile  de  constater  que  l'équation  d'une  surface  du  qua- 
Irième  ordre  ayant  F  pour  ligne  double,  et  se  transformant  en 
elle-même  par  une  transformation  homographique  conservant  F, 
peut  toujours  se  ramener  à  cette  forme. 

17.  Sur/aces  réglées  dont  toutes  les  asympto tiques  sont  des 
cubiques  gauches,  —  Si  une  surface  réglée  n'a  pour  lignes 
asjmptotiques  que  des  cubiques  gauches,  ses  génératrices  appar- 
tiennent à  une  infinité  de  complexes  linéaires;  par  suite,  elles 
rencontrent  deux  droites  qui  peuvent  se  confondre  en  une  seule. 
La  surface  peut  se  définir  comme  le  lieu  des  droites  qui  joignent 
chaque  point  d'une  cubique  aux  points  où  le  plan  osculateur  cor- 
respondant coupe  une  droite  A.  Et,  réciproquement,  toute  surface 
ainsi  définie  n'a  pour  lignes  asjmptotiques  que  des  cubiques 
gauches,  car  ses  génératrices  appartiennent  à  une  congruence 
linéaire,  et  par  suite  les  lignes  asymptotiques  peuvent  se  déduire 
les  unes  des  autres  par  une  transformation  homographique. 

En  efTel,  si  la  surface  a  ses  directrices  distinctes,  on  a  vu  plus 
haut  (15)  qu'elle  admettait  des  transformations  conservant  les 
génératrices.  Si  les  directrices  sont  confondues,  l'équation  de  la 
surface  peut  s'écrire  (voir  BulL,  t.  XIX,  p.  42) 

„/ZX  — mYT     Y\ 

^\ — \^ x)="' 

et  la  surface  admet  la  transformation 

X  =  ax,        Y  =  ay^        Z  =  az  -\-  hmy^         T  —  at  -\-  hx  \ 
dans  un  cas,  comme  dans  l'autre,  on  peut  disposer  des  constantes 
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de  façon   à  transformer  une  asjmptolique  donnée  en   une  autre 
également  donnée. 

18.  On  peut  donc  déterminer  une  surface  à  asjmptotiques 
cubiques,  en  donnant  une  de  ses  asymplotiques  F,  et  une  directrice 
rectiligne  A.  SI  A  rencontre  Y  en  p  points  et  est  dans  tz  plans 
osculateurs,  on  peut  mener  d'un  point  de  A  3  —  it  plans  oscula- 
leurs  autres  que  les  plans  fixes;  d'autre  part,  tout  plan  passant 
par  A  coupe  F  en  3  — p  points;  ce  plan  contient  donc  3  —  p  géné- 
ratrices, plus  A  qui  est  d'ordre  de  multiplicilé  3  —  tz.  L'ordre  de  la 
surface  est  donc  6  —  (p  -\-tz). 

On  peut,  par  suite,  avoir  les  Ijpes  de  surfaces  suivantes  : 

I**  Surfaces  du  sixième  ordre  à  directrices  triples  distinctes 
(A  ne  coupe  pas  F  et  n'appartient  pas  au  complexe  qui  contient 
les  tangentes  à  F); 

2"  Surface  du  sixième  ordre  à  directrice  unique  triple  [A  ne 
coupe  pas  F  et  appartient  au  complexe  (*)]; 

3"  Surface  du  cinquième  ordre  h  directrices  triple  et  double 
(la  première  rencontre  F,  la  seconde  est  dans  le  plan  osculateur 
au  point  de  rencontre); 

4®  Surface  du  quatrième  ordre  à  directrice  unique  double  (la 
directrice  coupe  F  et  est  dans  le  plan  osculateur); 

5"  Surface  du  quatrième  ordre  à  directrices  triple  et  simple  (la 
première  est  une  corde,  la  deuxième  est  l'intersection  des  plans 
osculateurs  aux  extrémités  de  cette  corde); 

6°  Surface  du  troisième  degré  à  directrice  unique  (la  directrice 
est  tangente,  la  surface  est  une  surface  de  Caylej). 


(')  M.  Kœnigs,  en  étudiant  les  surfîiccs  qui  contiennent  des  familles  de 
courbes  unicursaies  de  degré  donné,  a  fait  remarquer  {Annales  de  r École  Aor- 
male,  p.  187;  1888)  que  la  surface  générale  admettant  une  famille  de  cubiques 
et  de  droites  est  du  sixième  ordre.  On  voit  que  ces  cubiques  peuvent  être  les 
asymplotiqucs  dans  le  cas  de  l'ordre  maximum. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  9  NOVEMBRE   1898. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    LECORNU. 


Élections  : 


Sont  élus,  à  runanimlté,   membres  de   la  Société  :  MM.  Cari 
Slormer  et  Al.  Zlwet,  présentés  par  MM.  Laisant  et  Lemoine. 

Communications  : 

M.  Rîpert  :  Sur  des  propriétés  des  coniques  et  sur  le  carac- 
tère projectif  des  propriétés  métriques, 

M.  Borel  :  Sur  les  singularités  des  séries  de  Taylor, 
M.  Leau  :  Extension  d^un  théorème  de  M.  Hadamard  à 
r étude  des  séries  de  Taylor, 

M.  Hadamard  adresse  un  Mémoire  Sur  les  conditions  de  dé- 
composition des  formes, 

M.  G.  HuMBERT  fait  la  Communication  suivante  : 

Snr  une  interprétation  géométriqne  de  l'éqnation  modulaire 
pour  la  transformation  du  troisième  ordre. 

Si  dans  rintéerrale  elliptique  /    . 

^  ^    ^     Jv/(X-Xt)(X-X,)(X-^X,)(X-X4) 

f(x) 
on  fait  la  substitution  X  =  — — -, /et  ç  désignant  deux  polj^nômes 

d'ordre  a^  +  i,  on  sait,  depuis  Jacobi,  que  la  transformée  sera 
une  intégrale  elliptique,  à  condition  que,  pour  X  =  X/,  on  ait  iden- 
tiquement 


Xi  étant  une  constante  et  Pi(x)  un  polynôme  en  x*  On  a  alors 

cil 


r dl r dx 

J   V^(X  — Xi).  .  .(X  — Xi)  J   ^(x  —  Xi).  ..(ar  — 


g  désignant  une  constante,   et  les  modules  des  deux  intégrales 
XXVI.  iG 
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elliptiques  en  X  et  en  ^  sont  liés  par  Téquation  modulaire  pour 

n  =  2/7  +  I  . 

Géométriquement,  on  peut  interpréter  ce  résultat  comme  il 
suit  : 

Sur  une  courbe  unicursale  G,  dont  les  coordonnées  d'un  point 
s'expriment  rationnellement  en  fonction  d'un  paramètre  x^  con- 
sidérons rinvolution  définie  par  Téquation  fi^x") — )wo(a:)=o, 
y*et  o  étant  des  polynômes  d'ordre  2/>  -h  i  :  si  quatre  groupes  de 
l'involution,  correspondant  aux  valeurs  X| ,  X2,  A3,  X^  de  )»,  sont 
formés  respectivement  par  un  point  simple,  ^/,  et  par  ip  points 
confondus  deux  à  deux,  le  rapport  anharmoniqiie  des  quatre  va- 
leurs A|  et  celui  des  quatre  valeurs  xi  sont  liés  par  l'équation  mo- 
dulaire pour  /i  =  2/?  -h  I . 

Par  exemple,  sur  une  cubique  plane  unicursale,  les  droites 
issues  d'un  point  fixe  quelconque  P  découpent  les  groupes  d'une 
involution,  qui  jouit  de  la  propriété  ci-dessus  :  les  quatre  groupes 
remarquables  sont  eu  effet  découpés  par  les  quatre  tangentes  me- 
nées de  P  à  la  cubique.  De  là  ce  théorème  : 

Soit  une  cubique  plane  unicursale  quelconque;  les  quatre 
tangentes  qu'on  peut  lui  mener  par  un  point  arbitraire  la 
coupent  de  nouveau  en  quatre  points  :  le  rapport  anharmo- 
nique  des  droites  qui  joignent  à  ces  quatre  points  le  point 
double  de  la  cubique  et  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
tangentes  primitives  sont  liés  par  V équation  modulaire  du  cas 
de  n  =  3 . 

Si  p  et  9  désignent  les  deux  rapports  considérés,  cette  équation 
est 

(I)  {/^H-t^(i-p)(i~a)  =  i. 

G'est  l'équation  classique  entre  les  modules  de  Legendre  A**  et  A*^. 

On  peut  donner  de  ce  résultat  une  vérification  géométrique 
simple. 

Soit  la  cubique  unicursale 

x^  -^  3X2 37)^*-+-  Zx'^  -^  y^  =  o, 

qui  a  un  point  double  à  l'origine  et  dont  Ox  est  un  axe  de  symé- 
trie;  menons  lui  les  quatre  tan*;entes   parallèles  à  cet  axe;  nous 


% 
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trouvons  sans  difficulté,  pour  leur  rapport  anharmonîquc, 

,    ,  (X-t)»(3X-4-i) 

et,  pour  le  second  rapport  anharmonique  p, 

,^.  (X-r)(3X-4-i)» 

^^^  ^"^  (X-Hi)(3X-i)»' 

valeurs  qui  vérifient  la  relation  ('i).On  voit  de  plus,  puisque  p  et  c 
sont  exprimés  rationnellement  en  \  que  l'équation  modulaire 
pour  /i  =  3,  entre  k'^  et  A*J,  est  de  genre  zéro. 

Du  théorème  général  se  déduisent  quelques  conséquences  : 

I**  Supposons  p  =  0-,  c'est-à-dire  les  deux  rapports  anharmo- 
niques  égaux;  en  ce  cas,  si  l'on  désigne  par  D  le  point  double  de 
la  cubique,  par  P  le  point  d'où  partent  les  quatre  tangentes,  par 
mi,  . .  •,  nti,  les  points  où  ces  tangentes  coupent  de  nouveau  la 
courbe,  les  six  points  /??i,  .  . .,  /?i4,  P  et  D  sont  sur  une  conique. 
D'ailleurs  les  relations  (2)  et  (3)  montrent  que,  lorsque  p  =  o-,  les 
quantités  —  p  et  —  o-  sont  une  des  racines  cubiques  imaginaires 
de  l'unité  ou  ont  une  des  valeurs  o,  —  i ,  00.  En  laissant  de  côté 
ce  dernier  cas,  où  deux  des  points  nii  coïncident,  on  peut  dire 
que  : 

Si  les  quatre  points  où  les  tangentes,  menées  d^ un  point  P  à 
la  cubique,  coupent  de  nouveau  cette  courbe,  sont  situés  avec 
le  point  P  et  le  point  double  sur  une  même  conique,  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  tangentes  est  équianharmonique,  et 
réciproquement. 

Le  lieu  du  point  P  est  alors,  comme  on  le  voit  directement 
sans  difficulté^  la  droite  qui  contient  les  trois  points  d'inflexion  de 
la  cubique. 

2®  Si  la  cubique  a  un  point  de  rebroussement,  le  théorème  gé- 
néral subsiste;  une  des  tangentes  issues  de  P  passe  alors  par  le 
point  de  rebroussement  D,  et  le  point  m,-  correspondant  est  le 
point  où  la  droite  PD  coupe  de  nouveau  la  cubique. 

On  en  tire  immédiatement  l'équation  du  lieu  des  points  de  re- 
broussement des  cubiques  qui  touchent  trois  droites  concourantes 
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et  passent  par  trois  points  situés  sur  ces  droites;  ce  lieu  est  une 
courbe  unicursale  du  sixième  ordre,  qui  se  déduit  de  la  courbe 
modulaire  (i)  par  une  transformation  quadratique  Irùs  simple. 

M.  GouRSAT  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  l'équation  ^^u  =  o. 

rii  /il 

L'équation  du  quatrième  ordre  ààu  =  o,  où  A  =  t-j  H-  ^-^9  a 

fait  l'objet  d'un  grand  nombre  de  travaux,  qui  ont  surtout  pour 
but  la  solution  du  problème  suivant  : 

Dè.terminer  une  intégrale  de  cette  équation,  continue  ainsi 
que  ses  dérivées  à  V intérieur  d'une  aire  simplement  connexe, 

connaissant  la  valeur  de  u  et  de  la  dérivée  -,-  i  prise  suivant 

la  normale  intérieure,  en  chaque  point  du  contour  qui  limite 
cette  aire. 

Dans  le  cas  où  le  contour  se  réduit  à  une  circonférence,  le  pro- 
blème précédent  se  ramène  au  problème  classique  de  Dirichlet, 
relatif  à  Téquation  At/  =  o. 


Toutes  les  intégrales  de  l'équation  AAe/  =  o  étant  des  fonctions 
analytiques,  ainsi  que  l'a  démontré  M.  Picard,  si  l'on  prend  pour 
variables  indépendantes  z  =  x  -\-  iy^  z'  =  x  —  iy^  l'équation  de- 
vient 


=  o. 


dont  l'intégrale  générale  est 

en  revenant  aux  variables  x^y^  on  en  conclut  que  toute  intégrale 
de  l'équation  AAm  =  o  est  de  la  forme 

V  ei  Vi  étant  deux  fonctions  harmoniques,  c'est-à-dire  deux  inté- 
grales de  ^v  =  o.  La  réciproque  est  d'ailleurs  aisée  à  vérifier. 

Cela  posé,    supposons   qu'il  s'agisse  de  déterminer  une  fonc- 
tion z/,  contenue  à  l'intérieur  du  cercle  C,  qui  a  pour  équation 


I 
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x^-^-y^ —  I  =  o,  connaissant  les  valeurs  de  u  et  de  -r-  en  chaque 
point  de  C.  L'expression  de  u  peut  encore  s'écrire 

ce  qui  revient  à  remplacer  v  par  c  —  ^i  dans  la  première  formule. 
Cette  égalité  nous  fait  connaître  la  valeur  de  la  fonction  harmo- 
nique ^'(x,  y)  tout  le  long  de  C;  elle  est  égale  à  la  valeur  donnée 
de  «.  On  obtiendra  donc  i'(^,  y)  par  la  formule  connue,  qui 
donne  la  solution  du  problème  de  Dirichlet  dans  le  cas  du  cercle. 
Connaissant  i^(.r,  y),  si  l'on  prend  les  dérivées  des  deux  membres 
de  la  formule  (i)  suivant  la  normale  inlérieure,  on  a  une  nouvelle 
égalité  qui  fait  connaître  la  valeur  de  la  fonction  harmonique 
^ii^iy)  en  qhaque  point  du  cercle;  ce  qui  nous  ramène  encore 
au  problème  de  Dirichlet. 

La  méthode  précédente  s'étend  sans  modification  à  l'espace  et 
même  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 


Élection  : 


SÉANCE   DU   23    NOVEMBRE    1898. 

PRKSIDBNCR   DE  M.   LECORNU. 


Est  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société,  M.  Edwin  Blake, 
présenté  par  MM.  Vicaire  et  Borel. 

Communications  : 

M.  Cari  Stôrmer  :  Sur  la  résolution  en  nombres  entiers  de 
Véquation 

I  I  ,    TT 

m  arc  lanc  -  h-  /i  arc  tang  -  =  A*  -  • 

^  X  "7  4 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  résolution  de  Inéquation  du  quatrième 
degré  au  moyen  d\ibaques. 

M.  Ratty  :  Détermination  complète  des  surfaces  de  Joachims- 
thaï  dont  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  liés  par 
une  relation, 

M.  Lecornu  :  Sur  le  mouvement  d'un  point  sollicité  par  une 
force  centrale  d'intensité  constante. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  LES  SINGULARITÉS  DES  SÉRIES  DE  TATLOR; 
Par  M.  Emile  Borel. 

M.  Hadamard  vient  de  publier  dans  les  Acta  mathematica 
(t.  22)  la  démonstration  d\in  théorème  qu^il  avait  fait  connaître 
en  1897,  ^3ns  les  Comptes  rendus.  Cet  énoncé  m'avait  très 
vivement  intéressé  dès  son  apparition  et,  comme  je  faisais  à  cette 
époque  un  cours  sur  la  Théorie  des  fonctions,  j'en  avais  cherché 
une  démonstration  pour  la  donner  à  mes  élèves.  Je  viens  de  re- 
connaître qu'e//e  repose  sur  le  même  principe  que  celle  de 
M,  Hadamard;  mais  il  ne  me  semble  pas  inutile  de  la  publier, 
car  elle  est  simple  et  conduit  à  plusieurs  conséquences  nouvelles 
qui  augmentent  encore  l'intérêt  et  la  portée  du  beau  théorème 
de  M.  Hadamard. 

Ce  théorème  est  le  suivant;  considérons  les  trois  séries 

(p ( ^ )  =  «0 -+- ai  z  -4- aj  «• -H . . . , 

dont  les  deux  premières  ont  un  rajon  de  convergence  diiTérent 
de  zéro  et  de  l'infini  (le  rayon  de  convergence  de  la  troisième  est 
alors  difTérent  de  zéro,  mais  peut  être  infini).  Ces  séries  défi- 
nissent alors  des  fonctions  analytiques  que  nous  considérons 
dans  tout  leur  domaine  d^ existence.  Désignons  par  a  un  point 
singulier  quelconque  de  <j>(^),  par  [5  un  poini  singulier  quelconque 
de  A(^);  la  fonction  f{z)  ne  peut  avoir  d^ autres  points  singu^ 
lier  s  que  les  points  a^.  Tel  est  le  résultat  obtenu  par  M.  Hada- 
mard. 

Je  me  [)ropose  de  le  compléter  en  montrant  que  la  nature  du 
point  singulier  a[i  ne  dépend  que  de  la  nature  des  points  sin^ 
guliers  a  et  P;  on  peut  la  déterminer  dans  des  cas  assez  étendus 
et  en  conclure,  en  particulier,  ce  fait,  sans  doute  général,  que, 
dans  les  cas  étudiés,  le  point  aj3  est  effectivement  un  point  sing- 
ulier de  la  fonction  f{z).  Un  cas  d'exception  possible  est  celui 


-  239  - 

où  l'on  a 

a?  =  flt'  p', 

a  et  a'  étant  deux  points  singuliers  de  o{z);  p,  p'deux  points  sin- 
guliers de  ^{z);  alors  on  obtient  poury*(5)  deux  singularités  qui 
se  superposent;  il  peut  arriver  qu* elles  se  détruisent. 

Enfin,  je  montre  que  si  les  fonctions  ^(z)  et  ^{z)  sont  respec- 
tivement uniformes  au  voisinage  des  points  a  et  P,  la  fonction 
f{z)  est  uniforme  au  voisinage  du  point  a^.  En  particulier,  si 
les  développements  en  série 

çp(3)  =  ^0-7-  a|5  -h  aj5*H-  . . ., 


représentent  des  fonctions  uniformes  dans  tout  le  plan  (*),  il 
en  est  de  même  du  développement 

f{z)  =  a^b^-k-  aibyZ  -h  aj6i2*-h.  . . . 

I. 

Nous  parlirons  de  l'expression  (^) 

Dans  cette  expression,  R  et  R'  étant  les  rayons  de  convergence 
de  o(z)  et  de  ^{z),  on  suppose  le  module  de  z  inférieur  à  RR'  et 
Ton  désigne  par  C  un  cercle  tracé,  dans  le  plan  de  la  variable 
complexe  x,  ayant  pour  centre  le  point  ;r  =  o  et  pour  rayon  un 

nombre  quelconque  compris  entre  77;  et  —  • 

U         \z\ 

Cette  expression  analytique  dey*(s)  reste  évidemment  valable 
si  l'on  déforme  le  contour  C  sans  lui  faire  traverser  de  point 
singulier  de  la  fonction  à  intégrer.  D'ailleurs  ce  contour  étant 
fixé  d'une  manière  quelconque,  on  obtient  le  prolongement  ana- 
lytique de/(xï)  en  déplaçant  z  dans  son  plan,  à  condition  que 
les  points  singuliers  de  la  fonction  à  intégrer  ne  traversent 
pas  le  contour  d'intégration. 

C)  Voir  la  fin  de  cette  Note  pour  les  exceptions  possibles  dans  le  cas  de  lignes 
singulières. 

(')  Cf.  Intermédiaire  des  malhémaliciens,  l.  I,  p.  189,  171,  196,  197,  Notes 
de  MiM.  Sadier,  Fehr,  Pcano,  Borel. 
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Of,  on  pourra  loujours  réaliser  celle  double  condilioD,  tant 
que  s  ne  sera  pas  tel(]u'ua  point  singulier  de  lafonciion  f  (s)coïd- 
cide  (')  avec  un  point  singulier  de  la  fonction  '}'(-)■  Si  l'on  dé- 
signe par  a.  un  point  singulier  quelconque  de  <p(z)  el  par  ^  un 
point  singulier  qnelconque/(3),  les  équations 


Donc  le  prolongement  analj'lique  de  /{s)  sera  possible,  quels 
que  soient  les  déplacements  de  z  dans  son  plan  ('),  à  condition 
que  les  points  a^  soient  toujours  évités  (').  Ces  points  sont  donc 
les  seuls  points  singuliers />0jsi7'/c:i  de/{z). 


s  considérons  la  fonction  ^{z)  comme  fixée,  et  la  fonc- 


(>)  Ea  elTel,  l'ensemble  formé  de  points  singuliers  d'une  ronction  éunt  parfait 
(contenant  sod  dérivé),  s'il  n'y  a  pas  coïncidence,  il  y  a  une  distance  finie  entre 

d'eiceplion,  dans  le  cas  où  les  fonctions  ne  sont 

Il  point  z  =  Di  si  l'on  trace  le  contour  d'intégra- 
tion sur  la  sphère,  pour  plus  de  clarté,  on  voit  que  les  points  singuliers  -  tra- 
versent alors  certaines  brandies  de  ce  contour.  Aussi  peut-on  dire  que,  dans  le 
cas  oii/(;)  n'est  pas  unirorme,  te  pciint  z  =  o  est, en  général,  un  point  singulier 
pour  le  prolongement  anal)'lii[ue  de  celte  fonction.  C'est  en  étudiant  un  exemple 
que  je  devais  i  une  communication  verbale  de  M.  F..  Lindelâf,  que  j'ai  été  con- 
iliiil  à  reconnaître  ce  cas  d'eiccption,  d'ailleurs  unique,  au  théorème  de  M.  Hada- 
murd.  Je  dois  remercier  M.  I.îndclor,  qui  m'a  obligeamment  autorisé  i  utiliser  sa 

le  contour  fermé  C  comme  un  fil  lleiiblc  et  extensible,  tes  points  singuliers  de 
•J-l  —  I  comme  de^  épingles  piquées  dans  le  plan,  les  points  singuliers  de  ç(lx) 
comme  des  épingles  qui  se  déplacent  lorsque  :  varie.  IJ  faut  et  il  sufHt  que  le  Al 
sépare  toujours  les  deux  systèmes  d'épingles.  Or  cela  sera  toujours  possible  pu 
une  déformation  convenable,  si,  dans  leur  déplacement,  les  secondes  épingles  ne 
viennent  jamais  heurter  les  premières  (on  pourra  même  supposer  le  ni  i  une 
distance  Gnie  de  chaque  épingle,  ce  qui  suflit  pour  que  l'intégrale  soit  une  foac- 
c  très  compliquée,  mais  cela 


lion  ^{z)  comme  variable,  la  fonction  f{z)  se  déduit  de  ©  (z)  au 
moyen  d'une  opération  fonctionnelle  déterminée.  Celle  opéralion 
est  distribulive  ('),  c'est-à-dire  que  si  Ton  a 

on  peut  poser 

les  fonclions/<  et/2  se  déduisanl  de  cp,  et  de  Ç2  par  le  même  pro- 
cédé qui,  appliqué  à/,  donne  (p.  Si  nous  posons 

on  peut  écrire 

(I)  H(o,-hç),,»}/)  =  H(<p,,»}/)-hH(tp,,»}/). 

Soit  ^  =  a  un  point  singulier  de  ^{z)  ;  supposons  que  la  fonc- 
tion <ft{z)  soit  régulière  en  a;  la  fonction  Çi  (s)  admet  alors  en  a 
la  même  singularité  que  (f(z). 

Soit  ^  un  point  singulier  quelconque  de  ^{z);  la  fonction 
<f2{z)  étant  régulière  en  a,  la  fonction  H(çp2,  ^)  est  régulière 
au  point  a^  (voir,  plus  loin,  ce  qui  concerne  le  cas  d'exception 
possible  dont  nous  avons  déjà  parlé).  Donc,  il  résulte  de  l'éga- 
lité (i)  que  les  fonctions  H((p,  ^)  et  H(oi,  ^)  ont  en  a^  la  même 
singularité.  Il  est  clair  que,  si  l'on  désigne  par  61  une  fonction 
9yant  en  p  la  même  singularité  que  J^  (c'est-à-dire  telle  que  ^  —  J^i 
soit  régulière  en  ^),  la  fonction  H(f  1,  ^1)  aura  ena^  la  même  sin- 
gularité que  H(cpi,  <];),  c'est-à-dire  la  même  que  H('^,  ^). 

Donc  la  nature  de  la  singularité  a^  est  déterminée  par  la 
nature  des  singularités  a  et  p. 

Pour  donner  immédiatement  une  application,  posons 

I  \  z 

?{«)  = 


(a —  5)/»        «A»        aP-»-> 

(/?i -f- i)(m-f- 2). .  .(m -HjD  —  i)     a'» 


1.2.  ...(/?  —  I  )  «"»-•-/' 


'K^)=(y=-;)i=^  +  péi+--- 


(m -+- i)(m-4- 2).  ..(m -h  çr  —  i)     z*^ 


i.'i (9  —  0  P'""^^      '"' 


(')   Voir  les  travaux  de  M.  Pincheric  et  nolammenl  son  beau  Mémoire  Sur  le 
Calcul  fonctionnel  distributif  { Matheniatische  Annalen,  t.  49). 
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on  obtient 


/(.)=2'"('»)(,^) 


m 


m(m)  étant  un  polynôme  en  m  de  degré  p-h  q  —  2.  On  en  con- 
clut immédiatement  que/(z)  admette  point  s  =  a^ comme  pôle 
d'ordre  p  -^  g  —  i;  il  serait  aisé  de  compléter  ce  calcul  et  de  le 
rendre  plus  élégant;  nous  nous  contentons  d'en  énoncer  le  ré- 
sultat essentiel  : 

Si  le  point  a  est  un  pôle  d'ordre  p  pour  ^(z)  et  le  point  P  un 
pôle  d'ordre  q  pour  ^(5),  le  point  a^  est  un  pôle  d'ordre 
p-\'  q  —  I  pour  f[z). 

Supposons  maintenant  que  Ton  ait 

\^ 

O(^)  = =A(l-h-5-+--S*-i-...)> 

la  fonction  ^{z)  étant  quelconque;  on  a  alors  visiblement 

f{z)  =  k^{z). 

On  en  conclut  immédiatement  que  : 

Si  le  point  a  est  un  pôle  simple  de  (f{z)j  la  singularité  de 
f{z)  en  ap  est  la  même,  à  un  facteur  constant  près,  que  la 
singularité  de  i^{z)  en  p. 

Si  l'on  avait 

(i  —  5)'  ^  ^ 

on  en  conclurait 

/(^)  =  60-4-26,5-1- 3^j^*H-...=  ^[^'K^)]» 

d'où  un  théorème  analogue  au  précédent  pour  le  cas  où  a  est  un 
pôle  double  de  ^(5).  D'une  manière  générale,  a  étant  un  pôle 
multiple  de  f  (^),  la  connaissance  des  coefficients  des  puissances 
négatives  de  5  —  a  dans  le  développement  de  o{z)  au  voisinage 
de  ce  point  permet  de  former  une  expression  différentielle  D<J)  : 


^ 
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telle  que  la  singularité  a^  pour/{z)  soit  la  même  que  la  singula- 
rité P  pour  D^, 

Dans  le  cas  où  ^  =  a  serait  un  point  singulier  essentiel  isolé 
de  o(z)  on  serait  amené  à  considérer  une  expression  D^j;  d'ordre 
infini.  Ces  expressions  ont  été  étudiées  par  M.  Pincherle  dans 
divers  Mémoires  fort  intéressants  (*),  mais  nous  laisserons  celte 
question  de  côté  pour  le  moment. 

Dans  le  cas  où  les  points  singuliers  a  et  ^  sont  d'une  nature 
plus  compliquée,  on  ne  peut  rien  dire  en  général;  une  étude  spé- 
ciale est  nécessaire  pour  chaque  cas  particulier.  Le  lecteur  traitera 
aisément  le  cas  où  l'on  a  çp(d;)  =  log(i  —  x).  Nous  allons  dire 
quelques  mots  des  singularités  algébriques  des  plus  simples. 
Soit  (=») 

on  obtient 

^,  _x  _  Y  a(g-Hi)...(a-f-m  — i)p(p -+-!)...  (P  H- /ro  —  i) 
•^^^""-^  (mî)«  ' 

c'est-à-dire,  d'après  la  notation  de  Gauss, 

/(^)  =  F(«,  p,  i,^). 

Nous  ne  discuterons  pas  ce  résultat,  qu'on  déduirait  tout  aussi 
aisément  de  la  représentation  de /{z)  par  une  intégrale  définie; 
mais  on  voit  combien  les  singularités  algébriques  les  plus  simples 
de  cp(s)  et  de  ^{z)  peuvent  introduire  de  complication  dans/(5). 
Aussi  nous  attacherons-nous  particulièrement  à  l'étude  du  cas  où 
^{z)  et  ^(z)  sont  uniformes  ;  mais  une  remarque  importante  doit 
d'abord  être  faite. 

III. 

Nous  avons  dit  que  la  nature  de  la  singularité  a^  pour  /{z)  ne 
dépendait  que  de  la  nature  des  singularités  a  et  ^.  Mais  notre  dé- 


(')  Voir  nolammenl  le  Mémoire  cité  plus  haut. 

(')  L'emploi  des  IcUrcs  x  et  ^  ne  peut  entraîner  aucune  confusion  avec  ce  qui 
précède. 


moDslralion  supposait  implicitement  que  la  siogularilé  a^  n'était 
obtenue  qu'au  mojen  d^un  seul  couple  (a,  P);  en  d'autres  lermes, 
que  l'on  n'avait  pas 

a  et  a!  étant  des  points  singuliers  de  ^,  ^  et  ^'  des  points  singu- 
liers de  ^.  Dans  le  cas  où  cette  circonstance  se  produit,  le  point 
singulier  a^  doit  être  regardé  comme  double  et  l'on  obtient  sa 
nature  en  superposant  (par  voie  d'addition),  la  singularité  (déter- 
minée) résultant  de  la  combinaison  de  a  avec  ^  et  la  singularité 
(déterminée)  résultant  de  la  combinaison  de  a'  avec  ^'.  Il  pourra 
arriver,  en  particulier,  que  ces  singularités  se  détruisent  et,  par 
suite,  que  f{z)  soit  régulière  en  a^.  C'est  ce  qui  a  lieu,  par 
exemple,  si  l'on  prend 

Il  importe,  d'ailleurs,  de  remarquerque,  si  les  fonctions  9  et  '}  étant 
multiformes,  les  points  a  et  ^  ne  sont  singuliers  que  pour  cer- 
taines branches  de  ces  fonctions  (en  nombre  fini  on  infini),  il  en 
est  de  même  du  point  ap  relativement  kf{z).  Les  singularités  a^ 
et  a'^'  ne  doivent  être  regardées  comme  coïncidentes  que  si  elles 
appartiennent  à  la  même  branche. 

Il  nous  paraît  inutile  d'insister  sur  ce  dernier  point;  car,  pour 
embrasser  des  cas  assez  généraux,  on  serait  amené  à  des  énoncés 
compliqués  et  dont  l'application  serait  moins  aisée,  dans  un  cas 
|)articulier  déterminé,  que  réliide  directe  du  problème  dans  ce 
cas.  D'ailleurs  la  complication  des  singularités  obtenues  et  aussi 
la  complication  des  coefficients  des  développements  de  Tajlor 
ne  permettent  guère  d'espérer  que  le  théorème  de  M.  Hadamard 
soit  susceptible  d'applications  très  étendues  dans  le  cas  où  les 
fonctions  o  et  A  ne  sont  pas  uniformes.  Nous  allons  voir,  au  con- 
traire, qu'en  supposant  ces  fonctions  uniformes  on  arrive  à  des 
conséquences  fort  simples,  dont  les  applications  semblent  pouvoir 
être  nombreuses. 

IV. 

Nous  désignons,  d'une  manière  générale,  par  a  un  poiul  singu- 


^ 
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lier  de  <f{z)^  par  ^  un  point  singulier  de  ^(^),  par  Y  =  aP  un 
point  singulier  de/(s).  Nous  supposons  les  poinls  a  et  ^  isolés; 
nous  supposons  de  plus  le  point  y  obtenu  d'une  manière  unique 
et  isolé.  Ces  conditions  s^expriment  comme  il  suit  :  il  existe  un 
nombre  e  tel  que  Ton  ait 

(0  lY-a'P'|>e, 

du  moment  que  a'  et  ^'  ne  sont  pas  respectivement  égaux  à  a  et  ^. 

Nous  allons  faire  voir  que  si  les  fonctions  ^{z)  et  if{z)  sont 
respectivement  uniformes  au  voisinage  des  points  a  e^  j3,  la 
fonction  f{z)  est  uniforme  au  voisinage  du  point  y.  Dans  ce 
but,  nous  ferons  décrire  à  3  un  petit  cercle  (de  rayon  inférieur  à  e) 
autour  dey  et  nous  constaterons  que  f{z)  reprend  sa  valeur  ini- 
tiale. 

Récrivons  l'expression 

L'inégalité  (i)  montre  tout  d'abord  que,  lorsque  z  décrit  autour  de 

a! 

Y  un  cercle  de  rayon  égal  à  e,  le  point  —  décrit  un  cercle  auquel  le 

point  ç-,  est  extérieur.  Il  en  résulte  que  nous  n'avons  à  tenir  aucun 
compte  de  ces  singularités 'y'il  suffit  d'étudier  celles  qui  correspon- 
dent  à  a  et  ^,  c'est-à-dire  -  6l  g*  Figurons-les  en  A  et  B,  ainsi 
qu'une  portion  du  contour  d'intégration,  qui,  comme  on  sait,  les 


sépare  {fi g-  i).  Lorsque  le  point  z  tourne  autour  de  y,  le  point  A 
tourne  autour  de  B,  ce  qui  entraîne  la  modification  du  contour 
d'intégration  indiquée  dans  la  fig.  2  (on  a  supposé  que  A  tourne 
dans  le  sens  direct;  z  tourne  alors  dans  le  sens  indirect).  Le  point 
A  ayant  repris  la  même  position,  on  aura  la  difTérence  des  deux 
valeurs  de  f{z)  en  clierchant  la  diflférence  des  valeurs  de  l'inté- 
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grale  le  long  des  contours  des  fig,  i  et  2.  Comme  la  foncllon  à 
intégrer  est  uniforme  dans  cette  région,  cette  différence  est  égale 


Fig.  3. 


à  la  valeur  de  l'intégrale  le  long  d'un  contour,  différence  de  ces 
deux  contours.  Ce  contour  est  représenté  sur  Wfig,  3  et  l'on  voit 

Fig.  3. 


immédiatement  qu'il  se  décompose  en  deux  contours  fermés,  en- 
tourant respectivement  des  aires  (couvertes  de  hachures)  dépour- 
vues de  singularités.  La  différence  cherchée  est  donc  nulle,  ce 
qui  établit  l'uniformité  de/*(z),  puisque  A  est  un  point  quelconque 
dans  le  voisinage  de  B,  c'est-à-dire  z  un  point  quelconque  dans  le 
voisinage  de  y. 

On  conclut  immédiatement  de  là  que,  si  les  fonctions  ^{z)  et 
'\{z)  sont  des  fonctions  uniformes  dans  loutleplan,  n'admettant 
que  des  singularités  isolées  (pôles  ou  points  essentiels),  il  en  est 
de  même  de  la  fonction  /{z).  En  effet,  les  points  a  et  j3  étant 
isolés,  et  les  modules  respectifs  de  a  et  p  étant  supérieurs  à  des 
nombres  fixes  R  et  R',  les  points  Y=:ajî  sont  nécessairement 
isolés.  Plusieurs  d'entre  eux,  en  nombre  limité,  peuvent  coïnci- 
der; mais  cela  n'occasionne  aucune  difficulté,  la  somme  d'un 
nombre  limité  de  fonctions  uniformes  étant  elle-même  uniforme. 

L'extension  de  ce  résultat  aux  fonctions  uniformes  à  singula- 
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rites  ponclnelles  les  plus  générales,  étudiées  par  M.  Mitlag-Leffler 
dans  lin  Mémoire  bien  connu  ('),  se  ferait  par  des  méthodes  ana- 
logues à  celles  de  ce  Mémoire. 

On  montrerait  d'abord  que  les  points  a  et  les  points  ^  formant 
deux  ensembles  parfaits  dénombrables  (extérieurs  aux  cercles  de 
rajonsR  etR')  il  en  est  de  même  de  l'ensemble  des  points  Y  =  ap, 
complété,  s'il  y  a  lieu,  par  l'adjonction  de  son  dérivé. 

On  montrerait  ensuite  que  la  fonction  y*(5)  est  uniforme  au  voi- 
sinage des  points  isolés  de  y. 

Enfin,  il  resterait  à  faire  voir  que  la  fonction /(z),  uniforme 
au  voisinage  des  points  isolés  de  y,  est  uniforme  dans  tout  le  plan. 

Mais  il  nous  semble  inutile  de  développer  explicitement  celte 
démonstration,  dont  le  succès  n'est  pas  douteux,  car  les  fonctions 
uniformes  à  singularités  ponctuelles ,  dont  on  connaît  effective- 
ment  un  développement  de  Taylor,  ont  des  singularités  assez 
simples  pour  qu'il  ne  se  présente,  dans  les  applications,  aucune 

difficulté. 

V. 

Indiquons,  en  passant,  une  généralisation  des  résultats  précé- 
dents, qui  nous  a  été  suggérée  par  une  remarque  de  M.  Leau  (2). 

Considérons  un  nombre  quelconque  de  séries  de  Taylor,  et, 
pour  plus  de  netteté,  supposons  qu'elles  représentent  des  fonc- 
tions méromorphes 

••.••..., 

Soit  P(a,  6,  c,  ...,/)  un  polynôme  quelconque  :  la  série 

représente  une  fonction  méromorphe. 

(*)  Acia  mathematicaf  tome  4. 

(^)  Séance  de  la  Société  du  9  novembre  1898. 
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VI. 


11  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  le  tliëort  me  sur  Tunifor- 
mité  ne  serait  pas  vrai  sans  restrictions,  dans  le  cas  de  singula- 
rités quelconques.  Il  est  aisé  de  le  faire  voir  par  un  exemple.  Soit 

les  Cn  étant  des  coefficients  qu'il  est  inutile  d'expliciter;  retenons 
seulement  qu'ils  sont  réels  (*).  Il  résulte  de  travaux  récents  sur 
les  séries  de  Taylor  que  l'on  peut  déterminer  {^)  les  arguments 0^ 

de  telle  sorte  que  la  série 

* 

admette  son  cercle  de  convergence  comme  coupure,  et  qu^ilen 
soit  de  même  de  ta  série 

Dès  lors  les  fonctions  ^{z)  et  i({z  )  sont  manifestement  uniformes 
dans  leurs  domaines  d'existence  (qui  se  réduisent  tous  deux  au 
cercle  de  rayon  w/i);  et  la  méthode  de  M.  Hadamard  permet  d'en 
déduire  une  fonction  non  uniforme  ('). 

11  resterait  à  étudier  le  cas  où  les  fonctions  uniformes  ç(>3) 
et  i/{z)  posséderaient  un  ensemble  non  dénombrable  de  singula- 
rités, sans  avoir  de  lignes  singulières  (ensembles  de  M.  Ben- 
dixson). 


(')  De  plus  y^c,,  tend  régulièrement  vers  un. 

(^)  Voir  BoREL,  Comptes  rendus,  octobre  1896.   Fabry,  Annales  de  l'École 
Normale^  i89<);  Acta  mathematica,  tome  22;  Journal  de  Mathématiques,  1898 
Leau,  Comptes  rendus,  24  octobre  1898. 

(')  On  pourrait  rattaciier  ce  fait  à  une  remarque  que  j'ai  faite  dans  ma 
Thèse,  p.  i3  {Annales  de  l'École  Normale,  1896,  p.  21),  sur  la  difficulté  de  dé- 
finir l'uniformité  d'une  fonction  analytique  qui  possède  une  ligne  singulière  essen- 
tielle, si  l'on  ne  veut  pas  se  borner  au  point  do  vue  de  Weierstrass. 
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DES  GROUPES  TRANSITIFS  DE  SURSTITUTIONS  DE  DEGRÉ  N 

ET  DE  CLASSE  N-1. 

Par  M.   E.  Maillet. 

l. 

Comme  suile  à  ce  que  nous  avons  établi,  soîl  dans  noire 
Thèse  de  Doctoral,  soit  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique (*)au  sujet  de  ces  groupes,  nous  nonls  proposons  d'indi- 
quer ici  quelques  propriétés,  parmi  lesquelles  nous  mentionnerons 
le  lemmc  l  et  les  théorèmes  suivants  : 

Soit  G  un  groupe  transitif  de  classe  N  —  i  et  de  degré  N,  H  le 
sous-groupe  des  substitutions  de  G  laissant  une  même  lettre  de  G 
immobile  : 

I.  Si  G  est  primitif  et  N  z=zp^r  (p  et  r  premiers  différents)^ 
on  a  r  —  i  ^  o  (mod/>),  et  r^ii  quand  p  =  2. 

II.  Si    N  =  p/>   (/?    premier    et    premier    dp>i),    on    a 

3C<;    ^    ^/?,   8  étant  le  plus  grand   commun    diviseur  de 

p  —  i  et  Ç^  en  sorte  que p^  3.  Si,  de  plus,  G  est  primitif,  on  a 
p —  I  non  premier  à  p,  p^/?-f- 1,  /?  >  5;  /?  —  i  ^^  p(p  —  i)  ont 
un  diviseur  commun  >  2. 

III.  Si  N  =  p^^  {p  premier  et  premier  à  ç>  \),  on  a 
3e -^  ^_    <^P^{P  —  0'  ^  étant  le  plus  grand  commun  divi- 

seur  de  {p  —  1)  [p^ —  i)  et  Ç.  Quand  /?  =  2,  G  est  imprimitif 
et  d'ordre  1 2  p  avec  p  =  3  /-|-  i .  Si,  de  plus,  G  est  primitif  on  a 
p^ —  I  non  premier  à  p,  p>/?^-|-  i?  et,  quand  p  =  3,  p  est  pair. 

TV.  Si  G  est  primitif  et  N^4oi,  on  a  ^  =  p^  {p  premier), 
et  G  est  un  groupe  linéaire  à  m  indices  réels. 

II. 

Théorème  I.  —  Un  groupe  G  transitif  de  clause  N  —  i  et  de 

(')  T.  XXV,  p.  16  cl  suiv.;  1897. 

XXYI.  17 
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degrés  =  p^ r{p et  r premiers  différents)^  d* ordre Ç=z  fi :}Q,,  ne 

peut  exister  que  si  :fQ.  <  -^ zr~~  ^'  "^^'y  avec  r —  i  ^  o(mod/?), 

ou  s'il  est  non  primitif  et  renferme  un  sous-groupe  invariant 
d^ ordre  p^ y  rviv'  et  rvi  étant  les  ordres  des  groupes  de  substi- 
tutions de  G  permutables  et  échangeables  respectivement  à 
un  sous-groupe  d'ordre  r  de  G. 

Soit 

q=  rvtv'(n-/ir), 

d'après  la  formule  de  M.  Sylow  (*),  G  renfermant  i -h /ir  sous- 
groupes  d'ordre  r,  et  rvi  étant  l'ordre  du  sous-groupe  des  substi- 
tutions de  G  échangeables  à  une  substitution  d'ordre  r.  G  renferme 

substitutions  d'ordre  divisible  par  r,  par  suite  de  classe  N  et  de 

plus  (^)  au  moins  ^ {p^-hp  —  2)  substitutions  d'ordre  >•  i 

diviseur  de/?'";  par  suite  aussi  de  classe  N,  en  supposant  que  G 
ne  renferme  pas  un  sous-groupe  invariant  d'ordre  p'^.  Il  faudra 
donc  * 

^P'^r^y^-^^^ip'n^p-^^Xp'nr 

(')  Je<'^''7^~'v'<v'<s, 

ar  —  2 

» 

car  v'  divise  5,  plus  grand  commun  diviseur  de  r  —  i  et  (J. 

On  retrouve  d'abord  la  condition  connue  (')  /•>►  — •  De 

plus,  v'  n'est  pas  premier  à/>,  puisque  3C'<v',  et  /•  — 1^0  (mod/?). 

Corollaire  /.  —  Si/>  =  2,  G  ne  peut  être  primitif  que  si  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  r —  i  et  2'" (2"* —  i)  est  8  ou  ^10.  En 
particulier,  on  a  r^  1 1 . 

(«)  Bull.  Soc.  Math.,  t.  XXV,  p.  igS;  1897. 
(')  Bull.  Soc.  Math.,  t.  XXV,  p.  27-29;  1897. 
(M  Ibid. 
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En  effet,  v'  divise  si"*(2'"/— i)  et  2'".2'»(r — i),  par  suite 
2'"(2'"r — I  —  2"'/ -h 2'")  =  2"* (2"'  —  i)  et  /• — I.  Si  5C  est  premier, 
on  ne  peut  avoir  V4 7^  o  (niodJC),  puisque  (*)  H  est  maximum 
dans   G;    donc   v'=2«.    On   a   d^ailleurs    K^i;   donc    3C^5, 


ar  —  2 


2a>5 -f  c'est-à-dire  v'^8.  Si  5C  n'est  pas  premier,  on  a 


2r  —  9. 


^   ir — 3 
Exempte  :  Si  G  est  primitif,  on  n'a  pas  N  =  820  =  2*.  5. 

Remarque .   —   Quand  ^  =  3  et  que  G  est  primitif,  v'  doit 
diviser  3'"(3'" —  1)  et  /• —  i.  Si  X  est  premier,  on  a  v'  =  3«,  avec 

3«>  5 — — ^-  Si  JC  n'est  pas  premier,  ou  bien  Ç  est  impair,  et 


ir  —  2    w 


3C^25,v'> — zr7  ^^'  c'est-à-dire  v'>26,  ou  bien  5  =  4^  +  2, 
JC^io,  v'>  10,  ou  bien  (J  =  ^h  et  3'"r^  i  (mod4)  avec  ^^4» 

V>4. 

Des  remarques  semblables  ont  lieu  quand  /?  >►  3. 

Théorème  II.  —  Soit  N  =  pp  (p  premier  et  premier  ^  p  >  i)  : 
un  groupe  G  transitif  de  degré  N,  de  classe  N  —  i ,  d^ ordre 

g  =  N^,  ne  peut  exister  que  si  5C  <    ^    ^/>,  S  ^/a/i/  le  plus 

grand  commun  diviseur  de p  —  i  e^  (/,  en  sorte  que  p^Z  ;  si  Ç 
est  primitif ,  on  a  p  —  i  non  premier  à  p,  p  ^p  4-1  et  p';>  5. 

En  effet,  on  aura  encore,  d'après  la  formule  de  M.  Sylow 

(2)  g  =  Nje=p/>Je=^v,v'(;i/?-+-i), 

Vf,  v'  ayanl  même  signification  qu'au  théorème  I.  On  aura 

(3)  ^3t£^<N,      je<.-e^<-^. 

Si  G  est  primitif,  on  n'a  pas  p  —  i  premier  à  p,  sans  quoi  v' 

3 
qui  divise  p  —  i  devrait  diviser  JC  et  l'on  aurait  ^^3,  3C -<  -v', 

(•)  W.  Dyck,  Math.  Ann,,  t.  XX  et  XXII  et  notre  Thèse  de  Doctorat,  p.  i8. 


-  252  - 

d'où  X  =  v',  c'est-à-dire  G  non  primitif  (').  De  plus,  si  G  est  pri- 
mitif, on  sait  (^)  que  p^p  H-  i.  Enfin,  si/>  =  3,  il  faut  3C  =  2  et 
N  —  I  pair,  et  G  n'est  pas  primitif  ;  si  /?  =  5,  G  ne  pourrait  être 
primitif  (')  que  si  X  >  3,  par  suite,  d'après  (3)  si  JC  =  4,  c'est- 
à-dire  N —  I  pair;  mais  l'on  aurait  ici,  d'autre  part, /?  —  i  =  4,par 
suite  p  et  N  pairs.  On  en  conclut  que  G  ne  peut  être  primitif  si 
/?=  5. 

Exemple  :  Si  G  est  primitif,  on  n'a  pas  N  =  297  =  3^.11, 
parce  que  1 1  —  1  =  10  est  premier  à  3',  ni  N  =  3i 5  =  3^.5.7 
ni  N  =  375  =  3.5». 

Corollaire  /.  —  Si  N  est  pair  et  a  un  diviseur  premier  p 
inférieur  à  tous  les  diviseurs  de  N  —  i,  G  ne  peut  être  transitif 
que  si  N  ^  o  (mod/?^). 

Corollaire  II.  —  Si  N  est  impair,  soit/?  son  plus  petit  diviseur 
premier  :  G  ne  peut  être  primitif  à  moins  que  N^o  (modp^). 

Corollaire  III.  —  G  ne  peut  être  primitif  :  i**  si  v'^3  ou 
si  8^3,  a  fortiori  si  p  —  i  et  p(p  —  i)  ont  pour  plus  grand 
commun  diviseur  2,  en  particulier  si  p  =  4A-4-  3  eip —  i  =  2*", 
si  p  =  12 A' —  I  eip  —  I  ==  2'"3'"',  etc.;  2"  si  v'^4  ou  si  8^4. 

En  effet,  le  plus  grand  commun  diviseur  A  de/? —  i  etp/?(p/7  —  i) 
est  celui  de  p  —  i  et  p(p  —  i)  :  A  est  pair  et  l'on  n'a  A^3  que  si 
A  =  2. 

Quand  v'^3  ou  8^3,  on  a  /?  >•  5,  et,  d'après  (3),  X$3,  en 
sorte  que  G  n'est  pas  primitif. 

Quand  v'^4  ou  8^4>  on  a,  d'après  (3),  5C^4i  et 


ae< 


p-*     <7v. 


/?  — I  -   6  ' 
G  ne  pourrait  être  primitif  que  si  5C^4î  ce  qui  exige  JC  =  4=  ^> 


(')  Alors,  en  effet,  G  renfcrmerail  un  groupe  d'ordre  /)v,v' renfermant  H  ou 
un  de  ses  iransformés  par  les  substitutions  de  G. 
(')  Bull.  Soc.  Math.,  t.  XXV,  p.  18;  1897. 
(')   l^ir  noire  Thèse  de  Doctorat,  p.  65. 


^ 
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d^où  v'=  4;  H  ne  serait  pas  maximum  dans  G,  ce  qui  est  impos- 
sible. 

Exemples  :  Quand  G  est  primitif,  on  n'a  pas 

N  =  260  =  2*.5.i3.         ni         N  =  280  =  2».5.7. 

m. 

Lemme  /.  —  Soit  G  un  groupe  quelconque  d'ordre 

(/^  o  (mod/?*),         avec        Q  yào{moàp^), 

p  étant  premier,  et  Q=z p^^^^/i^\  -f-  np)^  p^^tv'  et/^^v,  étant  res- 
pectivement les  ordres  des  groupes  H'  et  K  des  substitutions  de  G 
qui  sont  permutables  à  un  sous-groupe  H  d'ordre  p^  de  G  ou 
échangeables  aux  substitutions  de  H.  Si  V|  v'=  v',  v2,/>^v',  étant  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  ordres  des  groupes  des  sub- 
stitutions de  H' échangeables  à  une  substitution  d'ordre/?,  G  con- 
tient au  moins 

substitutions  d'ordre  ^  o  (mod/?),  Ç  étant  égal  à  v' ou  V2,  et  8  étant 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  CJ  et  p  —  i  ou  (p  —  i)(/>* —  i) 
respectivement,  suivant  que  G  contient  ou  non  une  substitution 
d'ordre  p^. 

Il  nous  suffit,  pour  le  voir,  de  généraliser  un  lemme  que  nous 
avons  donné  (*)  antérieurement.  Nous  conservons,  en  principe, 
les  mêmes  notations  que  dans  sa  démonstration. 

On  a  encore  ici  i  h-  /i/>  =  i  4-  /î  1 /?  -h  /i2/>^.  Formant  le  groupe 
L  des  substitutions  de  G  échangeables  à  une  substitution  S  d'ordre 
p  de  H,  on  a  ^=p^'^{i -h  hp),  i-^hp  étant  le  nombre  des 
transformés  de  H  qui  contiennent  S.  Si  A>-  o,  L  est  isomorphe 

y  y 

à  un  groupe  U  d'ordre  ~  et  de  degré  ~>  où  la  substitution  i  cor- 
respond au  sous-groupe  (S)  de  L;  L'  contient  (^)  a^(i -f- /i/>)v" 
substitutions  d'ordre  premier  'dp.  On  peut  former  un  tableau  S 


(')  Buil.  Soc.  Math.,  t.  XXV,  p.  20. 

(2)  Buil.  Soc.  Math.,  l.  XXV,  p.  18;  1897. 
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de  {p  —  i)X  subslitulions  disllnctes  appartenant  à  L  et  d^ ordre 
=E  o  {moAp)  et  ^  o  (mod/?^),  tableau  que  Ton  fait  correspondre 
à  (S). 

De  même,  au  groupe  (S|)  des  puissances  d'une  substitution  S| 
d'ordre  p  non  contenue  dans  (S),  on  fait  correspondre  un  tableau 
ou  ensemble  0|  de  {p  —  i)\x^{p  —  0(' "*"  ^«/^)^*i  substitutions 
distinctes  d'ordre  ^  o  (mod/?)  et  yà  o{moàp^).  Les  substitutions 
de  6|  diffèrent  de  celles  de  6;  et  ainsi  de  suite. 

Quand  on  aura  A  ==  o,  à  Tensemble  des  p  —  i  substitutions 
de  (S),  nous  ferons  correspondre  l'ensemble  8  des 

V(/>-i)^(/>"-iK 

substitutions  échangeables  à  S,  d'ordre  ^  o(mod />)  et  ^  o 
(mod/>*),  appartenant  au  groupe  d'ordre  /?*v'"  des  substitutions 
échangeables  à  S. 

Enfin,  soit  T  une  substitution  d'ordre/?^  de  G.  On  a  dans  (T) 
/?(/?  —  i)  substitutions  d'ordre/?^,  et,  puisque /?*V|  est  l'ordre  du 
groupe  K  des  substitutions  de  G  échangeables  à  celles  de  (T),  et 
que  K  contient  au  moins  V|  substitutions  distinctes  d'ordre  premier 
à  /?,  (T)  contient  ^^"{p^ — P)^^^{P^ — P)  substitutions  d'ordre 
^  o(mod/?')  et  non  contenues  dans  un  autre  groupe  de  G  sem- 
blable à  (K).  A  l'ensemble  de  ces p{p  —  i)  substitutions  d'ordre 
p^  de  G,  nous  faisons  correspondre  l'ensemble  O'  de  ces  X''(/?^  —  p) 
substitutions. 

Nous  formerons  encore  les  ensembles  A,  B,  C,  l'ensemble  G 
comprenant  tous  les  ensembles  6,  Q,  6'  ci-dessus  obtenus.  G 
contient 

D  >  i:(/?  —  Ov-Ci -4- A/>)  +  (I -4- n/?)v, (/?«-/>)r, 

substitutions  distinctes  d'ordre  ^  o  (modp),  où  r^  est  i  ou  o  sui- 
vant que  G  contient  ou  non  des  substitutions  d'ordre />^. 

Si  les  quantités  v''  qui  sont  toutes  multiples  de  V|  sont  de  la 
forme  v"=  Vi  /jx'',  v»  /  étant  leur  plus  grand  commun  diviseur,  on 
aura 

=  (/>  — Ovi/Sfi'lH- A/>)5(/?  —  i)v,/(i-f- /i/?)(e/?-M) 
et 


avec  /^  1  cl  e  -H  T,  =  I . 


(5)  D  >  (/i-i)v,(i  H- /!/?)[/(£/>  H- i)-t-r,/?J  =  Ç^—i[/(£^ -h  i)-i-r,pj, 
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Le  lemme  I  résulte  de  là  immédiatement  comme  nous  allons  le 
voir.  Mais  la  formule  (5)  pourra  donner  parfois  une  limite  plus 
avantageuse. 

En  effet,  si  /?^v,  est  l'ordre  du  groupe  des  substitutions  de  H' 
échangeables  à  une  substitution  d'ordre />  de  H^,  on  aura  /V|  mul- 
tiple de  v',  et  /vi^v',. 

Enfin^  on  remarquera  que  (  *  )  v'  doit  diviser  ( p^  —  ^)  {p  —  *)  si 
G  ne  contient  pas  de  substitution  d'ordre />*,  et  p  —  i  si  G  en 
contient.  Dans  le  premier  cas, 

(6)  D>cjP:z.:  nj,^,)>gPl:zlhi.,>gPlpl, 

puisque 

=  vt  ; 


V|V     ^    V|V 


d'ailleurs  V|  divise  v', ,  en  sorte  que  V2  divise  v',  par  suite  8;  dans 
le  second  cas, 


iS 


<7)  »^{?7î7^; 

en  sorte  que,  dans  les  deux  cas, 

(8)  D>g^. 

G.  Q.  F.  D. 

Ce  lemme  nous  permet  de  formuler  pour  les  groupes  de  degré 
pm^i  (^p  et  ,.  premiers  différents)  ou  de  degré  p/?  des  théorèmes 
analogues  aux  théorèmes  I  et  II. 

Théorème  III.  —  Un  groupe  G  transitif  de  classe  N  —  v  et 
de  degré   N=p"^r^   {p  ^^    '*  premiers    différents),    d'ordre 

y  =  N3e,  ne  peut  exister   que  si  JC-< ^^ — s  <  ^î,  avec 

r^ —  I  ^  o  (mod  /?),  ou  s'il  est  non  primitif  et  renferme  un 
sous'groupe  invariant  d'ordre  /t>'",  ÎJ  ayant  même  signification 
qu^au  lemme  /. 

D'après  le  lemme  I,  on  aura,  en  raisonnant  comme  au  théo- 
rème I, 

(9)  ^  < '^-iifz^  î  <  5  <  °. 

(')  Bull.  Soc.  Math.,  t.  \XV,  p.  io4;  1897. 
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où  5  a  même  signification  qu^au  lemme  I.  On  retrouve  la  condi- 
tion  connue  (*)  r^>^ De  plus  Ç  n'est  pas  premier  à  /?, 

puisque  JC  <  Ç,  et  r^  —  i  ^  o  (mod/?). 

Corollaire  l,  —  Si  /?  =  2,  G  ne  peut  être  primitif  que  si  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  (r  —  OC''^  —  0  ^^  a'"(2'"r*  —  i)  est  8 
ou  ^10. 

En  effet,  si  5C  est  premier,  V|  v'  =  v'^  Vj  n'est  pas  ^  o  (modCFC)  ; 

donc  Ç  =  2«,  en  sorte  que  5C  ^  5,  2« >  5  — ^^-^  >  c'est-à-dire  Ç ^  8. 
Si  3C  n'est  pas  premier,  on  a 

On  a  ici,  quand  />^3,  une  remarque  analogue  à  celle  du  théo- 
rème I. 

Théorème  IV.  —  Soit  îi  =  ^p^  (p  premier  et  premier 
à  p  <  i):  un  groupe  G  transitif  de  degré  N,  de  classe  N  —  i , 

d^ ordre  (j^  =  N  JC,  ne  peut  exister  que  si  5C  <  -^—-  =p^{p  —  i), 

8  ayant  même  signification  qvUau  lemme  I.  De  plus,  si  G  est 
primitif,  on  a  p^i,  p^  —  1  non  premier  à  p,  p  ^p^  +  i . 

On  raisonnera  comme  au  théorème  II  :  on  remarquera  que  si  G 
contient  des  substitutions  d'ordre/?^,  8  doit  diviser/?  —  i ,  et  5C  <[/>> 
en  sorte  que  /?  ^  3  ;  quand  G  est  primitif,  il  faut  dans  ce  cas  p  —  i 
non  premier  à  p  et/?  >  5. 

Corollaire  I.  —  Un  groupe  G  transitif  de  degré  N  =  4p  (?  i"^" 
pair)  et  de  classe  N  —  i  est  imprimitif  et  d'ordre  i2p,  avec 

p  =  3/  -f- 1. 

En  effet,  on  a  X<  4,  c'est-à-dire  3C  =  3,  C|*=  i2p,  p  =  3/-hi. 
G  n'est  pas  primitif,  puisque  3C  =  3  et  p  >  i . 

Exemple  :  G  ne  peut  être  primitif  quand  N  =  324  =  2^.3* 
ou  N  =  364  =  2=^. 7.13  ou  N  =  396  =  2^3^. II. 

(')  BuU.  Soc.  Math.,  t.  XXV,  p.  27-29;  1897. 


% 
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Corollaire  IL  —  Un  groupe  G  primitif  de  degré  N  =  gp  et  de 
classe  N  —  i  est  de  degré  pair. 

En  effet,  d'après  le  théorème  IV,  9  —  i  =  8  ne  peut  être  pre- 
mier à  p. 

Exemple  :  G  ne  peut  être  primitif  si  N  =  226  =  3^.5^. 

On  pourrait  encore  obtenir  ici  des  corollaires  analogues  aux 
corollaires  I,  II  et  III  du  théorème  II.  Nous  croyons  inutile  de  les 
énoncer. 

IV. 

Fn  appliquant  ce  qui  précède  et  les  résultats  déjà  obtenus  par 
nous  antérieurement  (*),  on  établit  de  suite  le  théorème  suivant  : 

Théorème  V.  —  Les  seuls  groupes  primitifs  de  classe  N  —  i 
et  de  degré  N  ^  4<>ï  sont  ceux  de  degré  égal  à  p^  {p  étant  pre- 
mier), et  sont  linéaires  à  indices  réels. 

En  effet,  les  seules  valeurs  de  N  qui  puissent  faire  exception  (^) 
seraient  N=  216=233»  et  N=  288=  3^25. 

I«    N=2l6=253». 

On  a  N  —  I  =  5.43  =  2i5,   en  sorte  que  Ç=:  N  5e=:  216. 5 
quand  G  est  primitif  ('). 
On  a  alors  {*) 

g  =  3»v(i  -H  3 /i, -h  3« /ij -f-  3» /la)  =  3»v(i  4-  3n), 

où  3*y  est  Tordre  du  groupe  des  substitutions  de  G  permutables  à 
un  groupe  P  d'ordre  3'  de  G.  On  a,  puisque  G  est  primitif,  v  pre- 
mier à  5  et  /î  >  o,  en  sorte  que  1  +  3/i  est  égal  à  10  ou  4o. 

Soit  I  4-  3  /i  =  4o  ;  on  a  /i4  ^  o  et  G  contient  un  groupe  P|  sem- 
blable à  P  et  ayant  avec  P  un  sous-groupe  invariant  P'  d'ordre  3^. 
Le  groupe  (P,  P|),  dérivé  de  P  et  P|  serait  imprimitif,  d'ordre 
Tij=  3'(x(i -I- 3/i')  <  Q*,  et  l'on  aurait  /i'>o,  ce  qui  exigerait, 
puisque  cet  ordre  est  premier  à  5  et  que  G  ne  peut  contenir  de 

(  '  )  Loc.  cit. 

(^)  Voir  notre  Thèse  de  Doctorat,  p.  55,  et  Bull.  Soc.  math.,  t.  XXV,  p.  16  et 
suiv.;  1897. 
(*)  Thèse  de  Doctorat,  p.  55. 
(*)  Ann.  Fac.  Se.  Toulouse,  D.p.  7;  1895. 
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sous-groupe  invarîanl  d'ordre  ai 6,  (x(i  +  3/i')=  4>  ©=3*2'. 
(P,  P|)  ne  contient  aucun  sous-groupe  invariant  dans  G  el  est 
maximum  dans  G. 

Soit  I -H  3/1  =  lo  :  G  contient  encore  un  sous-groupe  d'ordre 
m  =  3^  2^  maximum  dans  G  et  ne  contenant  aucun  sous-groupe 
invariant  dans  G. 

Dans  les  deux  cas,  G  sera  donc  {*)  hoioédriquement  isomorphe 
à  un  groupe  primitif  de  degré  lo  et  d'ordre  io.3'.2*  que  l'on  sait 
ne  pas  exister  ('). 

2**  N  =  288  =  3^. 2**.  —  Conservons  les  notations  du  lemme  1 
en  prenant /?  =  3.  On  a  N  —  1  =  287  =  7.41.  D'après  (9), 

:ïe<i|ç<8. 

Puisque  ^  ^  7,  il  faut  8  >  7.  On  a  /?  —  i  =  2,  et  G  ne  contient 
pas  de   substitution   d'ordre   9.   Alors  (p  —  i)(/?^ — 0^=*^?  "» 

divise  16,  je  =  7,  (J  =  3*.2'.7;  de  plus  Ç>  -t'7>  d'où  ^^S. 
On  a 

g  =  3«v;v,(i-t-3/i), 

avec  /i>oet  i-f-3/i^o  (mod  7),  puisque  G  est  primitif.  On  n'a 
pas,  pour  la  même  raison,  v',V2=  2*,  et  v^Vg  divise  16,  en  sorte 
que  I  -f-  3/1^28,  v',V2=8;  puisque  V2=  î^,  V2=  8,  v'^  =  i.  D'après 
la  signification  de  V2  et  de  v'^ ,  le  sous-groupe  L  des  substitutions 
de  G  permutables  à  un  sous-groupe  M  d'ordre  DXL  =  3^  de  G  est 
d'ordre  ^=  3^.2'.  Nous  nous  contenterons  ici  d'examiner  le  cas 
où  L  ne  renferme  pas  d'autres  substitutions  échangeables  à  une 
d'ordre  3  de  M  que  celles  de  M. 

L  ne  renferme  aucun  sous-groupe  invariant  Mi  d'ordre  2?  avec 
cp^  3,  sans  quoi  M|  étant  invariant  par  M,  et  M  par  M|,  avec  «OÏL 
premier  à  DXit,  on  sait  {^)  que  les  substitutions  de  M  seraient 
échangeables  à  celles  de  M| ,  ce  qui  est  impossible,  puisque  v',  =  i . 
Donc  (^)  L  est  hoioédriquement  isomorphe  à  un  groupe  L'  tran- 


(>)  W.  Dyck,  Math.  Ann.y  t.  XX  et  XXII,  et  uotre  Thèse  de  Doctorat,  p.  12 
et  i5. 

(2)  Jordan,  Comptes  rendus^  1871  et  1872. 

(•')   Voir  par  ex.  Ann.  Fac.  Se.  Tout.,  i8<)5,  i).i7. 

(*)  Voir  par  ex.  W.  Dyck,  Math.  Ann.^  t.  XX  el  XXII,  cl  noire  Thèse  de 
Doctoral,  p.  12  cl  i3. 


% 
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silif,  de  degré  9  el  d'ordre  9.8,  dont  les  substitutions  d'ordre  3 
sont  de  classe  9,  et  contenues  dans  le  groupe  M'  d'ordre  9  corres- 
pondant à  M  dans  U.  U  ne  contient  pas  de  substitutions  d'ordre 
^  o  (niod3)  et  non  contenues  dans  M',  en  sorte  que  U  et  L  con- 
tiennent au  moins  9.8  —  9  =  63  substitutions  distinctes  d'ordre 
diviseur  de  2'. 

Or,  un  sous-groupe  de  G  d'ordre  2^  ne  peut  avoir  en  commun 
avec  L  plus  de  2'  substitutions.  Il  contiendra  donc  au  moins 
2» —  2'=  24  substitutions  d'ordre  diviseur  de  2*  et  >  i  non  con- 
tenues dans  L. 

G  renferme  ainsi  au  moins  63  -f-  24  =  87  substitutions  dis- 
tinctes d'ordre  >  i  et  diviseur  de  2*. 

D'autre  part,  d'après  la  formule  (6),   G  renferme  au  moins 

n  m 

7.2^.3^         ^  =7.2'*=:  224  substitutions  d'ordre  non  premier  à  3, 

par  suite  de  classe  N.  Donc  G  devrait  renfermer  au  moins 
874-224  =  311  substitutions  de  classe  N,  alors  qu'il  n'en  ren- 
ferme pas  plus  de  287.  Donc  G  ne  peut  exister.        c.  q.  f.  d. 


SUR  L'APPLICATION  DU  CALCUL  DES  BIQUATERNIONS 

A  LA  GÉOMÉTRIE  PLANE; 

Par      M.      COHBEBIAC. 


I. 

On  sait  qu'un  biquarternion  est  une  quantité  numérique  com- 
plexe à  huit  unités  indépendantes,  dont  quatre  sont  les  unités 
quaternioniennes  :  i,  /,  y,  k  et  dont  les  quatre  autres  sont  les 
produits  des  quatre  premières  par  une  unité  (o  commutative  avec 
toutes  les  autres  et  satisfaisant  à  la  relation 

Un  biquaternion  est  donc  de  la  forme 

OÙ  q  et  q'  sont  des  qualcrnions. 
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Les  unités  i,  Ar,  wi  et  a>y  déterminenl  un  sjstème  numérique 
à  quatre  unités,  dont  les  règles  de  multiplication  représentent  la 
composition  des  mouvements  sans  déformation  dans  le  plan. 

Nous  représenterons  un  de  ces  mouvements  par  le   nombre 

complexe 

w  -f-  kxo-^  (siixt  -f-  iojXf^ 

où  iv^  Xq^  Xi^  X2  sont  des  paramètres  homogènes  du  mouvement 
qui,  comme  on  le  sait,  est  une  rotation. 
Les  coordonnées  du  centre  sont 


Xi 

Xt 

Xo 

Xq 

L^angle  de  la  rotation  28  est  donné  par  la  relation 

tang8  =  ^. 

Un  point  sera  naturellement  représenté  par  la  rotation  d'un 
angle  tz  autour  de  ce  point. 

Si  [X  est  un  point  de  masse  i,  une  rotation  autour  de  ce  point 
d'un  angle  28  sera  représentée  par  l'expression 

r  =  (V  -+-  [JiX  ~  Tr(cosS  H-  sinS), 

où  l'on  a  posé  Tr  =  y/w^  -\-  x^. 
Nous  poserons  aussi 

Sr  =  cv,        Pr  =  \LX, 
Si  l'on  pose 

A:  =  (1,         a>i  =  ei,         ojy  =  s,, 

les  règles  du  calcul  en  question  sont  les  suivantes  : 

fi«  =  — I,        ÊÎ  =  o,         e5  =  o, 

Ce  calcul  permet  de  traiter  facilement  un  grand  nombre  de 
questions  géométriques.  Il  comprend  le  calcul  des  équipollenccs. 
Ce  n'est  pas  le  lieu  de  le  développer  dans  ses  détails. 
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IL 


M.  Study  (*)  a  remarqué  que  le  calcul  des  biquaternions  permet 
la  composition  non  seulement  des  mouvements  sans  déformation, 
mais  encore  des  symétries  entre  elles  et  avec  les  mouvements. 

Pour  cela,  il  suffit  de  représenter  par 

ao  (I)  A:  -h  «t  i  -f-  OLij 
la  symétrie  par  rapport  à  la  droite  qui  a  pour  équation 

Ainsi  i  représente  Taxe  des  y^  j  représente  Taxe  des  x  changé  de 
signe,  (oA"  représente  la  droite  de  l'infini.  Nous  poserons 

Un  biquaternion  pourra  donc,  dans  cet  ordre  d'idées,  se  mettre 

sous  la  forme 

r^w-{-m-hiùU-\-d, 

m  représentant  un  point;  c/,   une  droite;  ^p  et  w,  des  quantités 
numériques  vulgaires. 

L'expression  ww-j-rf  représente  la  symétrie  par  rapporta  la 
droite  d  accompagnée  d'une  translation  suivant  cette  même  droite. 
La  longueur  de  la  translation  est 

u 


/«}  -h  a{ 

Un  biquaternion  ne  peut  se  mettre  sous  la  forme  précédente 
que  d'une  seule  manière;  car  chaque  terme  ne  contient  que  des 
unités  qui  n'entrent  pas  dans  les  autres. 

De  plus,  ces  termes  sont  indépendants  du  système  de  réfé- 
rence, ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  sont  des  covariants  de  /•  par 
rapport  au  groupe  des  mouvements  sans  déformation,  c'est-à-dire 


(')  Study,  Parameterdarstellung  der  Bewegungen  und  Umlegungen  {Ma- 
thematische  Annalen,  B.  39;  1891). 
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par  rapport  à  ropéralion 

(w-4-jxâ7)(     .     ){w  —  iix) 


En  effet,  cetle  opération  transforme  un  point  en  un  point,  une 
droite  en  une  droite  et  laisse  l'expression  w  -|-  ww  invariante. 
Nous  poserons  donc 

S  r  =  (V,         Pr=m,         Qr  =z  u^         Dr  =  d, 
Nous  poserons  de  plus 

où  X  est  la  masse  de  m,  et  a  la  longueur  de  d.  Tr  sera  dit  le  ten- 
seur de  r. 

III. 

Les  quatre  fonctions  linéaires  S,  P,  û,  D  permettent  de  traiter 
un  très  grand  nombre  de  questions  géométriques. 

Certaines  propriétés  fondamentales  sont  à  retenir. 

Les  points  pour  lesquels  on  a  Tm  =  o  sont  des  points  de 
rinfîni,  autrement  dit  des  vecteurs.  Ils  sont  de  la  forme 

La  différence  de  deux  points  de  même  tenseur  (ou  masse)  est 
un  vecteur. 

Si  (X  et  (x'  sont  des  points  unitaires  (de  tenseur  un)  le  produit 
[xjx'  représente  la  translation  suivant  la  direction  du  vecteur  jx' —  jx, 
mais  d'un.e  longueur  double  dejx' —  jx.  Pjxjx' représente  le  vecteur 
perpendiculaire  à  jx' —  (x  et  d'une  longueur  égale. 

Si  S  et  o'  sont  deux  droites  unitaires  faisant  entre  elles  un 
angle  0  et  se  coupant  au  point  |x,  on  a 

cos6  = — S88',        |ji  sinO  =  Po8'. 

La  condition  de  perpendicularité  sera  donc 

Sô8'  =  o; 
celle  de  parallélisme 

P88'=o. 

La  distance  du  point  |x  à  la  droite  S  sera  exprimée  par  Û|x8,  de 


\ 
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sorte  que  Téqualion  de  la  drohc  8  s'écrira 

ÛJJLO  =  o. 

Le  point  à  Finfini  de  la  droite  8,  c'est-à-dire  le  vecteur  qui  in- 
dique la  direction  de  cette  droite,  est  représenté  par  8o8. 
Donnons  quelques  formules  utiles  : 

I        S/nm'= — Tmm',       P  mm' =  — Pm'm,       Dm/n'=o,  Ûmm'=o, 

)      Smrf=o,  Pmd  =  Oj  Dmd  = — ùdm^       Qmd  —Qdmy 

I)     Sdd  =Sd'd,  Pdd'  =-Pd'd,         Ddd'  =  o,  Qdd  =  o, 

(o  coramutatif  avec  tout  biquaternion,  8om  = — T/n.w. 

(IV)  Qdd'd'  =Ù{Pdd\d!')  =  Ùd'dd' 

=  -Çi{Pd'd,dr)^'-Q{dddr), 

(V)  dùdidfdi      =  diQddidz-^  diQdidd^-^  d^Qdidid, 

(VI)  DidPd'd")   ^d-Sdd—dSdd', 

(VII)  2D{dPdd'')  =  Ddd'd''—Ddd'd', 

(VIII)  Ddd'd'  =:dSd'd''—d'Sd'd-hd''Sdd'; 


d'où 


Ddd'd' =  Dddd. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  7  DÉCEMBRE  1898. 

PRESIDENCE  DE  M.   LBCORNU. 

Démissions  : 

MM.  S.  Mangeot  et  Dennerj  adressent  leurs  démissions  de 
membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Ripert  :  Sur  une  question  posée  par  Chastes  dans  son 
Aperçu  historique. 

MM.  G.  Humbert,  Borel,  Fontené  et  Bricard  présentent  di- 
verses observations  sur  cette  Communication. 
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M.  Painlevé  :  Sur  la  théorie  des  transcendantes  uniformes 
engendrées  par  les  équations  différentielles  du  second  ordre. 

M.  Hadamard  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  la  généralisation  du  théorème  de  Goldin. 

On  connaît  la  belle  proposition  par  laquelle  M.  Kœnigs  (*)  a 
généralisé  le  théorème  classique  de  Guldin  sur  les  volumes  de 
révolution,  et  d'après  laquelle  le  volume  engendré  par  une  por- 
tion de  surface  quelconque,  dans  un  déplacement  quelconque, 
peut  se  représenter  par  le  moment  mutuel  de  deux  systèmes  de 
segments,  dont  l'un,  S,  ne  dépend  que  de  la  forme  de  la  surface 
mobile,  tandis  que  l'autre,  S,  ne  dépend  que  de  la  loi  du  dépla- 
cement et  peut  être  calculé  par  des  quadratures  lorsqu'on  donne, 
pour  chaque  valeur  de  ty  les  composantes  de  la  translation  et  de 
la  rotation  instantanée  sur  trois  axes  invariablement  liés  à  la  sur- 
face en  question. 

M.  Kœnigs  parvient  à  cette  proposition  par  un  calcul  direct, 
en  considérant  successivement  les  cas  où  le  déplacement  instan- 
tané se  réduit  à  une  translation  parallèle  à  chacun  des  axes  de 
coordonnées  ou  à  une  rotation  autour  de  ces  axes,  et  en  com- 
posant ensuite  les  déplacements  ainsi  obtenus. 

On  peut  présenter  le  raisonnement  sous  une  forme  qui  rend 
intuitive  la  forme  du  résultat,  et,  de  plus,  met  en  évidence  la 
signification  géométrique  du  système  de  segments  S. 

Il  suffit,  à  cet  effet,  de  faire  appel  au  théorème  bien  connu  qui 
s'énonce  ainsi  :  Le  travail  élémentaire  d'un  système  de  forces 
agissant  sur  un  solide  invariable  est  égal  au  moment  mutuel  de 
deux  systèmes  de  segments,  dont  l'un  est  constitué  par  les  forces 
agissantes,  tandis  que  l'autre  est  celui  qui  correspond  au  dépla- 
cement instantané. 

On  sait,  d'autre  part,  que  le  travail  d'une  pression  uniforme 
et  normale/?,  exercée  sur  une  surface  qui  se  déplace,  est  mesuré 
par  pdç,  où  dv  est  Télément  de  volume  décrit  par  la  surface.  Il 
suffit  de  rapprocher  l'un  de  l'aulre  ces  deux  énoncés  pour  arriver 
au  résultat  cherché.  Le  volume  élémentaire  n'étant  autre  que  le 
travail  élémentaire  d'une  pression   uniforme  et  égale  à  l'unité, 

('  )  Journal  de  Afathématiques,  4*  série,  l.  V,  p.  Sai  cl  suivantes. 
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agissant  sur  la  surface  mobile,  sera  exprimé  par  le  moment  mu- 
luel  de  deux  systèmes  de  segments  dont  Fun,  2,  correspond  au 
déplacement  élémentaire. 

L'autre,  S  (et  c'est  ce  résultat  que  nous  voulions  obtenir), 
est  le  système  résultant  de  segments  normaux  à  la  sur/ace 
mobile  en  ses  différents  points  et  égaux  aux  éléments  de  sur- 
face correspondants. 

Bien  entendu,  en  écrivant  les  projections  et  les  moments  de  ce 
système,  on  retombe  sur  les  expressions  trouvées  par  M.  Kœnigs. 
Le  fait,  signalé  au  commencement  de  son  Mémoire,  que  le  ré- 
sultat doit  ne  dépendre  que  du  contour  de  la  surface^  corres- 
pond manifestement  ici  à  cette  proposition  bien  connue  que  des 
pressions  uni/ormes,  distribuées  sur  une  sur/ace  fermée,  se 
font  équilibre. 

M.  Appell  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  les  équations  de  Lagrange  et  le  principe  d*Hamilton. 

L'attention  des  géomètres  a  déjà  été  attirée  plusieurs  fois  sur 
un  genre  particulier  de  liaisons  qui  ne  peuvent  pas  être  expri- 
mées en  termes  finis.  Citons,  notamment,  M.  Vierkandt,  M.  Ha- 
damard  {Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et 
naturelles  de  Bordeaux,  4**  série,  t.  V).  Les  équations  de  La- 
grange ne  peuvent  pas  être  appliquées,  en  général,  aux  systèmes 
contenant  ce  genre  de  liaisons  :  c'est  ce  que  vient  encore  de 
montrer  M.  Carvallo  dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie 
pour  le  concours  du  prix  Fournejron. 

D'un  autre  côté,  quand  on  établit  les  équations  de  Lagrange 
par  le  principe  d'Hamilton 


(I) 


\  f(T-\-l])dt  =  o, 


il  semble  que  toutes  les  liaisons  soient  comprises  dans  la  dé- 
monstration. Je  ne  sais  si  l'on  a  indiqué  déjà  comment  ces  liai- 
sons exceptionnelles  se  trouvent  écartées.  D'après  le  principe 
de  d'Alembert,  associé  au  principe  du  travail  virtuel,  on  a 

( 2 )  r [^{]  —  1  ni(af  ox  -{-y  ^y  -^  z"  ^z)]  dt  =  o. 

XXYI.  l8 


On  Iransforme  le  terme 


/ 


x"  Ix  dt 


par  l'intégration  par  partie,  et  l'on  a 

x'  oa:  —    1  x'  d  8.r  ; 
on  fait  ensuite 

( '5  )  d  ùx  =  0  dx  ~  ox'  dt. 


et  l'équation  (2)  devient,  en  laissant  de  côté  la  partie  intégrée, 

ASU  -+-  lm(x'  ox'-+-y  Sy -+-  z'  oz')]  dt  =  o, 

qui  est  l'équalion  (1). 

De  cette  équation  (1)  on  déduit  ensuite  les  équations  de  La- 
grange  en  supposant  que  T  soit  fonction  de  ^f,  92,  . ..,  Çk-,  9',, 
^2,  . . .,  q'f.  et  s'appuyanl  encore  sur  les  relations 

(4)  doçi^odqi,        ..., 


or,  ces  conditions  (3)  et  (4)  sont  incompatibles  dans  le  cas  qui 
nous  occupe.  En  effet,  supposons  le  système  à  deux  degrés  de 
liberté  Çi  et  ^2,  les  liaisons  étant  indépendantes  de  /.  Alors  on  a, 
pour  un  déplacement  virtuel  compatible  avec  les  liaisons 

^x  =  A|  8^1  -+-  Aj  0  ^j, 


et  pour  le  déplacement  réel 

dx  =  A I  dqy  -+-  Aj  df/^. 
Ces  expressions   différentielles    ne   sont    pas   supposées    inlé- 
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grables,  sans  quoi  x  s^exprimerait  en  termes  finis  en  ^f,  q^^  ce 
qui  est  contre  l'hypothèse. 
Alors 

Si  l'on  suppose  les  conditions  (4)  remplies,  les  conditions  (3) 
ne  le  sont  pas,  car  les  termes  en  8^2  rf^i»  par  exemple,  dans  dZx 
et  Zdx^  ont  pour  coefficients  les  deux  quantités 

qui,  actuellement,  ne  sont  pas  égales. 
M.  Leau  adresse  la  Note  suivante  : 

Extension  d'an  théorème  de  M.  Hadamard  à  l'étude  des  séries  de  Taylor. 
1.   Le  théorème  dont  il  s'asrit  est  le  suivant  : 


Si  Von  pose 

(t) 

cp(5)r=  Sa„iî«, 

(•2^ 

tj;(2)  =  26«z" 

et 

(3)  f(z)=^:ÙanbnZn, 

la  /onction  /{z)  ne  peut  pas  avoir  d^ autres  points  singu- 
liers que  ceux  dont  les  affixes  sont  le  produit  des  ajfixes  de 
deux  points  singuliers,  Vun  de  îp,  Vautre  de  ^. 

On  a  une  généralisation  immédiate  de  cette  propriété  si  l'on 
considère  une  série  de  la  forme  SP  (a,i,  f^„,  C/i,  ...)5'',  P  étant 
un  polynôme  et  les  «„,  6/1,  c„,  ...  les  coefficients  de  rang  n  d\in 
certain  nombre  de  séries.   En   ne   prenant  qu'une  seule  de   ces 
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dernières,  Sa,, s",  on  peut  chercher  à  remplacer  le  polynôme  P 
par  une  fonction  entière  de  a„.  C'est  là  précisément  Textension 
que  je  me  suis  proposé  de  faire.  Je  me  suis  d'abord  limité  à  l'étude 
de  la  nouvelle  série  sur  le  cercle  de  convergence,  cas  pour  lequel 
j'avais  trouvé,  de  mon  côté,  une  démonstration  du  théorème  de 
M.  Hadainard. 

Mais,  à  la  suite  d'une  Communication  (*)  de  M.  Borel  sur  ce 
même  théorème,  faite  à  la  réunion  de  la  Société  mathématique 
du  9  novembre  dernier,  j'ai  reconnu  que  mes  conclusions  pou- 
vaient s'étendre  facilement  à  une  plus  grande  région  du  plan. 

Voici,  sur  un  cas  particulier,  mais  dans  des  conditions  très 
larges,  le  principe  de  cette  application,  qui  sera  ultérieurement 
développée. 

2.  Soient  a  et  ^  deux  points  singuliers  quelconques,  l'un  de  cp, 
l'autre  de  ']/. 

On  connaît  la  formule 


C  est  un  contour  qui  comprend  l'origine,  2,  et  les  points  -y  et  qui 

laisse  les  points  ^  à  l'extérieur. 

Cela  posé,  désignons  par  ^^{z)^  ^i(^)i  •  •  •  'es  séries  Sajs*, 
Ha^z",  ....  Nous  remplacerons  successivement,  dans  la  for- 
mule  {/\)^  ^{x)  par  ^{x)^  '^^{x)^  o^(x),  ,.,,  de  sorte  que /{z) 
sera  tour  à  tour  ç«j(2),  ©3(5),  ....  Dans  ce  but,  formons 
Fensemble  E,  des  valeurs  singulières  a,  l'ensemble  E2  de  leurs 
produits  deux  à  deux,  celui  E3  de  leurs  produits  trois  à  trois,  ...  ; 
enfin  l'ensemble  Cy  qui  les  comprend  tous.  Le  contour  C  sera 

assujetti  à  rester  compris  entre  les  y  ^^  '^^  ->  les  y  étant  les 

points  de  C.  Pour  plus  de  précision,  je  suppose  que  les  points  de 
l'ensemble  E  et  aussi  ceux  de  C  sont  isolés. 

3.  Soit  une  aire  Â  quelconque,  à  contour  simple,  contenant 
l'origine,  et  laissant  les  points  y  à  l'extérieur;  toutes  les  aires  - 


C  )  Je  me  rt^fcre  à  cette  Communication.    Voir  ci-dessus,  p.  23H. 
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seront  dans  les  mêmes  conditions.  L'aire  totale  JW»  ainsi  consti- 
tuée,  est  d^un  seul  tenant.  Toute  aire  B  intérieure  à  A,  donne 
naissance  à  une  aire  lib  intérieure  à  «IL. 

Supposons  qqe  )e  inodule  d'nne  foucMon  ^(z)  ne  ^épas$e  pas  M 
quand  z  est  à  Tintérieur  d'une  certaine  aire  X  ou  sur  son  contour. 

Si  z  reste  à  Tintérieur  de  ifb,  -  restera  à  (jistance  (inje  et  ne  pas- 
sera pas  par  les  points  singuliers  de  o,  mais  il  pourra  en  être  voi- 
sin. En  posant 


on  a 


a 


z  a 


Si  le  contour  de  Db  es|;  rapproché  4^  celui  de  JU,  il  pourra  y 
avoir  des  valeurs  a  pour  lesquelles  |  ;5' —  x\  soit  petit.  Supposons 
qu'il  existe  un  membre  m  tel  que  pour  chaque  point  a 

(5  — a)«'(p(s) 

tende  uniformément  vers  zéro  quand  z  tend  vers  a.  Alors,  5 
étant  la  plus  courte  distance  des  'contours  de  Jl»  et  de  ilb,  et  M|  le 
ma?iimum  du  module  de  f{z)^  quand  z  est  suri^b  ou  à  son  inté- 
rieur, la  formule  (4)  montre  qu'on  peut  trouver  une  constante  P, 
valable  aussi  pour  des  aires  voisines  de  X,  et  telle  que  l'on  ait 

M,<P^. 

4.  Partant  d'une  aire  telle  que  X,  nous  pouvons  en  construire 
successivement  d'autres,  intérieures  aux  précédentes,  de  pnanière 
que  la  plus  courte  distance  de  deux  contours  voisins  soit  donnée, 
par  exemple,  par  les  termes  de  la  série 

h        h  h  , 

i^'    i^'    •••'    ^'    ••*      («>0. 

Elles  pourront  ainsi  contenir  toutes  une  aire  âJ  difTérant  de  X 
d'aussi  peu  que  l'on  veut.  On  aura  des  limites  des  modules  des 
XXVI.  i8. 


-  270  — 

fonctions  f/i(^)  à  Tintérieur  de  X'.  D^où  Ton  conclut  facilement 
la  propriété  suivante  : 


Si  s^lt)  est  une  fonction  entière  d^ ordre  inférieur  à  —^  la 

série  ^(z)  =  ^g{an)z'*  n^a  pas  d^ autres  points  singuliers  que 
ceux  de  C^  sous  les  conditions  énoncées» 

J'ajoute  que,  dans  une  région  où  ^{z)  est  uniforme,  il  en  est 
de  même  de  ^(z). 

Le  même  procédé  permet  d'étudier  Je  cas  où,  pour  certains 
points  OL,  (z  —  a)"* ©(5)  ne  tendrait  pas  vers  zéro. 

Enfin,  on  voit  deux  généralisations  immédiates  : 

I®  X|y  X2,  ...,  X/i,  ...  étant  certaines  constantes,  on  peut 
substituer  aux  séries  la^z"  les  séries  SX^aJ^",  ce  qui  modiGe 
les  points  singuliers  y. 

2^  On  peut  associer  à  la  fonction  ^(z)  d'autres  fonctions 
2a^,5'',  Sa* -3",  . . .,  de  manière  à  les  employer  simultanément 
à  la  formation  des  nouvelles  séries  par  l'application  répétée  de  la 
méthode  de  M.  Hadamard. 


SÉANCE  DU  21  DÉCEMBRE  1898. 

PRKSmBNCE  PE  M.  LECORNtf. 


Élections  : 


Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Ferber, 
présenté  par  MM.  Laisant  et  Lémeray^  M.  C.  Naud,  présenté  par 
MM.  Appell  et  Laisant;  M.  E.  Lindelôf,  présenté  par  MM.  Pain- 
levé  et  Borel;  M.  Le  Roy,  présenté  par  MM.  Blutel  et  Borel. 

Communications: 

M.  Borel  :  Sur  les  séries  entières  à  rayon  de  convergence 

nul, 

M.  Le  Roy  ;  Sur  le  prolongement  analytique  des  fonctions, 
M.  Humbert  :  Sur  la  multiplication  complexe  des  fonctions 

abé Hennés  et  la  transformation  univoque  des  surfaces  hypercl- 

liptiques  en  elles-mêmes. 
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M,  Laisant  fait  la  Communication  suivante  : 

Coordonnées  polair63  symétriqaes. 

L'emploi  des  coordonnées  polaires,  si  avantageux  dans  un  grand 
nombre  de  questions,  esta  peu  près  nul  lorsqu'il  s'agit  de  la  Géo- 
métrie de  Tespace.  Gela  lient,  je  le  crois,  à  l'introduction  deà 
deux  angles  (longitude  et  latitude)  qui  interviennent  dans  le 
calcul  sans  aucune  symétrie. 

Il  semble  qu'on  remédieraità  cet  inconvénient,  en  introduisant, 
comme  .coordonnées  angulaires  d'un  point  M,  les  cosinus  direc- 
teurs a,  p,  Y  des  trois  angles  que  forme  la  direction  CM  joignant 
l'origine  au  point  M,  avec  les  trois  axes  coordonnés.  La  quatrième 
coordonnée  serait  le  rayon  vecteur  CM  =  r^  et  on  aurait  la  con- 
dition a*  -h  P^  4-  Y^  =  ï  • 

On  peut  dire  qu'au  fond  ce  ne -serait  jamais,  avec  une  écriture 
différente,  qu'un  système  de  coordonnées  rectangulaires;  mais  il 
est  tout  aussi  vrai  qu'une  équation  polaire  dans  le  plan/(r,  6)  =  o 

n'est  autre  que  flyJoc'^A-y^',  arctang— j  =  o.  Eii  ces  matières, 

c'est  justement  le  mode  d'écriture  qui  importe. 
Les  formules  de  transformation  sont  ici 

r  =  ^x^-^j*-t-  5*.  a  = 9   .. .,  37  =  ar,  ^  =  pr,  /*  =  -^r, 

e 

Dans  ce  système  de  coordonnées,  on  a  pour  l'équation  générale 
d'un  plan 

-  =aa-+-6ji-i-CY; 

si  ûf  ==  o,  le  plan  passe  par  l'origine. 

L'équation  d'une  sphère  passant  par  l'origine  est 

L'équation /(a,  p,  y)  =  o  représente  un  cône  ayant  son  sommet 
à  l'origine. 

Une  surface  quelconque  est  représentée  par  l'équation 

(0  /(r,  «,  p,  7)  =  o. 

On  trouve  facilement  que  les  paramètres  directeurs  de  la  normale 
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en  UD  point  de  la  surface  sont  exprimés  par 

en  posant  ^  =  a/^  -}-  P/p  +  y/J . 

On  vérifie,  diaprés  ces  valeurs,  que  Téqualion  fr  =  o  repré- 
sente une  surface  passant  par  la  courbci  de  contact  du  cône  cir- 
conscrit ajan^  son  sommet  à  Torigine. 

La  faculté  d'introduire  à  volonté  le  facteur  a^  -f-  p^-f-  Y^  =  *  »  ^ 
une  puissance  quelconque,  permet  de  rendre  Téquation  (i)  homo- 
gène et  de  lui  donner  un  degré  quelconque  si  elle  çst  algébrique, 
fin  supposant,  par  exemple,  qu'on  ait  choisi  le  degré  p,  le$  para- 
mètres directeurs  de  la  normale  deviennent  ^f/t  +/a?  •  •  •  • 

Deux  équations  fi(r,  a,  p,  y)  =  o,  /^(r,  a,  p,  y)  =  o  étant 
données,  Téquation  F(a,  p,  y)  =  o  qu'op  aqra  w  élirnîqant  r 
représentera  le  cône  ayant  son  sommet  à  l'origine  e^  passant  par 
rin|;ersec(,iqn  des  d^HTL  surC^ces. 

Si  dans  Téquation  (i)  on  remplace  r  par  r  +  /,  la  nouvelle 
équation  f(r  -+-  /,  a,  p,  y)  représentera  une  surface  conchol'dale 
de  la  première. 

Si  To,  ao,  Po>  Yo  sont  des  valeurs  fixes  données,  Téquation 

représente  un  cône  ayant  son  sommet  à  l'origine  et  passant  par 
l'intersection  de  la  surface  avec  la  sphère  de  centre   O   et  de 

rayon  r©  ;  l'équation 

/(''»«o,  B,  ï)  =  o 

représente  une  surface  passant  par  l'intersection  de  la  surface 
avec  un  cône  de  révolution  de  sommet  0,  ayant  Ox  pour  axe  et 
un  angle  d'ouverture  aarccosao. 

Je  me  borne  ici  à  ces  indications  très  sommaires,  en  pensant 
que  quelqu'un  pourra  peut-être  en  tirer  profit  dans  certaines  ap- 
plications. 

PIN   DU   TOME   XXVI. 


Erratum  :  Tome  XXVI,  page  i86,  6«  ligne,  au  lieu  de  (A,  B),  lire  (B,  A). 
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1896.     C05SERAT   (  E.),   professeur   à  la  Faculté    des  Sciences,  rue  de  Melx,  i,  à  Toulouse 
(Uaute-Garoune). 

1896.  GOSSERAT  (F.),  ingénieur  en  chef  des  PonU  et  Chaussées,  rue  d'Alsace,  33,  à  Paris. 
18%.     GODRTI^,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rue  des  Bernardins,  48,  à  Paris. 

1884.  CRAIC,  professeur  à  l'Université  John  Hupkins,  à  Rnltimore(États-Uiiisd'Amérique). 

1877.     CREIONA,  sénateur,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  h  Rome  (Italie). 

1872.     lARRODX,  membre  de  l'Institut,  doyen  de  la  Faculté  des   Sciences,  rue  Gay-Lussac, 
3G,  à  Paris. 

1885.  lAlHUBVILLE,  professeur  à  la  Faculté  desSciencos,  à  Montpellier  (Hérault). 

1881.  DEFI^ORCES,  lieutenant-colonel  d'infanterie,  en  mission  à  Conslantinople  (  Turquie). 

1882.  lELANXOY,  sous-intendant  militaire  en  retraite,  à  Guérct  (Creuse). 

1895.  RELAli^iAY  (N.),  professeur  à  l'Institut  agronomique,  à  Novo-Alcxandria  (Russie). 
1885.     lEVARTRXS,  doyen  de  lu  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

1892.     REI01]LIN(Alph.),  chargé  de  coursa  l'Université,  rue  Savaen,  4«  ii  Gand  (Belgique). 

1897.  N5nS  (Henry),  élève  libre  à  l'Ecole  d'application  du  Génie  maritime,  rue  de  Flen- 

rus,  a3,  à  Paris. 

1883.  lERDYTS,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  3r>,  à  Liège  (Relgique). 

1894.  DESAIIVT,  docteur   es  sciences,    boulevard  Gonvion-Saint-Cyr,  47»  à  Paris. 

1896.  iUNAS  (G.),  licencié  es  srienceA,  à  Gland,  canton  de  Yaud  (Suisse). 

1897.  RillONT,  professeur  au  lycée,  rue  Royale,  10,  à  Annecy  (Haute-Savoie). 
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1886.     DUXCAIV,  professeur  à  l'Université  John  Hopliins,  &  Baltimore  (ÉUU-Unis  d'Amérique). 

1895.  BOPORCQ  (Ernest),  ingénieur  des  télégraphes,  rue  Jacob,  4^,  à  Paris. 

1896.  DOPORT  (Henry),  professeur  à  la   Faculté  des  Sciences,  rue  ColoneUde-Graiicey,  i, 

a  Dijon  (Côte-d'Or). 

1897.  DCRA^i-LOKKA,  commandant  d'artillerie,  à  la  Corogne  (Espagne). 

1872.    DDRRANDE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 

1885.    DYCK  (Waltber),  professeur  au  Polytecbnicum,  à  Munich (Ba?ière). 

1896.     EDVBRTE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  ancien  capitaine  d'artillerie,  rue  de 
Seine,  6,  ti  Paris. 

1888.  FABRY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1891.  PAGQlEIRERfiUE,  professeur  au  lycée,  à  Mont-dc-Marsan  (Landes). 

1898.  FERRER,  capitaine  d'artillerie,  professeur  adjoint  à  TÉcole  d'application^  rue  d'Aron, 

17,  à  Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 

1892.  FERR  (Henri),  privat-docent  à  l'Univorsîté,  rue  Gevrey,   i5,  à  Genève  (Suisse). 

1885.     FIELDS  (John),  professeur  de    mathématiques,    Niornbergerstrasse,    i8«  à    Berlin 
(Allemagne  ). 

1 88  i .     FLtffVET,  professeur  à  la  Facul  lé  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  1 7,  à  Nancy  (  Meurtbe- 
et-Moselle). 

1872.     ri.YE$AIKTE-V.4R1E,chef  d'escndron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'École 
Polytechnique,  place  Royer-Collard,  à  Vitry-lo-François  (Marne). 

1896.     FOKTANEAD,  ancien  oflicier  de  marine,  cours  Bugeaud,  8,  à  Limoges  (Haute-Vienne). 

1807.     FO.VrKNÉ,  professeur  au  collège  Rollin,  boulevard  Harbés,  ai  bis^  à  Paris. 

1895.  FO^ES,  ingénieur  en  chef  dos  ponts  et  chaussées,  rue  Romiguières,  3,  à  Toulouse 

(  Haute-Garonne  ). 

1891.  FOilTVIOLANT  (db),  profe!tseur  à  l'École  Centrale,  rue  d'Erlanger,  rtg,  Paris-Auteuil . 

* 

1889.  FOIGDE,  professeur  de  mathématiques,  rue  Soufflet,  5,  à  Paris. 

1872.     FOORET,  oiaminateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  rue  Washington,  16,  à 
Paris. 

1892.  FROliOV  (le  général),  quai  des  Eaux-Vives,  36,  à  Genève  (Suisse). 

1872.     CARIEL,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  la  Faculté  de  Médecin**, 
rue  Édouard-Detaille,  6,  à  Paris. 

1896.  CAOTRIER-YILLARS  (Albert),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  éditeur,  quai  des 

Grands-Augustins,  55,  à  Paris. 

1890.  CERBIA,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Palerme  (Italie). 

1872.     CENTY  (E. ),  ingénieur  on  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Vaugirard,  307,8  Paris. 
1890.     €E3iTY  (Max),  lieutenant  de  vaisseau,  avenue  de  la  Grande-Armée,  11,  à  Paris. 
1890.     CERBALDI,  professeur  h  l'Université,  via  Daila,  11,  à  Palerme  (Italie). 

1897.  tîERRANS,  professeur  à  Worcester  Collège,  Saint-John  Street,  20,  à  Oxford  (Grande. 

Bretagne). 

1896.     CIRARDYILLE,  capitaine  d'artillerie,  avenue  Marigny,  i33,  à  Mon treull-sous-Bois  (Seine). 

1881.     COURSAT,  professeur  à  In   Faculté  des  Sciences,   répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 
boulevard  Arago,  112,  h  Paris. 

1896.     CREEXUILL,  professeur  à  l'École  d'artillerie,  à  Wooiwich  (Grandc-BreUgne). 

1896.     CREVY,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Germain,  i3,  à  Paris. 

1896.     CRIESS,  professeur  au  lycée  Charlcmngne,  rue  Monge,  18,  à  Paris. 

1893.     CIADKT,  ancien  élève  de  l'École   Polylcchniqui*,  boulevard  Saint-Germain,  i\o  his^  à 
Paris. 
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18^.    CIGGIA  (Jean),  proresseurâ l'Université,  via  Ruggiero  Settimo,  a8,  a  Palerme  (Italie). 

1891.  ClINARAES,  officier  du  génie,  à  l'Académie  des  Sciences,  rue  Arco  de  Jésus,  à  Lis- 

bonne (Portugal). 

1881.  CDNTIIEK  (D'  Sigismond),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 
1885.  COYOD,  membre  de  Tlnstitut,  capiuine  de  frégate,  rue  de  rUuiversité,  i3,  à  Paris. 
1873.     IAA€,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  à  TÉcole  Polytechnique, 

rue  Chardin,  1 1  bis,  h  Paris. 

1882.  lABICn,  directeur  de  l'École  dos  mines,  à  Lima  (Pérou). 

1896.     lAOAlAKO,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  professeur  suppléant  au 
Collège  de  France,  rue  Ou  Sommerard,  a5,  à  Paris. 

1894.  HALSTED,  professeur  à  l'Université  du  Texas,  Guadalupe Street,  2407,  à  Auslîn  (Texas). 

1872.  HATOIV  DE  LA  CODriLLIBRE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 

teur de  rÉcole  des  mines,  boulevard  Saint-Michel,  60,  à  Paris. 

187^*    lENRY,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  boulevard  Si-Germain,  aa,  à  Paris. 

1892.  lERSANN,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris. 

1873.  HERMITE,  membre  de  l'instilut,  professeur  honoraire  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue 

de  la  Sorbonne,  2,  à  Paris. 

1893.  flIOliX,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés  Saint-Jacques,  tG,  à  Paris. 

1879.  ■OI.ST(Elling),  professeur  à  l'École  Poly  technique,  Pileslrade,  49,  àChristiania(Norvège). 

1895.  non  (Stanislas),  professeur  à  l'École  S^«-Geneviève,  rue  Vauquelin,  3o,  à  Paris. 

1872.  nO(IBI€A!VT,  chef  de  baUillon  du  génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

1880.  nUIBERT.  ingénieur   des   mines,   professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Daubigny, 

10,  à  Paris. 

1881 .  IMBER,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  rue  Montgolfier,  1,  à  Paris. 
1887.     ISSALY  (l'ubbé),  rue  Margaux,  16,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1896.  JACQUET,  professeur  de  mathématiques  élémentaires  au  lycée,  boulevard   Périer,   4^> 

à  Marseille  (Bouches-du-Rhône). 

1898.     JAHNKE,  assistant  à  l'Université  de  Berlin,  Pariscrstrasse,   55,  à  Wilmersdorf,    près 
Berlin  (Allemagne). 

1873.  JANI.Y,  chef  d'escadron  au  i5"  régiment  d'artillerie,  à  Douai  (Nord). 

1898.     JARRY  (N.),  ingénieur  civil,  rue  Michel-Bizot,  187,  à  Paris. 

1872.    JAVARY,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  TÉcoIc 
Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  i,  à  Paris. 

1872.     JORDAN,   membre  de   l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique  et  au  Collège  do 
France,  rue  de  Varenne,  48,  it  Paris. 

1872.  JOUKFRET,  lieutenant-colonel  d'artillerie, à  Sainte-Ombre,  par  Cbarabéry  (Savoie). 

1875.    JIIN€,  professeur  a  l'Institut  technique  supérieur,  vin  Borgonuovo,  9,  à  Milan  (Italie). 

1890.     KOBB  (Guslaf),  maître  de  conférences  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1802.     KOfîll  (H.  von),  maître  de  conférences  à  l'Université,  Engelbreklsgatan,  43  B,  à  Stock- 
holm ^Suède). 

1880.  kCKICS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,   répétiteur   à  l'École  Poly- 

techùique,  rue  Le  Bouvier,  6,  à  hourg-la-Reine  (Seine). 

1897.  LACADCDI8,  ingénieur  civil,  chef  du  laboratoire  de  la  Compagnie  générale  des  Omni- 

bus, rue  de  Saint-Pétersbourg,  37,  à  Paris. 

1881.  LACOR,  professeur  de  mathématiques,  boulevard  du  Mont-Parnasse,9G,  à  Paris. 

1873.  LAISANT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Victor-Hugo, 

162,  a  Paris. 


1893.     LAXCKIil.\,  boulevard  Arago,  97,3  Paris. 
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1896«     LAROSE,  ingénieur  des  télégraphes,  Usine  des  câbles  sous-mirinSy  à  La  Seyne  (  Var). 

1896.     LAOCEL,  ancien  atucbé  d'ambassade,  villa  des  Bruyères,  au  Golfe  Juan  (Alpes-Mari- 
times). 

1873.  LAirri,  manufacturier,  à  Tbann  (Alsace). 

1896.  LEAD,  professeur  au  co11è|çc  Stanislas,  rue  Michelet,  5,  à  Paris. 

1880.  LÉAirrÉ,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Courcelles,  i8,  à  Paris. 

1896.  LEBEL,  professeur  au  lycée,  avenue  de  la  Gare,  67,  à  Brest  (Finistère). 

1893.     LBCOKIID,  ingénieur  en  chef  des  mines,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique»  rueGay- 
Lussac,  3,  à  Paris. 

1895.    LÉHBIAT,  licencié  es  sciences,  ingénieur  civil  du  génie  maritime,  rue  VilIe-èa-Martln, 
109  bisf  à  Saiut-Nazaire  (Loire-Inférieure). 

1872.     LENOIKE  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  du  Maine,  33,  à  Paris. 

1879.  LE  PAI€E,  professeur  à  l'Université,  à  l'observatoire  de  Cointe,  à  Liège  (Belgique). 

1895.     LE  ROUX,  maître  de  conférence»»  à  la  Faculté  des  Sciences,  faubourg  de  Fougères,  {i, 
à  Rennes  (Ule-et-Vilaino). 

1898.     LE  ROY,  docteur  es  sciences,  rue  de  l'Abbé-de-l'Épée,  8,  à  Paris. 

1891.     LERT,  agent  voyer  d'arrondissement,  à  Pontoise(  Seine -et-Oise). 

1872.    LESPIADLT,  doyen  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaui,  à  Nérac  (Lot-et- 
Garonne). 

1882.    LBVY  (Lucien),  répétiteur  et  examinateur  d'admission  k  l'École  Polytechnique,  rue 
du  Regard,  ta,  à  Paris. 

1872.  LfVT  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées, 

professeur  au  Collège  de  France,  avenue  du  Trocadéro,  t5,  à  Paris. 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-Ie-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  LKDI.YE,  curateur  de  l'arrondissement  scolaire,  à  Varsovie  (Russie). 

1898.     LI3IDEL0F,  professeur  à  l'Université  de  Helsingfors,  rue  Touiller,  9,  à  Paris. 

1877.     LI?IDEHANN,  professeur  à  l'Université,  Franz-Josephstrasse,  i3,  à  Munich  (Bavière). 

1886.     LIOUVILIiE,  ingénieur  des  pnudres,  examintcur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique,  rue 
des  École»,  6  6is,  à  Paris. 

1880.  LORIX,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Suiut-Honoré,  186,  a 

Paris. 

1888      LUCAS  (Félix),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Boissière, 3o,  à  Paria. 

1886.     LYON,  docteur  es  sciences    mathématiques,  chemin   de   la    Roseraie,   26,   à   Genève 
(Suisse). 

1882.     NAIIÉ  lE  LÉPINAY,   professeur  de  mathématiques  spéciales  au    lycée    Henri    IV,    rue 
Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 

1895.     MAILLET,  docteur   es   sciences,   ingénieur  des    ponts    et   chaussées,    boulevard  de  la 
Grande-Ceinture,  à  Palaiseau  (Seino-el-Oise  ). 

1875.     MALLOIZKL,  professeur  de  mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,  7,  à  Paris. 

1872.     NAKNDKIV,  colonel  d'artillerie  en  retraite,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de 
la  Pompe,  it,  à  Paris. 

1884.     NARTIN  (  Artemas),  Columbia  street,  i53!i,  N.  W.   à  V^ashiugton    D.  C.  (États-Unis 
d'Amérique). 

1889.     NARTIN  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur  de  mathématiques, 
square  du  Croisic,  1  (boulevard  du  Mont-Parnasse),  à  Paris. 

1891.     MAGPIN,  surveillant  général  au  lycée,  à  Nantes  (Loirc-Inféricurr). 
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1897.     niMliK,   professeur  à  l'École   Polytechnique  supérieure,  Immenhorerstrasse,  4i  ^ 
Stuttgard  (Wurtemberg;). 

1889.    lIXilZABAL  TAMIORBL  (lE),  membre  de  la  Société  de  Géographie  de  Mexico,  calle  de 
Jésus,  i3,  à  Mexico  (Mexique). 

1884.  VEKGEREAI],  licencié  es  sciences,  rue  de  TUniversité,  198,  h  Paris. 

1893.     nCRBL  (François),  sous-inspecteur  du  mouvement  aux  chemins  de  fer  du  Nord,  à 
Béthune  (  Pas-de-Calais  ). 

1873.     VrrTAC-LEPFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1897.  NONTCHECIL  (Tabbé  de),  professeur  au  collège  Saint-Joseph,  à  Sarlat  (Dordogne). 

1898.  lOXTESSIlS  DE  BALLORE  (R.  de),  professeur  de  mathématiques  au  collège  de  Bellevuc- 

Izeures,  près  Moulins  (Allier). 

1872.  ■ODTARB,  inspecteur  général  des  mines  en  retraite,  boulevard  Arago,  ii4i  à  Paris. 

1888.     VOKIIOPABIIYAY  (Asutosh),  professeur  de  mathématiques,  Russa  Road,  77,  North  Bho- 
wanipore,  à  Calcutta  (Inde). 

1898.     NACD  (C),  éditeur,  rue  Racine,  3,  à  Paris. 

1885.  NEGBERC,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Bel^jique). 

1897.     NIMLLIBB,  licencié  es  sciences  mathématiques,  villa  Ouchy,  à  Lausanne  (Suisse). 

1882.  •CACNE  (M.n*),   ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  l'École  des  Ponts 

et  Chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  La  Boêtie,  3o,  à  Paris. 

1873.  OVIBIO  (Enrico  d'),  professeur  à  TUniversiié,  Corso-Oporto,  So,  à  Turin  (Italie). 

1893.     PAIKLEVÉ,  maitre  de  conférences  à  TÉcole  Normale  supérieure,  répétiteur  à  TÉc^ole 
Polytechnique,  rue  de  Rennes,  99,  à  Pari». 

1888.     PAPELIBR  (Georges),  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  de  Re> 
couvrance,  20,  à  Orléans  (  Loiret). 

1884.     PARAF,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 

1872.     PARIENTIBR,  général  du  génie  en  retraite,  rue  du  Cirque,  5,  à  Paris. 

1872.  PARRAN,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris. 

1881.     PELLET,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  rue  BallaiuvillierB,7,  à  Clermont-Ferrand 
(Puy-de-Dôme). 

1883.  PELLETREAl,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  à  Conslautine  (Algérie). 

1898.     PELLETREAG  (Georges),  attaché  à  l'eiploitation  des  Chemins  de  fer  du  Nord,  rue  de 
la  Faisanderie,  4^  àis,  à  Paris. 

1874.  PERCIN,  colonel  commandant  le  27*  ré^'iment  d'artillerie,  à  Douai  (Nord). 

1881.  PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcesler  (Massachusetts). 

1873.  PBRRLU,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Joinville,  a5,  au  Mans  (Ssrthe). 
1892.  PERRllV  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  Lamandé,  7,  à  Paris. 

1896.     PETROVITCH.  professeur  à  l'Université,  Kossantch-Venac,  a4.  à  Belgrade  (Serbie). 

1887.     PEZZO  (obl),  professeur  à  l'Université,  via  Gennaro  Serra,  75,  à  Naples  (Italie). 

1879.     PICARB  (Emile),   membre  de  l'Institut,  professeur  à  la   Faculté   des  Sciences  et  à 
l'École  Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  Soufllot,  i3,  à  Paris. 

1872.     PICQUET,  chef  de  bataillon   du  génie,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, rue  de  Condé,  24,  à  Paris. 

1896.     PIBROX,  inspecteur  général  de  l'Instruction  publique,  rue  d'Assas,  So,  à  Paris. 

1882.     POIKCARE,  membre  do,  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  mines,  professeur  à  la  Fa- 
culté de» Sciences,  rue  Claude- Bernard,  63,  à  Paris. 

1882.     POKOR.^Y  (Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 
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1872.     POIICNAG (prince  C.  de),  villa  Jessie,  à  Cuiines  (Alpet-Marltimet). 

1896.    PKOVOST,   inspecteur  général  do   l'Instruction  publique,  ii,  rue  de  la  Tour,  à  Paris. 

1872.    rUTZ,  e^"éra1  d'artillerie  en  retraite,  rue  Saint-Merry,  98,  à  Fontainebleau  (Seine-et- 
Marne). 

1896.     QUIQOBT,  actuaire  de  la  Compagnie  la  Nationale,  rue  de  Gramraont,  i3,  à  Paris. 

1898.     BABUT  (Cbarles),  ingénieur  en  chef  des  ponu  et  chaussées,  rue  Dupletsis,  77,  à  Ver- 
sailles (Seine-et-Oise). 

1872.    lADAU,  menibre  de  l'Institut,  rue  de  Tournon,  la,  à  Paris. 

1883.     KAFFY,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  dos  Sciences,  maître  de  conrérences  à  rÉcole 
Normale  supérieure,  rue  Nicole,  7,  à  Paris. 

1898.     MPKBT,  commandant  du  génie  en  retraite,  rue  Saint-Antoine,  300,  à  Paris. 

1893.     RIVEIEAU  (l'abbé),  professeur  à  l'Institut  catholique,  à  Angers  (Malne-«t-Loire). 

1872.     BODART,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne,  34,  à  Paris. 

1872.     lODGRÉ,  de  Tlnstitut,    professeur  au    Conservatoire   des  arU  et  métiers,  examina- 
teurdcsélèves  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  ai3,  à  Paris. 

1896.     ROlifilKR,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  à  Toulon  (  Var). 

1885.     ROUQUKT,  professeur  honoraire  de  mathématiques  spéciales,  place  de  l'École  d'AKil- 
lerie,  a,  à  Toulouse   (Haute-Garonne). 

1896.  SAKGHKZ,  directeur  de  l'observatoire,  à  San  Salvador  (République  de  San  Salvador). 

1889.    SARAZ,  professeur  de  mathématiques,  rue  Saint-Jacques,  aao,  à  Paris. 

1872.     SARRAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  poudres,  professeur  à  l'École 
Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  a  Saint-Mandé  (Seine). 

1872.  SARTIAUX,  ingénieur  en  chef  des  ponU  et  chaussées,  chef  de  l'exploitation  à  la  Com- 

pagnie du   chemin   de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

1885.    SAOVACE,  professeur  ii  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (Bouches-du-Rhône). 
1881 .     SCHLECEL,  professeur  à  l'École  technique,  Volmestrasse,  6a,  à  Hagen  (Allemagne). 

1897.  SGHOU  (Erik),  Gl.  Antvorskov,  à  Slagelse  (Danemark). 

1881.  SCHOSTE,  professeur  à  l'Université,  à  Groningue  (Hollande). 
1896.     SECHER  (J.-A.  de),  docteur  es  sciences,  rue  de  Sèvres,  35,  à  Paris. 

1882.  SÉLIVANOPP  (Démétrius),  attaché  à  l'Université,  Fontanka,  116,  log.  16,  à  Saint-Péters- 

bourg (Russie). 

1881.  STARKOFP,  professeur  k  l'École  do  commerce,  Deribasowsknja,  6,  à  Odessa  (Russie). 
1879.     STEPRANOS  (D'  Cyparissos),  professeur  à  l'UniversIlé,  à  Athènes  (Grèce). 

1898.  STORSIER  (Cari),  rue  Gay-Lussac,  33,  à  Paris. 

1873.  STUDNIGKA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 
1872.     SYLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwège). 

1896.  TAKNBXBERC  (de),  professeur  à   la   Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 
1872.     TAN1«ERY(  Paul),  directeur  des  manufactures  de  l'État,  à  Pantin  (Seine). 

1875.     TARMERY  (Jules),  sous-directeur  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'Ulm,  ^5,  à  Paris. 

1882.  TARRY  (Gaston),  inspecteur  des  Contributions  diverses,  à  Boufarik  (Algérie). 

1897.  TARBY  (Harold),  inspecteur  des  finances  en  retraite,  à  Kouba  (Algérie). 

1872.  TERBIER,  professeur  au  collège  Chaptal,  rue  Lnrribe,  3,  à  Paris. 

1873 .  TISSOT,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppc  (  Isère). 
1896.     TISSOT,  enseigne  de  vaisseau,  profV'sseur  au  Borda,  vl  Brest  (Finistère). 

1896.     TOBBÈS,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  Vulgame  Dios,  3,  à  Madrid  (Espajnc). 
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1893.     TdlCnSy    lieutenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  TruflaiiU,  93,  k  Paris. 

1872.  TIESCA,  ingénieur   en  chef  des  ponts  et  chaussées  en  retraite,  chftteau  de  Cour- 

tozé,  par  Vendôme  (Loir-et-Cher). 

1896.  TIESSB,  docteur  es  sciences,  professeur  au   collège  Stanislas,  boulerard  du    Mont- 

Parnasse,  i64»  à  Paris. 

1893.     YALLBK-PO0SS11V  (Ch.-J.  db  la),  professeur  à  rUni?er8ité,  rue  de  Namur,  190,  à  Lou- 
vain  (Belgique). 

1880.     VANICEK(J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème). 

1890.     YASCHT,  répétiteur   et  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,   atenuo 
Bosquet,  68,  à  Paris. 

1897.  YASSILAS-VITALIS  (J.),  docteur  de  rUniversité,  rue  Polyclète,  5,  à  Athènes  (Grèce). 

1898.  YASSILIEP,  président  de  la  Société  physico-mathématique,  à  Kasan  (Rua^sio). 
1876.     VICAIIB,  inspecteur  général  des  mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 

1888.  VrrO  VOLTKRRA,  via  S.  Quintino,  45,  à  Turin  (Italie). 

1893.  WACNBI,  professeur  à  l'École  J.-B.  Say,  rue  Spontini,  i3,  à  Paris. 

1880.  WALGKEilAII,  ingénieur  des  mines,  boulevard  Saint-Germain,  318,  à  Paris. 
1879.  WEILL,  directeur  du  collège  Chaptal,  boulevard  des  Batignolles,  45,  à  Paris. 

1873.  WEYI  (D'  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème;. 

1878.  WOIIS  DE  lONILLY,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Balzac,  7,  à  Paris. 

1382.    ZABODiSKI,  membre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  à  l'Académie  d'Artillerie,  h 
Saint-Pétersbourg  (Russie) . 

1890.     ZARBNBA,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  maison  Vinel,  faubourg  Cabos- 
sut,  à  Cahors  (Lot). 

1881.  ZBOTHEN,  professeur  à  l'Université,  Rosenvonget,  d,  Sidealle,  k  Copenhague  (Dane- 

mark). 

1898.     ZIWBT,  professeur  à  l'Université  de  Michigan,  boulevard  Saint-Michel,  go,  à  Paris. 


SOCIETAIRES  PERPETUELS. 

BBROIST  (décédé).  —  BERDBLLÉ,  à  RIoz.  —  BIB!«AY1IÉ  (décédé).  —  BIOCHB,  à  Paris.— 
BISGIdrrSIEII,  à  Paris.  —  BORGHARDT  (décédé).  -BROCARD,  à  Bar-le-Duc.  —  CANBT, 
à  Paris.  —  CARVALLO,  à  Paris.  —  CBASIBS  (décédé).  —  CLADDE-LArONTAlNB,  k  Paris. 
—  FOOBBT,  à  Paris.  —  CAUTBIBR-VILLARS,  à  Paris.  -  COURSAT,  à  Paris.  —  BALPHBK 
(décédé).  —  HALSTBB,  à  Austin.  —  lADANABD,  à  Paris.  —  BATON  DB  LA  CODPILLIÈBB, 
à  Paris.  —  BEBNITB,  à  Paris.  —  HIBST  (décédé).  —  ROH,  à  Paris.  —  LÉAUTÉ,  à  Paris. 
-' JOBDAN,  k  Paris.  —  LAFFON  DB  LADBBAT  (décédé).  -  NANNOEII,  k  Paris.—  DE  IBN- 
DIZABAL  TAMBOBBL,  à  Mexico.  —  MBRCEREAU,  à  Paris.  -  D'OGAGIVE,  k  Paris.  —  PBBOTT, 
k  Worcester.  —  PERRUI,  au  Mans.  —  POINCARÉ,  à  Paris.  —  POLIfiNAC  (prince  C.  de),  à 
Cannes.  —  RAFFY,  k  Paris.  —  SÉLIVA^iOFF,  à  Saint-Pétersbourg.  —  SYLOW,  k  Frederiks- 
hald.  —  TANNERY  (Paul),  k  Paris.  —  TARRT,  k  Boufarik.  —  TGIEBIGHBF  (décédé).  — 
YKLLARD  (décédé). 
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LISTE 


DKS 


PRÉSIDENTS  DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 


DEPUIS    SA    FONDATION. 


■V. 


1873 

CttASLES. 

1874 

LAFFON  lE  LADÊBAT 

1875 

BIBXAYMÉ. 

1876 

DE  LAfiODRKKRIB. 

1877 

HANXHfil». 

1878 

DARIOVX. 

1879 

0.  BONNET. 

1880 

JORDAN. 

1881 

LACVERRE. 

1882 

DALPHE.\ 

1883 

ROUCUÉ. 

1884 

PICARD. 

1885 

APPELL. 

1886 

PDINCARÊ. 

1887 

FOURET. 

1888 

LAISANT. 

1889 

DÉSIRÉ  A3iDRÉ. 

1890 

RATON  DE  LA  COUPILLIÈRE 

1891 

COLLKXON. 

1892 

VICAIRE. 

1893 

BD1IDERT. 

1894 

PICQIKT. 

1895 

COURSAT. 

1896 

KCMGS. 

1897 

PICARD. 

1898 

UCORNl'. 

1899 

CUYOV. 
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Liste  det  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


AmHterdam. 
Amsterdam. 
Amsterdam. 

Raltimore.  . 

Rerlin 

Rerlin 

Kerliii 

Herlin 

Bologne. . . . 

Bordeaux..  . 

Bruxelles. . . 

Bruxelles.. . 
Cambridge. 
Christiania. 
Coïmbre.  . . 

Copenhague, 
Cracovie.. . . 

Delfl 

Dresde.  ... 
Edimbourg. 
Edimbourg. 

Gand 

Goettingue. 
Hambourg.. 

Harlem 

Helsingfors. 

Kasan 

Kharkov.. . . 
Kharkov.. . . 

Leipzig 

Leipzig 

Liège 

Londres. . . . 
Londres. . . . 
Londres. . . . 
Luxembourg 
Marseille. . . 
Mexico 


Académie  Boynie  des  Sciences  d'Amsterdam . 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Revue  semestrielie  de»  publications  mathéma- 
tiques . 

American    Journal  nf  Maehematics. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Ârchiv  fiir  Mathematik  untl  Physik. 

Jahrbuch  iiber  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matik. 

Journal  fit  r  die  reine  ttnd  an^ewandte  Ma- 
thematik. 

Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bo- 
logne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles 
de  Bordeaux. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

Société  scientilique  de  Bruxelles. 

Société  philosophique  de  Cambridge. 

yérchiv  for  Mathematik  Off  Naturvidenskab, 

Jornal  de  Sciencias  matematicas  e  astrono- 
mie as, 

Nyt  Tidsskrift  for  Mathematik. 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Kcole  Polytechnique  de  Delft. 

Zeitschrift  fiir  Mathematik  und  Physik. 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  mathématique  d'Kdimbourg. 

Ma  thés  is. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Société  physico-mathématique . 

Annales  de  TUniversité. 

Société  mathématique  de  Kharkov. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 

Matheniatische  yinnalen. 

Société  Royale  des  Sciences. 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  do  Londres. 

Société  Royale  de  Londres. 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Annales  delà  Facultédes  Sciences  de  Marseille. 

Sociedad  cientilica  Antonio  Alzate. 


Hollande. 
Hollande. 

Hollande. 

ÉUts-Unis 
Allemagne. 
Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Italie. 

France. 

Belgique. 

Belgique. 

Grande-Bi  etagne . 

îNorvège. 

Portugal. 

Danemark. 

Autriche. 

Hollande. 

Allemagne. 

Grande-Bretagne . 

Grande-Bretagne. 

Belgique. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Hollande. 

Russie. 

Russie. 

Russie. 

Russie. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Belgique. 

Grande-Bretagne , 

Grande-Bretagne . 

Grande-Bretagne. 

Luxembourg. 

France. 

Mexique. 


XVI 


Milan.. 
Moscou. 
Munich. 
Naples. 


New-Havcn 
New- York . 


Odessa. 
Palerme, 

Paris 

Paris. . . 


Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Pise 

Pise 

Pise 

Prague 

Prague 

Prague 

Rome 

SainuPétersbourg. 

Stockholm 

Toulouse 


Turin. 
Upsal. 
Venise. 


Vienne. 
Vienne. 
Zurich. 


Institut  Royal  lombard  dcsScionccsetLetlroK. 
Société  mathématique  de  Moscou. 
Académie  des  Sciences  de  Munich. 
Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et 

mathématiques  de  Naples. 
Académie  des  Sciences  et  Arts  du  Connec- 

ticut. 
Société  mathématique  américaine. 

Société  mathématique  d'Odessa. 

Rendieonti  del  Circolo  malematico . 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Association  Trançaise  pour  l'avancement  des 
Sciences. 

Société  philomathique  de  Paris. 

Bulletin    des  Sciences    mathématiques. 

Journal  de  Vtxole  Polytechnique. 

Journal  de  Mathématiques  élémentaires. 

Journal  de  Mathématiques  spéciales. 

Institut  des  Actuaires  français. 

École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Université  Royale  de  Pise. 

H  Nuovo  Cimento. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Casopis  pro  péstovâni  mathematiky  a  fysiky . 

Société  mathématique  de  Prague. 

Académie  Royale  des  Lincei. 

Académie  Impériale  des  Sciences. 

Acta  Mathematica. 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Tou- 
louse. 

Académie  des  Sciences. 

Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal. 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres 
et  Arts. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

Monatshefte  fur    Mathematik    und   Physik. 

Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich. 


Italie. 

Russie. 

BaTlère . 

lUlie. 
ÉUts-Unis 
d'Amérique. 
États-Unis 
d^Amériquc. 
Russie. 
Italie. 
France. 

France. 

France. 

France. 

France. 

France. 

France. 

France. 

lUlie. 

lulie. 

Italie. 

Autriche. 

Autriche. 

Autriche. 

Italie. 

Russie. 

Suède. 

France . 

Italie. 

Suède. 

Italie. 
Autrichi*. 
Autriche. 

Suisse. 
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MKMOiUKS  i:t  communications. 


SUR  LES  ÉQUATIONS  DU  SECOND  ORDRE  A  11  VARIABLES 
ANALOGUES  A  L'ÉQUATION  DE  MONGE-AMPËRE  (  '  ). 

Pfir  ÎVI.   E.   GouRs.VT. 


Une  éqiialion  de  Monge-Ainpère 
(i)  A(//  — 5«)-h  H/-t-C.ç-4-  1)/-+-  F  =  o, 

où  A,  B,  G,  D,  F  sont  des  fondions  quelconques  de  x^  y\  z,  p,  </, 


('  )  Les  équations  doulii  s'agit  dans  ce  travail  ont  déjà  été  étudiées  par  M.  Vi- 
vanli  dans  deux  Mémoires  : 

Suite  equazioni  a  derivate  parziali  del  seconda  ordine  a  tre  variabili  indi- 
pendenti  {Mathematische  Annaien,  t.  XLVIII,  p.  f^-^^-biZ), 

Contribuio  alla  teoria  délie  equazioni  a  derivale  parziali  del  secondo  ordine 
{Hendiconti  del  /?.  Istituto  Lombardo  di  Se.  e  Letl.,  série  II,  vol.  XXIX;  1896). 

Mais  le  point  de  départ  de  l'auteur  est  tout  à  fait  diiïéreot  de  celui  que  j'ai 
adopté,  et  qui  repose  sur  la  considération  des  caractéristiques.  D'un  autre  côté, 
M.  Vivant!  ne  s'est  pas  occupé  du  principal  problème  que  j'avais  en  vue,  c'est- 
à-dire  de  la  formation  des  équations  du  second  ordre  admettant  deux  intégrales 
intermédiaires  distinctes. 

Voir  aussi  sur  ce  sujet  : 

Forsyth,  Cambridge  philosophical  Transactions,  vol.  XVI,  Part  Ilf,  p.  191- 
21H. 

J08EP  KunsciiAK,  Mathematischer  und  Xaturwissensc/ia/tlicher  Anzeiger 
der  Akademie,  t.  XIV,  Budapest;  1898. 

Les  principaux  résultats  de  mon  Mémoire  ont  été  résumés  dans  une  Note  pré- 
sentée à  l'Académie  des  Sciences  {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences, 
l.  CXWII,  p.  Go3-6or);  i',  octobre  1898). 

XXVII.  I 


-  2  — 
peut  élre  considérée  comme  provenant  de  l'élimination  du  rap- 
port ~-  entre  deux  équations  linéaires  et  homogènes  en  dx^  dy^ 

dp^  dq^  et  la  considération  des  multiplicités  d^élémcnts  à  une 
dimension  satisfaisant  à  ces  deux  relations,  joue  un  rôle  fonda- 
mental dans  l'élude  de  l'équation  (i)  (voir  Leçons  sur  l'intégra- 
lion  des  équations  aux  dérii'ées  partielles  du  second  ordre  à 
deux  variables  indépendantes,  t.  I,  Cliap.  II).  Les  résultats 
obtenus  dans  le  cas  de  deux  variables  indépendantes  s'étendent 
sans  difficulté  aux  équations  à  un  nombre  quelconque  de  variables 
indépendantes,  comme  je  l'indiquerai  d'abord  rapidement. 

Soient  .Ti,  x^,  . . .,  x,,  un  système  de  n  variables  indépendantes, 
z  une  fonction  de  ces  variables;  nous  emploierons  la  notation 


dz 


Pik  = 


d^z 


(t,  A'  =  I,  2,  . . .,  /i). 


Donnons-nous  arbitrairement  un  système  de  n  relations  dis- 
tinctes, linéaires  et  homogènes  en  dx^^  dxt^  ...,  r/^/i,  <f/>,,  ...,  dpn^ 
les  coefficients  étant  des  fonctions  quelconques  de  5,  x,,  ...,  x„, 
P\t  "">  Pti'  Si  l'on  remplace  rf/?/ par 

Pi I  dXi  4-  /?/,  dXî  -f- .  .  .  -h  Pin  dXftj 

l'élimination  de  rfxi,  . ..,  dXfi  entre  les  n  relations  obtenues  con- 
duit à  une  équation  du  second  ordre  d'une  forme  particulière  qui, 
au  point  de  vue  où  nous  nous  plaçons,  doit  être  considérée 
comme  analogue  à  l'équation  (i). 

Pour  étudier  de  plus  près  les  équations  ainsi  obtenues,  suppo- 
sons d'abord  que  l'on  parte  de  n  relations  résolues  par  rapport 
à  dpi,  . . .,  dpfi 

!    Ctpx  -h  CLixdXx  -4-.  .  .-^  OLxnàXn  —  o, 
1    ffpi  -H  3tji  dXx  -+-...  H-  %tn  dXn  =  O, 


(^) 


dpn  -+-  ^n  I  ^-^1  -r-  .  .  .  -h  a,,,|  dXn  =  O  ; 


si  l'on  remplace  r//?/ par/?/,  rf^i  4-.  ,  .-\- pi„dXf,j  puis  qu'on  élimine 
dxi,  r/.r.j,  . . .,  dx,i,  on  est  conduit  à  ré<|uation  du  second  ordre 


(3) 


Il  == 


Pu  ~  ^U       P\i  -+-  «IS 
Pu   "*■    *SI        Pu  "+"  ^2Î 

Pfll-^'^ril       pnî-T-^/lî 


Pin  -+-  «1« 
Pin  -+"  ^in 

•     ■••••••• 

Pnn  ~^'^iin 


—  O, 
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qui  est  évidemment  d'une  forme  très  parliculière.  Adjoignons  aux 
relations  (2)  la  relation 


(4) 


dz  — px  dxx  —  pidXi  — . . . — pndxn  =  o, 


et  convenons,  comme  dans  le  cas  de  deux  variables  indépendantes, 
d'appeler  multiplicité  caractéristique  toute  suite  simplement  in- 
finie d'éléments  du  premier  ordre  satisfaisant  aux  équations  (a) 
et  (4);  ces  multiplicités,  étant  définies  par  (/i-f-i)  relations  entre 
(2n-f-i)  variables,  dépendent  de  (/i  —  i)  fonctions  arbitraires  d'une 
variable.  D'après  la  façon  même  dont  on  a  obtenu  l'équation  (3), 
il  est  clair  que  toute  intégrale  de  cette  équation  est  un  lieu  de  mul- 
tiplicités caractéristiques,  et  le  problème  de  l'intégration  peut  être 
posé  de  la  façon  suivante  : 

Trouver  une  multiplicité  n  fois  étendue  d^ éléments  unis  du 
premier  ordre  telle  que,  par  chacun  de  ces  éléments,  il  passe 
une  multiplicité  caractéristique  située  tout  entière  sur  cette 
multiplicité  à  n  dimensions. 

Le  déterminant  H  ne  changeant  pas  quand  on  permute  a/;t  et  a^/, 
il  s'ensuit  que  l'équation  (3)  possède  un  second  système  de  carac- 
téristiques dont  on  obtient  les  équations  différentielles  en  permu- 
tant OLffi  et  OLik  dans  les  équations  (2).  Ces  deux  systèmes  de  carac- 
téristiques sont  en  général  distincts;  pour  qu'ils  soient  identiques, 
il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait  a/)fr=  a^/. 

2.  L'équation  (3)  ne  possède  que  ces  deux  familles  de  caracté- 
ristiques; en  d'autres  termes,  une  équation  du  second  ordre  ne 
peut  être  mise  sous  la  forme  d'un  déterminant  tel  que  H  que  de 
deux  façons,  si  la  chose  est  possible.  Nous  nous  appuierons  |)our 
cela  sur  le  lemme  suivant,  qui  est  à  peu  près  évident  : 

Etant  donné  un  discriminant  bordé 


«11 

«1« 

^m 

"I 

CliX 

«JJ 

^in 

th 

... 

•    •    • 

•    •    • 

•  ■  • 

«/Il 

««î 

«/i/i 

Un 

V\ 

Vl 

i'/» 

0 

OÙ  aik^=  a/fi^  ce  discriminant  ne  peut  être  nul  identiquement, 


quels  que  soient  les  éléments  aik,  à  moins  que  tous  les  éléments 
de  la  dernière  ligne,  ou  tous  ceux  de  la  dernière  colonne,  ne 
soient  nuls  simultanément. 

En  ellel,  pour  que  ce  délerminanl  soit  nul,  quels  que  soient 
les  coefficients  rt/>,  il  faut  évidemment  que  Ton  ail,  quels  que 
soient  les  indices  i  et  A", 

si  l'un  des  éléments  de  la  dernière  colonne,  Ui  par  exemple,  n'est 
pas  nul,  la  relation  précédente  donne,  en  faisfmt  A*  = /,  r/=o; 
en  faisant  successivement  A'  =  i ,  2,  . . .,  /i,  on  en  déduit  successi- 
vement i^i  =  i^2  =  -  •  •=  <'/!=  o.  Le  lemme  est  donc  démontré. 

Cela  posé,  élant  donnée  une  équalion  de  la  forme  (3),  considé- 
rons un  système  de  n  relations  linéaires  enpu, Pmj  '"^Pnn  de  la 
forme  suivante  : 

^\P\\  -+-  ^J/'U  -»-.  .  .-t-  ^nP\n  -+-  î^i  =  o, 
...  i    >'l/>»I   H-  Xî/>2j  -+-...-+-  X„/>2;,-f-  JXj  =  o, 

: : : ' 

à  coefficients  indéterminés  Xi>  ^^2>  •  •  •,  ^/*«  V^ii  1^2>  ••  •>  t*-/*?  ^^  cher- 
chons à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  ces  coefficients  pour 
que  Téqualion  (3)  soit  une  conséquence  des  relations  (5).  Pour 
reconnaître  s'il  en  est  ainsi,  on  peut  imaginer  que  Ton  procède 
comme  il  suit  :  supposant  que  A,  n'est  pas  nul,  ce  qui  ne  restreint 
pas  la  généralité,  on  peut  tirer  des  équations  (5)  les  dérivées /^h, 
/>io,  ...,/?!„  exprimées  au  moyen  des  dérivées /?//t,  où  les  indices 
/  et  A*  sont  supérieurs  à  Tunilé.  Ces  dérivées  étant  remplacées  par 
leurs  valeurs  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (3),  il  faudra 
exprimer  que  le  résultat  est  identiquement  nul,  quelles  que  soient 
les  valeurs  des  dérivées  /?22>  />23>  •  ••<•/?/!«• 
Le  calcul  peut  se  faire  comme  il  suit.  Posons 

A/=  A|  CLii  -h  X^a/j  -h.  .  .-4-  y^n^in  —  {^i> 
(  i  rrz   /.j  A|  -f-  A2  '•^2  -4-  .  .  .  -r-  h,i  A^  =  Aj  B|  -f-  .  .  .  -i-  A,|  B,, 

(/,  A  =  I,  i,  . . .,  /e); 
quel(|ucs    conibinaisuns    faciles  de    ligues    et   de    colonnes    per- 
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mcUent  de  remplacer  Inéquation  (3)  par  la  nouvelle  équation 


(fi) 


C  Bj  . . .  B/i 

A»      Pii -r- ^ii       •••      Pin  -^ '^in 


•    •     •    •    •     •    • 


^n     Pnl  -r-  ««j       .  •  .      pua  ~+~  ^nn 


=  O, 


eu  tenant  compte,  bien  entendu,  des  relations  (5).  Cetle  nouvelle 
équation,  ne  renfermant  plus  que  les  dérivées /?/a>  oix  les  indices  i 
et  k  sont  au  moins  égaux  à  2,  doit  se  réduire  à  une  identité.  Il  y  a 

un  seul  terme  en/?22 Pnn  dont  le  coefficient  est  C;  on  doit 

donc  avoir  C  =  o.  D'une  manière  générale,  si  Ton  ne  tient  compte 
que  des  termes  du  degré  {n  —  1)  par  rapport  aux  dérivées,  on  voit 
que  le  discriminant  bordé 


o  Bj  . 

Aj  Pii  . 

•  •  •  •  •  •  • 

A/i  Pni 


Pin 

•        •        • 

Pnn 


doit  èlre  identiquement  nul.  D'après  le  lemme  démontré  tout  à 
riieure  ,  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  Ton  a  à  la  fois 


ou  bien 


Aj  =  A3  =  . .  .=  A«=  o, 
B2  =  B3  = . . .  =  B,|  =  o. 


En  résumé,  pour  que  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  déri- 
i'ées  pik^  qui  vérifient  les  équations  linéaires  (5),  vérifient 
aussi  l'équation  (3),  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  X/,  [X/^ 
satisfassent  à  C  un  des  deux  systèmes  de  conditions  (A)  ou  (B), 


(A) 


Xi»!!  -+-  Xj^ii  4-. . .-+-  X;,ai„  —  (X|  =  o, 
Ai  au  -+-  Xjajj  -+-...-{-  X^a^,,  —  î^î  =  o, 


(B) 


•    • 

Xi 

•  •   • 

-t-X, 

•    •    1 

«/lî 

•  • 

•   •  •  • 

.  .-4- 

•    • 

•   •    .    . 

.  • 

•    • 

■  • 

0; 

Xi 

«11 

-f-X, 

«îl 

-+-. 

.  .-+- 

In 

«m 

— 

I-^l 

= 

O» 

X, 

«lî 

-f-X, 

aj5 

-+-. 

..H- 

K 

««1 

— 

î^i 

— 

0, 

>1 

*l/» 

-^-X, 

««/» 

-h.. 

.  -r- 

À/i 

^nn- 

1^^ 

î^« 

— 

0; 

la  réciproque  est  d'ailleurs  évidente. 
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Revenons  maintenant  à  lu  question  proposée.  Etant  donnée 
une  équation  de  la  forme  (3),  si  elle  admet  un  svstème  de  carac- 
téristiques défini  par  les  équations  difTérentielles 


dpn-\-^n\dXx 


O, 

•   •  •  T 


c'est  que  cette  équation  provient  de  Télimination  de  n  paramètres 
Xj,  Xa,  ...,  \n  entre  les  n  relations  linéaires 

et,  par  suite,  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  dérivées  /?/*  qui 
satisfont  aux  relations  (7)  vérifient  aussi  Téqualion  (3),  et  cela, 
quels  que  soient  les  coefficients  Xi,  X2?  •••»  \f  Or,  d'après  le 
résultat  qui  vient  d'être  établi,  cela  ne  peut  avoir  lieu  que  si  ces 
n  coefficients  et  les  n  quantités  |X|==  )hP/i  M---'-l- X/^i,,  satisfont 
aux  conditions  (A)  ou  aux  conditions  (6).  Dans  le  premier  cas,  on 
doit  avoir 

Xi «/!-+-. .  .H-  X„a/,|  =  X|  p/i  -4-, . .-+-  XrtPi,,        (1  =  1,2,  . . .,  n), 

et  comme  les  A/  sont  arbitraires,  il  faut  que  Ton  ait 

pi*  =  «M        (  I,  A  =  1 ,  2,  . . . ,  /i  )  ; 

on  retrouve  ainsi  le  premier  système  de  caractéristiques.  Les  con- 
ditions (B)  conduiraient  de  même  au  second  système  de  caracté- 
ristiques. 

3.  On  arrive  encore  au  même  résultat  par  la  méthode  suivante, 
qui  offre  l'avantage  de  se  prêter  au  calcul  pratique.  Posons  pour 
abréger 

Pw      Pli       •••      pin 
Pu       Pit       •  •  •      Pin 


A  = 


•  •    •    •  •    •    • 


Pnl     Pnt 


Pnn 


l'équation  (3)  développée  est  une  fonction  linéaire  de  A  et  de  ses 
dérivées  partielles -t — >  3 — ,  ...,  dont  les  coefficients  sont  des 

'  f^Pik    àpikiïpht 


S 
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fondions  de  j:^,  x^j  . . .,  x,t,  -3,  /?<,  . . .,  />/j  seulement.  Mais,  inver- 

semenl,  toute  expression  linéaire  en  A,  t — >  •  •  •  ne  peut  pas  être 

mise  sous  la  forme  (3),  lorsque  n  est  supérieur  à  ?.. 

Bornons-nous,  pour  simplifier  les  calculs,  au  cas  de  /i  =  3;  la 
méthode  est  d'ailleurs  la  même,  quel  que  soit  /i.  LMquation  du 
second  ordre  développée  est  alors 

A-4-au(/?jî/?j3— />i3)-^«îi(/'n/'38— />îs)-^*3a(/?ii/>it— />îi) 
-+-(«11-+-  ^it)(PizPi3—piiPii)-^(^iz-^^3i)(PiiP3i  —  piiPti) 

■+-  («Î3-^  ^3i)(PilP3l  —PiiPll) 

-+-(«««33—  ai3«Sî)/>n-l-(ail«3J— «IS^Sl)/'!! 

-h(ana„— a„a,i;/?33-h[aj3a3,-4-ai3a3î— «33(ai2-H  ^n)]pii 

-^  [«8Î«Î1  •+-  «11*13 «Jî(a|3-+-  «3t)]/'l3 

^-[aii«i3-f-a3i3tiî— an(«i3-»-a3j)]/?is 


»11       «Il       «18 
«21        «Sî       «Î3 

«31        «32       «33 


=  O. 


En  identifiant  celte  équalion  avec  une  équation  de  la  forme 
^  -^  \( PitPii  —  pU)-^  B(/>,i/>33  — />Î3)  -h  C(/>n/>jî  — /?î,) 

-^  r>(/>13/>î3--/'l2/>33)H-  K(/?i3y?3t— />i3/?2î) 
-+-  ^iPtlP3\—Pi3Pl\)-^  G/?,,-}-  H/7,i 

H-  K/?,3  -h  L/>i,  -h  M/0|3  H-  N/?|3  4-  P  =  o, 

où  A,  B,  C,  . . .,  P  ne  dépendent  que  de  Zj  x^j  x^t  ^3,  /?i,  /?2j  /^3i 
on  a  immédiatement 

«11  =  A,     aij  =  B,     a33  =  C,     a,s-+-a2i=D,     aj3-f-a3i  =  K,     aj3-+-a3i  =  F, 
323235—  BC—  G,         a|3a3i=  AG -- H,         a,jajt  =  AB  — K, 

«23231-+-  «18«32=   '^  -+"  CD,  «21  «32-+-  «U«23=  M  -f-  BE, 

«21  «13  H-  «31  «12=   ^  -+-  A  F, 
«Il       «12       «13 
«21        «22       «23        =  P; 
«31        «32        «33 

ai 2   et  a^i,   par  exemple,  sont  racines  de   Téquation  du   second 

degré 

aï_Da-+-  AB  — K  r^  o, 

cl  Ton  aura  ensuite  ai 3,  aj,,   a^a,   as^  au  mojen  des  équations 

linéaires 

«I3-+-  «31  =  E,         aii«i3-+-  «ii«3i  =  N  -}-  AF, 

«23  -+-  «32  —    ^'  «21  «32  -+"  «12  «23  =    'VI  -f-  BE. 
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Il  ne  restera  plus  qu'à  examiner  si  les  valeurs  ainsi  obtenues 
pour  les  coefficients  a/A  satisfont  à  toutes  les  conditions  précé- 
dentes; la  détermination  de  ces  coefficients  dépend,  comme  on 
devait  s'y  attendre,  de  la  résolution  d'une  équation  du  second 


degré. 


Dans  le  cas  particulier  où  Ton  aurait  ai2=:  a2i,  la  méthode  pré- 
cédente pour  le  calcul  des  autres  coefficients  devient  illusoire.  On 
commencera  par  déterminer  les  coefficients  (a, s,  «ji)  ou  (ajs,  a,^); 
si  l'on  avait  à  la  fois 

il  n'y  aurait  qu'à  vérifier  si  ces  valeurs  des  coefficients  a,*  satisfont 
à  toutes  les  équations  de  condition.  S'il  en  est  ainsi,  l'équation 
du  second  ordre  a  ses  deux  systèmes  de  caractéristiques  con- 
fondus. 

4.  On  peut  rattacher  les  propriétés  précédentes  des  équa- 
tions (3)  à  une  théorie  plus  générale.  Soit 

une  équation  du  second  ordre  de  forme  quelconque;  posons,  pour 
abréger. 

Va  =  - —         (  «,  A-  =  1 ,  2,  . . . ,  n ), 
et  considérons  la  forme  auxiliaire 

(9)  i^-y^'^^uîiU. 

i       k 

^11  SM  ^2»  •*■)  ^n  désignent  n  variables  auxiliaires,  que  nous 
appellerons  informe  associée  à  l'équation  (8). 

Pour  que  l'équation  (8)  admette  une  famille  de  caractéristiques 
linéaires  (*),  il  faut  et  il  suffit  que  la  forme  associée  soit  décom- 
posable  en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires  en  Çi,  l^t  •••i  S/i» 

Soit  A|Si  4-  a.jSj  -+-.  •  .-H  A,<S/#  l'un  de  ces  facteurs  linéaires;  si 


(')  Voir  une  Note  que  j'ai  publiée  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences  (l.  CXWI,  p.  i33a-i335;  9  mai  iH<>8),  n  dont  les  résultais  seront 
établis  dans  un  Mémoire  plus  étendu. 


% 
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Ton  pose 

dx\  _  dxi  __       ^  dxn 

)'^~~~~    —        «  —  •  •  •  —       r  * 

on  peut  ajouter  à  l'équation  F  =  o  un  certain  nombre  d'autres 
relations  entre  dp^t^  dpx-i,  ...,  dpunt  el  Ton  est  ainsi  conduit  à 
considérer  une  famille  de  caractéristiques  du  second  ordre  pour 
l'équation  proposée.  Appliquons  cette  théorie  à  l'équation  (3);  la 
forme  associée  à  cette  équation  a  pour  expression 

A/A  désignant  le  mineur  de  H  correspondant  à  rélément/?/;t-4-  a/A. 
On  a  identiquement 

car  la  relation  H  =  o  entraîne  les  suivantes 

Aji  A22=  Ajj  Aji,         ...,         Aji  A„/,=  Al/,  A„|, 
AnAM==  AiA-A/i,  Alt  Aa/  =  Ai/A;(.i; 

la  forme  l  est  donc  le  produit  de  deux  formes  linéaires.  Pour  avoir 
un  des  sjstèmes  de  caractéristiques,  il  faut,  d'après  la  théorie 
générale,  poser 

dx\        dx%  dxn 


(lo) 


Ali        Al,       '"       Ai«  ' 


mais  ici  il  se  présente  une  simplification  qui  ne  se  présente  pas 
dans  le  cas  général,  car  on  peut  se  borner  à  considérer  les  dérivées 
du  premier  ordre.  En  effet,  l'équation  H  ==  o  peut  s'écrire 

Aii(/>ii-*-aii)-+-  A,, (/?,,-}-  ai,)-+-...  4- Ain(/>i«-4-a,;»)=o; 

remplaçons-y  An,  Ai2  ...,  A^,,  par  les  quantités  proportionnelles 
dx^y  dx2y  ...,  dxn]  il  vient 

dp\-^  OLxxdxx  -h. .  .-f-  ai/»c6Frt  =  o, 

et  l'on  obtiendrait  de  même  les  autres  équations  différentielles  des 
caractéristiques  du  premier  ordre  (2).  Le  second  facteur  linéaire 
de  I  fournira  le  second  système  de  caractéristiques  du  premier 
ordre  de  l'équation  (3). 
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(19) 


5.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  l^on  parlait  d'un  système 
de  n  relations  linéaires  résolues  par  rapport  à  dpt,  dp-n  •  •  •»  dpn* 
Si  l'on  part  d'un  sysième  de  n  relations  linéaires  quelconques  en 
rfj?!,  ,.,^dxni  dpxi  ••)?  dpn^  telles  que 


(n) 


andpi -+-...-»-  ciindpn-^  bi\dx\ -î-. . .-+-  bi^dxn  =  o, 


OÙ  les  coefficients  a/^  et  6/a  sont  des  fonctions  de  x^,  x^j  . . .,  x„^ 
^,/?,,/>2,  ...,/>//,  l'élimination  derfori,  ...,  rfdT/,  conduit  à  l'équa- 
tion du  second  ordre 


«I/l />!«-+-  ^11 


(i\\P\n  ■+-... -H  a\nPnn  "+-  ^lit 


C^nxPiX 


-^  O.nnPxn'^  bn\       ...      ^nxPln-^-"-^  ^nnPnn-^  ànn 


dont  le  développement  est  une  fonction  linéaire  de  A  et  de  ses 
dérivées  partielles.  On  pourrait  raisonner  sur  cette  équation 
comme  on  l'a  fait  sur  l'équation  (3),  mais  il  nous  suffit  de  remar- 
quer qu'une  transformation  de  contact  permet  toujours  de 
ramener  le  cas  général  au  cas  particulier  où  les  équations  li- 
néaires (i  i)  sont  résolues  par  rapport  à  dp^J  dp^-^  .. .,  dpn-  Soit, 
en  effet,  /[Xi^x^^  .,.,Xfi)  une  fonction  ne  satisfaisant  pas  à 
l'équation  (12);  si  l'on  remplace  z  par  z  +/,  la  nouvelle  équation 
n'étant  pas  vérifiée  pour  .3  =  o,  le  déterminant 

«Il      . . .     bm 

bni       .  .  ,       Onn 

doit  être  différent  de  zéro.  On  peut  donc  résoudre  les  équations 
linéaires  (11)  par  rapport  à  dx^,  ,..,  dx„^  et,  si  l'on  emploie  main- 
tenant la  transformation  de  Legendre  généralisée 


Xi  =  P,, 


z  =  lé  —  *  1  Ai  — . . .—  I  rt A/i, 


•  » 


Pn  —  —  ^/î» 


on  est  ramené  à  un  système  d'équations  linéaires  résolues  par 
rapport  à  rfP|,  ...,  rfP,|. 

Pour  établir  les  propriétés  de  l'équation  générale  (12),  qui  se 
conservent  par  une  transformation  de  contact,  on  peut  donc  se 


=  0, 


^ 
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borner  au  cas  où  les  équations  difTérentielles  des  caracléris- 
tiques  (i  i)  sont  résolues  par  rapport  à  dp^^  dp^y  ...,  dpn.  Ainsi, 
toute  équation  de  la  forme  générale  {xi)  possède  deux  familles 
de  caractéristiques  du  premier  ordre ,  qui  sont,  en  général, 
distinctes  ;  toute  transformation  de  contact,  appliquée  à  une 
équation  de  cette  forme,  la  change  en  une  équation  de  même 
forme,  et  transforme  les  caractéristiques  en  caractéristiques. 

Remarque   (').   —    Lorsque  les  équations  différentielles  des 
caractéristiques  sont  de  la  forme 

j  dxi  —  [jLj dx\  =  o,         . . . ,         dxn  —  ji,i  clx\  =  o, 
I  a\  dp\  -+-...-+-«„  dpn  -H  b  dxi  =  o, 

Téquation  du  second  ordre  correspondante  est  linéaire  par  rap- 
port aux  dérivées  du  second  ordre,  et  elle  a  pour  forme  associée 

inversement,  toute  équation  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  du 
second  ordre,  dont  la  forme  associée  est  décomposable  en  un  pro- 
duit de  deux  facteurs  linéaires,  admet  deux  familles  de  caracté- 
ristiques du  premier  ordre.  Les  équations  de  cette  espèce  sont 
donc  des  cas  particuliers  des  équations  de  la  forme  (12),  comme 
Téquation  linéaire  en  r,  s,  t,  dans  le  cas  de  deux  variables,  est  un 
cas  particulier  de  Téquation  de  Monge-Ampère. 

6.  Revenons  à  Téquation  (3)  et  à  ses  deux  systèmes  de  caracté- 
ristiques du  premier  ordre 


(A) 


(B) 


I  dz  —  pi  dX\  —  ...  —  pn  dXn   =  O, 

/  dpi  -h  at/i  dxi  -4- ...  H-  OLin  dxn  =  0        (  i  =  i ,?.,...,  /i  ), 

J  dz  —  pi  dxi  — ...  —  Pn  dx,t  =  o, 

* 

/  dpk-h  %iJidXi-^  .  .  .H-  OinkdXn=  O  (  A'  =  1 ,  2,  . . . ,  /i)  ; 


Fétude  de  Téquation  (3)  est  liée  ù  la  recherche  des  combinaisons 


(')  D'une  manière  générale»  lorsque  parmi  les  équations  difTérentielies  des 
caractérisliques,  il  y  en  a  r  indépendantes  de  d/?,,  ...,  dp^^  et  r  seulement, 
l'équation  du  second  ordre  correspondante  est  de  degré  n  —  r  par  rapport  aux 
dérivées  du  second  ordre. 
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intégrables  des  équations  difierenlielles  de  chacun  de  ces  systèmes. 
V  étant  une  fonction  de  Xi,  X2j  . . .,  x,,^  5,  /?«,  p2,  Put  pour  que 
dV  =  o  soit  une  combinaison  linéaire  des  équations  (A),  il  faut 
et  il  suffît  qu'en  remplaçant  dans*rfV  les,  différentielles  dz^ 
dpi,  ...,  dp„  par  leurs  expressions  (A),  le  résultat  soit  identique- 
ment nul,  quels  que  soient  dxty  dx^t  -  ..,  dx,,.  En  faisant  celle 
substitution,  on  arrive  aux  n  équations  simultanées 

'     ,  ,^,,       OV            0\             â\             f>V  à\ 

Ai(\  )= h  Pi an au ...  — «/n  7—  =0, 

^,  ,,,,        à\  d\  d\  ô\  â\ 

A2(  V)  = ^  Pt  -\ 3ll2    1 OLii .  .  . a«j =  O, 

(13)  \                       dXi        ^^  âz                àpi               Opi                           àpn 
• » 

^"^^  >  =  ;>?;  ■^^"  âi  -  ""*  àf,  ~  "'"  5^;  -■••-'"''-^-°' 

que  Ton  obtiendrait  en  remplaçant,  dans  les  n  dernières  équations 

(B),  dxi  par  —  et  dp^  par  —  (^  -^Pf^jÇ)'  P^"'*  9»^  dV  =  o 

soit  une  combinaison  intégrable  des  équations  (B),  on  obtiendra 
de  même  les  conditions 

V  ,,Tx      ^U  àU  OV  dU  àV 

Yi(U)= h />!  ■- ail «11- .  ..— 3i|«  -; —  =0, 

OXi       ^    Oz  ôfi  opt  àpn 

(14)  \                      àxi       '      àz               Opx              <)pi                          Opa 
• • » 

dXn        ^      dz  Ôpx  (ipn 

On  démontre  immédiatement  Tidentité 

Opi  âpn  Opx  f^Pn 

[U,  V]  étant  le  crochet  de  Jacobi 


n 


par  conséquent,  si  rfU  =  o,  rfV  =  o  sont  deux  combinaisons 
intégrables  appartenant  à  deux  systèmes  de  caractéristiques 
différents,  les  fonctions  U  et  \  sont  toujours  en  involution. 
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Si,  en  parliculier,  a/A  =  a^/,  les  deux  systèmes  (i3)  el(i4)  sont 
identiques  et  deux  intégrales  quelconques  de  ce  système  sont 
toujours  en  involution. 

Chacun  des  sjslèraes  (i3)et  (i4)  admet  au  plus  n+  i  inté- 
grales distinctes.  Pour  que  le  système  (i3),  par  exemple,  admette 
le  nombre  maximum  d'intégrales,  il  faudra  qu'il  forme  un  système 
jacobien,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  identiquement,  quels  que  soient 
les  indices  /  et  k, 

\/[Xa.(V)]-Xx[X/(V)]  =  o; 
or,  le  coefficient  de  —  dans  cette  combinaison  est 

On  doit  donc  avoir  cLi^=z  oL/d  et  Ton  en  conclut  qu'w/i  des  sys- 
tèmes de  caractéristiques  ne  peut  admettre  //  -f-  i  intégrales 
distinctes  que  si  les  deux  familles  de  caractéristiques  sont 
confondues.  Celte  condition  nécessaire  n'est  d'ailleurs  pas  suffi- 
sante. 

7.  Plaçons-nous  dans  le  cas  où  l'un  des  systèmes  (i3)  ou  (i4)î 
le  système  (i3),  par  exemple,  admet  n  intégrales  distinctes 
i/f , /^2,  . . . ,  ;//}.  Toute  intégrale  de  l'équation  du  second  ordre 
proposée  peut  être  considérée  comme  un  lieu  de  caractéristiques 
linéaires  issues  des  divers  éléments  d'une  multiplicité  (n  —  i)  fois 
étendue  M,4_i  d'éléments  du  premier  ordre;  le  long  de  M,,_4,  w^, 
U2y--',u„  étant  des  fonctions  de  (n  —  i)  variables  seulement, 
sont  liées  par  une  relation 

et,  comme  Ut,  u^t  >  •  -  y  Un  restent  constants  tout  le  long  d'une 
caractéristique,  il  s'ensuit  que  la  relation  (i5)  s'applique  à  tous 
les  éléments  de  l'intégrale  considérée. 

Inversement,  quelle  que  soit  la  fonction  F,  toutes  les  intégrales 
de  l'équation  (i5),  sauf  peut-être  les  intégrales  singulières,  satis- 
font à  l'équation  du  second  ordre.  D'une  façon  plus  générale,  si 
rfU  =  o  est  une  combinaison  intégrablc  des  équations  différen- 
tielles (B),  toutes  les  intégrales  de  l'équation  du  premier  ordre 
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sauf  les  iiUégrales  singulières,  vériiient  l'équation  (3);  ce  que 
nous  exprimerons  en  disant  que  U  =  C  est  une  intégrale  inter^ 
médiaireAe  Inéquation  du  second  ordre.  En  effet,  d'après  la  façon 
méine  dont  on  a  obtenu  le  système  (i3),  les  caractéristiques  de 
U  =  C  sont  des  multiplicités  d'éléments  h  une  dimension  satis- 
faisant aux  équations  (A);  les  intégrales  non  singulières  de  U  =  C 
sont  donc  aussi  des  intégrales  de  Téquation  du  second  ordre  (n*'  1). 

Remarque.  —  Toute  équation  du  second  ordre  qui  admet  une 
intégrale  intermédiaire  de  la  forme 

F(M|,  Mi   .  .  .   M,|)r=0, 

où  F  désigne  une  fonction  arbitraire,  est  nécessairement  de  la 
forme  considérée  ici.  On  peut  letérifier  par  un  calcul  direct;  mais 
il  est  plus  simple  de  remarquer  que,  si  Ton  élimine  les  rapports 

de(/i  —  i)  des  dérivées  T— à  la  /î'^""  dans  les  équations  différen- 
tielles des  caractéristiques,  on  obtient  n  relations  linéaires  et  ho- 
mogènes en  dxi^  dpkj  outre  la  relation  évidente 

dz  —  p\  dx\  —  ...  —  p,i  dXfi  =  o. 

Il  nous  reste  à  démontrer  que  la  méthode  précédente  fournil 
bien  toutes  les  intégrales  intermédiaires  de  Téquation  du  second 
ordre,  c'est-à-dire  toutes  les  fonctions 

telles  que  les  intégrales  de  Téquation  du  premier  ordre  U  =  C, 
sauf  les  intégrales  singulières,  vérifient  l'équation  (3).  De  Téqua- 
tion 

(i6)  U  =  G 

on  déduit,  en  effet,  en  différentiant, 

dV  àV  dV  f)V 

ôpi  '  Op,t  '  Ox\        '      Oz 

(17)  \  àpx'  àpn'  OjTi       ^     Oz 


k 
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si  toutes  les  intégrales  de  l'équation  du  premier  ordre  U  =  C 
vérifient  l'équation  du  second  ordre  (3),  celte  équation  doit  être 
une  conséquence  des  relations  (17),  car,  pour  une  intégrale  de 
l'équation  U  =  C,  il  ne  peut  exister  plus  de  n  relations  distinctes 
entre  les  dérivées  du  second  ordre.  Or,  les  relations  précédentes 

(17)  sont  identiques  aux  relations  (5)  où  Ton  aurait  posé 

D'après  le  théorème  établi  au  n"  2,  on  voit  que  U  doit  satis- 
faire à  l'un  des  systèmes  d'équations  obtenues  en  remplaçant  X/  et 
[jiA  par  ces  valeurs  dans  les  conditions  (A)  ou  (B).  Les  deux  sys- 
tèmes d'équations  linéaires  auxquels  on  parvient  ainsi  sont  pré- 
cisément identiques  aux  systèmes  (i3)  et  (i4)* 

8.  On  a  vu  jusqu'ici  se  manifester  une  analogie  complète  entre 
les  propriétés  de  l'équation  de  Monge-Ampère  et  les  propriétés 
des  équations  étudiées  dans  ce  travail .  Pour  poursuivre  celte  étude, 
il  est  naturel  d'étudier  d'abord  les  équations  pour  lesquelles  l'un 
des  systèmes  de  caractéristiques  admet  (/i  4-  i)  combinaisons  inté- 
grables distinctes;  l'analogie  avec  l'équation  de  Monge-Ampère  se 
poursuit  encore.  D'après  les  résultats  du  n"  6,  les  deux  systèmes 
de  caractéristiques  doivent  être  confondus,  et  les  /i  -|-  i  intégrales 
i/{,  2/2,**.,  Un^\  doivent  être  deux  à  deux  en  involulion.  Soit 
alors 

(18)  F(mi,  m„  ...,a„)=  o 

une  intégrale  intermédiaire  dépendant  de  la  fonction  arbitraire  F; 
puisque  l'on  a 

(  «1/,  Uk)  =0        (  /,  A  =  I,  •/,  . , . ,  /î  -4- 1), 

il  s'ensuit  que  les  n  4-  1  relations 

(19)  F  =  o,         M,r=ai,         ...,         M;,_,=  a«_i,         w„+|  =  rt,i4.,, 

oùrti, «^/i_i,  «//+i  sont  n  constantes  arbitraires,  représentent 

une  intégrale  complète  de  l'équation  F  =  o.  On  peut  donc  en 
déduire,  par  des  éliminations  et  des  dilTérentiations  seulement, 
l'intégrale  générale  de  l'équation  F=:o  et,  par  suite,  de  l'équa- 
tion du  second  ordre.  Si,  par  exemple,  l'élimination  de  p\ ,  /?2,  ..-, 
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pn  entre  les  n  4-  i  équations 

conduit  à  une  seule  équation,  on  a,  pour  obtenir  l'intégrale  géné- 
rale de  Téquation  du  second  ordre,  la  règle  suivante,  que  l*on 
établit  comme  dans  le  cas  de  deux  variables  indépendantes  : 

Soit 

le  résultat  de  réliminatio/i  de  p^^  p^^^  ...,  p^  entre  les  n  -\-  i 
relations  (  20)  ;  pour  trouver  V intégrale  générale  de  V équation 
du  second  ordre,  on  établit  entre  les  n -h  i  paramètres  ai  un 
certain  nombre  h  4-  i  de  relations  arbitraires  (h^i),  soit 


e/  ron  élimine  «i ,  «2,  ...,  «/i_a  entre  les  n  —  A  -f-  1  relations 

d^  d^ 

<P  =  O,  -j —   =0,  .  .  .,  -z =  O. 

Lorsque  l'élimination  de/?i,  />2,  . . .,  pn  entre  les  {n  H-  i)  rela- 
tions (.^-o)  conduit  à  /•  relations  distinctes  entre  X|,  ^2,  ...,  x„^  z^ 
«I,  <72,  ...,  «//^.i,  l'intégrale  intermédiaire  du  premier  ordre  est 
semi-linéaire,  et  l'intégrale  générale  peut  encore  se  déduire  de 
l'intégrale  complète,  comme  Ta  démontré  M.  Soplius  J^ie;  il  est 
à  remar(|ucr  (|ue  l'équation  du  second  ordre  correspondante  est 
de  degré  n  —  /*  -f-  1  par  rapport  aux  dérivées  du  second  ordre.  Le 
cas  limite  est  celui  où  r  =^  n\  l'élimination  de/^i,  /?,,  ...,  /?„  entre 
les  équations  (20)  conduit  à  un  svslème  de  n  équations  entre  a^i, 

X2y     •••?    '^//î     ^»    ^'ij    ^'21    •••7    ^//-fl    • 

(22)         Fi(j:*i,  . . .,  :r„,  -5;  «1,  rt,,  .  . .,  «,|4-i),  ••.,         F,,  =  o. 

Ces  relations  représentent,  dans  l'espace  \i  n  -\-  \  dimensions,  une 
Tamille  de  courbes  dépendant  de  n -f- i  paramètres.  L'équation 
correspondante  est  linéaire  ])ar  rapport  aux  dérivées  du  second 
ordre,    et    l'intégrale    générale    s'obtient  en  prenant  les    hvper- 
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surfaces  de  l'espace  à  (n -i- \)  dimensions,  engendrées  par  les 
courbes  précédentes  associées  suivant  une  loi  arbitraire  (*). 

Toutes  les  équations  de  la  classe  précédente  peuvent  être  rame- 
nées à  une  même  forme  canonique  par  une  transformation  de 
contact;  les  (n  -h  i)  fonctions  «i,  W2,  ...,  Un+\  étant  deux  à  deux 
en  involution,  on  peut,  en  effet,  trouver  une  transformation  de 
contact  qui  ramène  ces  fonctions  à  la  forme  suivante 

L'équation  du  second  ordre  correspondante  est  alors 

c'est-à-dire  A  =  o  (n°  3);  elle  caractérise  les  hypersurfaccs  déve- 
loppables  dans  l'espace  à  n  +  i  dimensions.  On  obtiendra  les 
équations  générales  de  ces  surfaces,  comme  on  l'a  expliqué  tout  à 
rheure,  en  posant 

On  obtient  une  forme  canonique  encore  plus  simple  en  rame* 
nant  u^^  ...,  u„^i  à  la  forme 

l'équation  du  second  ordre  correspondante  est  alors 
(0.4  )  Pn  =  o. 

En  revenant  à  un  système  de  variables  quelconques,  on  peut 
énoncer  comme  il  suit  les  résultats  obtenus  : 

Pour  déterminer  toutes  les  équations  du  second  ordre  qui 
admettent  deux  intégrales  intermédiaires  distinctes,  apparte- 
nant à  un  même  système  de  caractéristiques,  et  dépendant 
chacune  d'une  fonction  arbitraire  de  n  —  i  variables,  on 
déterminera  (2  /i  +  \)  fonctions  X^,  Xa,  . . .,  X^,  Z,  Pj,  . . .,  P„ 


(')  Ce  cas  particulier  a  élé  spécialement  étudié  par  M.  Josef  KUrschàk,  qui  Ta 
rattaché  à  un  problème  du  calcul  des  variations  :  Ueber  eine  Classe  der  par- 
tiellen  Differential-Gleichungen  zweitev  Ordnung  {Afathematischer  und  na- 
turwissenschaftlicher  Anzeiger  der  Akademie,  t.  XIV;  Budapest,  '898). 

XXVII.  2 
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des  2/1  -h  I  variables  z^  x/,  /?a*  satisfaisant  à  ^identité 

d7j  —  P|  d\x  —  •  •  • —  ^n  d\n=  p(dz  —pidxi  —  , . .  —  pn  d^n)\ 

Inéquation  du  second  ordre  cherchée  prendra  F  une  des  formes 
équivalentes  suivantes  (  *  ) 

D(X,.X,,  ...,X;,)  ^  ^  D(Z,  X, 'X,) 

D(a?t,  a^j,  . .  .,  a?rt)  '  D(j:t,  art,  . . .,  ar^) 

Remarque,  —  Lorsque  Jes  deux  systèmes  de  caractéristiques 
sont  confondus,  et  qu^il  existe  n  intégrales  distinctes  pour  les 
équations  (i3),  ces  n  intégrales,  étant  deux  à  deux  en  involution, 
peuvent  être,  par  une  transformation  de  contact  convenable, 
ramenées  à  la  forme 

U\=P\,  Wj  =  />î,  ...»  Un  =  Pfij 

et  l'équation  du  second  ordre  devient,  par  cette  transformation, 
A  =  o.  On  voit  donc  qu'en  dehors  du  cas  qui  vient  d'êlre  examiné, 
lorsque  les  deux  systèmes  de  caractéristiques  sont  confondus,  il  y 
a  au  plus  (n  —  i)  combinaisons  intégrables  distinctes  pour  les 
équations  diflTérentielles  des  caractéristiques.  Par  exemple,  Téqua- 
tion 

(25)  A-+-a„n- :^  o 

opnn 

a  ses  deux  systèmes  de  caractéristiques  confondus;  les  équation:^ 

différentielles  des   caractéristiques    admettent   les   combinaisons 

intégrables 

dpi  =  o,        . . . ,        dpn-i  =  o, 

mais  n'en  admettent  pas  d'autres,  si  la  fonction  a„„  est  quel- 
conque. La  transformation  de  Legendre,  appliquée  à  l'équation 
précédente,  la  ramène  à  la  forme 

/>/!«=  y  (.^1»  ^*'  .  «  • .  -ï^/i^  -  ;  />i,  /'îi  . . . ,  Pu)' 

9.  Supposons  maintenant  que  les  deux  systèmes  de  caracté* 
ristiques  soient  distincts,  et  que  les  deux  systèmes  d'équations 


(')  Voir  le  Mémoire  de  iM.  Darboux,  Sur  les  solutions  singulières  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  dpi  premier  ordre  (  Mémoires  des  Savants  étran- 
gers, tome  27,  II*  série;  p.  212). 


\ 


-  ii)  -- 

linéaires  (i3)  et  (i4)  adinellenl  respeclivemenl  n  intégrales 
dislincles  (i/f ,  ^2?  •••»  W/i)  el(ç'i,  i'a»  «-m  <^'//)î  de  telle  façon  qu'il 
existe  pour  Téqualion  du  second  ordre  deux  intégrales  intermé- 
diaires distinctes 

*(P,,  t'j,   ...  ,  i^,i)  =  o, 

dépendant  chacune  d'une  lonclion  arbitraire  de  (/?  —  i)  variables. 
D'après  le  théorème  établi  plus  haut  (n*"  6),  le  problème  revient 
à  déterminer  deux  groupes  G,  G',  composés  respectivement  de  n 
fonctions  distinctes,  tels  que  deux  fonctions  appartenant  à  deux 
groupes  différents  soient  toujours  en  involution.  Soit,  en  effet, 

(G  f/|,      Mi,      . . .,      u,,^ 

(  tO  )  / 

(  G'         vi,     Vi,      .. .,     i„, 

les  deux  groupes  de  fonctions,  tels  que  Ton  ait,  quels  que  soient 
les  indices  /  et  A",  [w/,  r;t=oJ;  formons  l'équation  du  second 
ordre  qui  admet  l'intégrale  intermédiaire 

F(w,,  Ui,  ...,  //,|)  =  o. 

Cette  équation,  qui  peut  s'écrire 

D(W|,  Ui,  . . .,  u„) 


u(x^j  .7*2,  .  . . ,  a:,t  ) 


=  o, 


admet  les  n  combinaisons  intégrables  c/wi  =  o,  ...,  (lun=o, 
pour  un  de  ses  svstèmes  de  caractéristiques.  Le  second  système 
de  caractéristiques  est  formé  par  les  caractéristiques  de  l'équation 
du  premier  ordre,  où  F  est  une  fonction  arbitraire.  Mais  on  a, 
quel  que  soit  F,  les  relations 

[F,  t'i]  =  o,         ...,         [F,  r„]  =o. 

de  sorte  que  dç^  =  o,  ...,/:/<^„  =  o  sont  n  combinaisons  intégrables 
des  équations  différentielles  de  ce  système. 

Chacun  des  groupes  G,  G'  peut  être  mis  ;»ous  une  infmité  de 
formes  distinctes,  sans  changer  l'équation  du  second  ordre  corres- 
pondante. Nous  dirons,  pour  abréger,  qu'une  fonction  appartient 
au  groupe  G,  si  elle  peut  s'exprimer  au  moyen  des  fonctions  i/^, 
//j,  ...,  Un  seulement;  il  est  clair  qu'on  peut  remplacer  les  n  fonc- 
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lions  Ui,  U2f  ...,  Un  par  n  fonctions  distinctes  appartenant  au 
groupe  G,  et  de  même  pour  le  second  groupe.  Ou  profilera  de 
cette  propriété,  comme  on  )e  verra  plus  loin,  pour  ramener  les 
deux  groupes  G  et  G'  à  une  forme  simple. 

Remarquons  aussi  que,  si  Ton  a  une  solution  du  problème,  on 
peut  en  déduire  une  infinité  d'autres  en  appliquant  aux  variables 
2,  Xi,  pk  une  transformation  de  contact  quelconque^  nous  ne  con- 
sidérerons pas  comme  essentiellement  distinctes  loules  les  solu- 
tions que  Ton  peut  ramener  Tune  àTautre  par  une  transformation 
de  cette  nature. 

Les /i  fonctions  (//|,  Wa,  ...,  {//{)  sont,  par  hjpothèse,  distinctes, 
ainsi  que  les  n  fondions  (i^,,  ^2?  •••>  ^«)>  "t^ais  il  peut  arriver 
qu'il  existe  r  (onctions  appartenant  à  la  fois  aux  deux  groupes. 
Soient  iV|,  (Va?  •••?  *^r  ces  r  fonctions;  les  deux  groupes  peuvent 
alors  s'écrire 

G  tV,,      «',,       .  .  . ,      IV;.,      Ur^x^       . . . ,      Un, 

G'  Wx,       IVj,       ...,       IV;.,       v,.4-i,        ...,      p«. 

Le  nombre  r  est,  au  plus,  égal  à  /i  —  a;  si,  en  effet,  Ton  avait 
r^=n  —  I,  on  aurait  d'abord  [w/,  (V;t]=o,  puisque  w/  et  w^ 
appartiennent  à  la  fois  aux  deux  groupes,  et  ensuite 

[iv,,  M«]=0,  ...»  [Wa-iy  Un]  =  O, 

de  sorte  que  le  groupe  G  serait  en  involution,  cas  qui  a  déjà  été 
traité  (n"8). 

Les  fonctions  w^j  fVa, ...,  Wr  sont  les  fonctions  distinguées  des 
deux  groupes  complémentaires  G  et  G';  elles  sont  en  involution 
avec  toutes  les  fonctions  de  chacun  de  ces  groupes.  Il  est  évident 
que  deux  groupes,  qui  se  déduisent  run  de  l'autre  par  une 
transformation  de  contact,  ont  le  même  nombre  de  fonctions 
distinguées;  la  réciproque  sera  démontrée  plus  loin. 

10.   Effectuons  la  transformation  suivante 

(27)     {  ^1  ^«  . 

toute  fonclion  des  2W-4-1   variables  a:/,  p/gy  z  se  change  en  une 
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fonction  des  2/1-1-2  variables  y/,  gr/,  homogène  et  de  degré  zéro 
par  rapport  aux  y/,  et  réciproquement.  Soient 

Ui,     Uj,     . . . ,    U/t, 

les  deux  groupes  de  fonctions  qui  remplacent  les  deux  groupes  G 
et  G';  on  a,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier, 

(28)  (U/,  V>t)  =  -  --^  [ui,  i>k]  =  o, 

en  posant^  d^une  manière  générale, 

1  =  1 
Les  n  équations  linéaires 

(V„/)  =  o,         ...,        (V«,/)  =  o 

admettent  pour  intégrales  les  n  fonctions  U|,  U^,  ...,  U//,  et,  par 
suite,  toutes  les  parenthèses  (U/,  Ua).  L'une  au  moins  de  ces 
parenthèses  n'est  pas  nulle,  soit  (Ui,  U2);  c'est  une  fonction 
homogène  et  de  degré  —  i  de  ^i,  ya,  ...,  y«,  et,  par  conséquent, 
une  fonction  distincte  de  U|,  U2,  ...,  U/i,  que  nous  désignerons 
par  Ua^.!  •  Tout  pareillement,  les  (/i  +  i)  équations  linéaires 

admettent  pour  intégrales  les  n  fonctions  V<,  Vj,  ...,  V^;  comme 
Tune  au  moins  des  parenthèses  (V/,  V*)  n'est  pas  nulle,  on  en 
déduira  une  nouvelle  intégrale  V/,^.|,  qui  sera  homogène  et  de 
degré  —  i  par  rapport  aux  y/. 

La  transformation  qui  précède  fait  donc  correspondre  aux 
deux  groupes  primitifs  G,  G'  deux  nouveaux  groupes  H,  H',  de 
(/i-+-i)  fonctions  à  2/14-2  variables  conjuguées  (yi,  ^r»),  ..., 
(y/»+M  y«+«)»  homogènes  par  rapport  aux  qi, 

H        U|,    Uj,     ...,     U/i^-i, 

H        V|,     Vj,     ...,     V/i-»_i, 
tels  que  l'on  ait 

(Ui,  V;t)  =  o        («,  A:=  1,2,  ...,/i-hi>. 
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Les  deux,  {^n^oupes  H,  H'  constiluenl  donc  deux  groupes  po- 
laires homogènes  de  /i  -4-  i  fonctions  à  2/1  +  2  variables  conju- 
guëes  (  *). 

Inversement,  soit  H  un  groupe  homogène  d'ordre  /i-f-i?  non 
en  involution  ;  le  groupe  polaire  H'  est  également  d'ordre  /i  -f-  1  et 
non  en  involution.  Chacun  de  ces  deux  groupes  admet  n  fonctions 
distinctes  qui  sont  homogènes  et  d'ordre  zéro  par  rapport  aux  Çi. 
Soient  U«,  .  • . ,  U,,  les  n  fondions  homogènes  du  groupe  H  et  V^ 
Va,  ...,V,,  les  n  fonctions  homogènes  de  H'.  En  revenant  aux 
variables  primitives  xi^pk^z^  ces  2/1  fonctions  donnent  naissance 
à  deux  groupes  de  n  fonctions 

G'      r,,      t',,      ...,       Vn', 

les  relations  (U/,  V^)  =  o  deviennent  d'ailleurs  .[//|,  wa]  =  o,  de 
sorte  que  les  deux  groupes  G,  G'  fournissent  bien  une  solution 
du  problème  proposé.  La  question  est  donc  ramenée  à  la  déter- 
mination de  tous  les  groupes  homogènes,  non  en  involution,  de 
n  H-  1  fonctions  à  2 /i  -}-  2  variables  conjuguées 

Quand  on  effectue  sur  les  variables  j^/,  qi  une  transformation  de 
contact  homogène,  c'est-à-dire  telle  que  ^^i,j^2j  •••>>'/î+i  soient 
(les  fonctions  des  variables  nouvelles  j^]-,  q\,  homogènes  et  de  degré 
zéro  par  rapport  aux  q\,  tandis  que  les  variables  yi,  .  . . ,  g„^i  sont 
homogènes  et  du  premier  degré  des  variables  ^],  ces  fonctions  sa- 
tisfaisant d'ailleurs  à  la  relation 

on  sait  qu'il  y  correspond  pour  les  variables  z^xi,  pk  une  trans- 
formation de  conlact  tout  à  fait  générale,  et  réciproquement. 
D'autre  part,  le  groupe  homogène  H  se  change  en  un  nouveau 
groupe  homogène  H,,  et  toute  fonction  homogène  et  de  degré  zéro 


(')  Sonius  Lie,  Begrilndung  eincr  Invarianten- Théorie  der  Beriihrungs- 
Transformationen  {Mathematische  Anna/en,  l,  VIII,  p.  ai5-3o3;  id.  t.  XI, 
p.  464-555). —  Théorie  der  Transforma tionsgruppen.  Zwcitcr  Abschnitl,  p.  178- 
a5o. 

J'ai  donné  un  résumé  de  celte  lliéoric  dans  le  Cliapilrc  XII  de  mes  Leçons  sur 
l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  p.  a38. 
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do  groupe  H  s^exprimera  au  moyen  des  n  fonctions  homogènes 
et  de  degré  zéro  du  groupe  H|.  Le  groupe  G  correspondant  au 
groupe  homogène  H  se  change  donc  en  un  nouveau  groupe  qui 
se  déduit  de  H|  comme  G  se  déduit  de  H.  11  suit  de  là  que,  si  Ton 
ne  considère  pas  comme  distincts  tous  les  groupes  G  qui  peuvent 
se  déduire  de  l'un  d'entre  eux  par  des  transformations  de  con- 
tact, il  suffira,  pour  avoir  toutes  les  formes  essentiellement  dis- 
tinctes des  groupes  G,  de  considérer  tous  les  groupes  homogènes 
d'ordre  n  -f-  i  essentiellement  distincts. 

11.  Étant  donné  un  groupe  homogène,  non  en  involution, 
M.  Sophus  Lie  a  démontré  que  l'on  peut  toujours  le  ramener  à 
l'une  des  formes  canoniques  suivantes  (')  : 

\^')       ^1»      *ï»      •••»      */»>     xl>      •••>     ^//i>      ^//t-H>      •••>      *r)      Vn-t-l^ 

suivant  qu'il  renferme  des  fonctions  distinguées  d'ordre  nul  ou 
non,  les  Y/  étant  des  fonctions  homogènes  d'ordre  zéro  par  rap- 
port aux  y/,  et  les  Q/  des  fonctions  homogènes  d'ordre  i ,  satisfai- 
sant aux  relations 

(Y^,  Y;t)=  o,     (Q/,  Qa.)=  o,     (Y/,  Q,)=  I,     (Y/,  Qa)=  o. 

On  peut  ensuite  compléter  le  groupe  (I)  ou  le  groupe  (II)  par 
d'autres  fonctions  Qm+o  •  •  •»  Q/i+i>  Y^+r+i,  •  •  •»  Y;,^j  de  façon 
à  former  un  groupe  canonique  de  2/1  +  2  termes;  et  enfin,  en 
effectuant  une  transformation  de  contact  convenable,  on  voit  que 
l'on  peut  prendre  pour  forme  canonique  d'un  groupe  homogène 
une  des  deux  formes  suivantes 

(ïl)   J^l»    J^î»     •••>    ymy     ^1»     Çl^     •.•>     Çmi    J^m-hii     ...»    Xn    Çn-*-l- 

Considérons  d'abord  la  forme  (I);  on  doit  avoir 

m  -h  /•  =  Al  -+-  I , 
et  le  nombre  des  fonctions  distinguées   d'ordre  nul  r — m  est 


(  '  )  La  forme  canonique  (  II)  n'est  pas  absolument  identique  à  la  forme  employée 
par  M.  Sophus  Lie,  mais  il  est  facile  de  passer  de  Tune  à  Tautre. 
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toujours  de  même  parité   que  /i-f-  i.  Le  nombre  m  peut  varier 

depuis  I  jusqu'au  plus  grand  entier  contenu  dans— «Quant  au 

groupe  polaire  H',  il  a  pour  forme  canonique 


Jr-hl, 


»    J^/ï-4-1»     Ç /•-+-!>      •••»     7«"+-lï    yni-*-lj     •••!    yr' 


Pour  passer  aux  deux  groupes  G,  G'  correspondants,  nous  po- 
serons 


ce    qui   donne  pour  ces  deux  groupes,  en  modiliant  un  peu  les 
notations^ 


(29) 


G' 


•2*1,^2,. 

••»  ^71 

Plt  ••• 

^Pq^ 

•^^4-1» 

.,.,  X/., 

-l 

Tz-Hi,  .  . 

•  >  ^n  1 

> 

Pn 

•   •  • 

>^^-»-l» 

•    •    • 

,^r 

La  somme  q  -\-  r  est   égale  k  n  —  i  et  y  peut  varier  depuis  1 


jusqu'au  plus  grand  entier  contenu  dans •  Les  fonctions  qui 

sont  communes  aux  deux  groupes  sont  Xq^\^ ...,  Xr^  et  leur  nombre 
est  égal  à  71  —  1  —  2y;  il  peut  prendre  les  valeurs  n  —  3,  /i  —  5,  ..., 
toutes  de  même  parité. 

Si  le  groupe  homogène  H  a  la  forme  (II),  le  groupe  polaire  H' 
se  compose  des  n  4-  i  fonctions 


yr^-i 


»    yni     Çr-hif     •••)     Cm    J^m-+-1> 


»    yn     Çn-hU 


et  les  groupes  correspondants  G,  G'  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme 


(3o) 


1    ^    I  ^l>  «^2»  •  •  •  y^qy  Pi  y  •  •  •  )  Pqy  ^y-*- 1 1  •  •  •  t^r 


G' 


•^r-f-l)  •  •  •  ?«^«» /*/•-+-!»  •  •  •  1  Pm  ^74-1  »  •  •  •  jJ^r 


La  somme  q  ~j-  r  =  n^  et  le  nombre  q  peut  varier  de  1  jusqu'au 
plus  grand  entier  contenu  dans  -  :  le  nombre  des  fonctions  com- 
munes  aux  deux  groupes  est  n  —  2q,  et  ce  nombre  peut  prendre 
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les  valeurs /i  —  2,  n  —  ^  ,n  —  6, ...,  etc.  On  voit  que  nous  obtenons 
en  tout  n  —  i  formes  canoniques  pour  les  deux  groupes  G  et  G'; 
ces  formes  sont  essentiellement  distinctes,  car  chacune  d'elles  est 
caractérisée  par  le  nombre  des  fonctions  distinctes  qui  appar- 
tiennent à  la  fois  aui[  deux  groupes. 

A  chacune  de  ces  fonctions  canoniques  correspond  une  forme 
canonique  d'équation  du  second  ordre,  admettant  deux  intégrales 
intermédiaires  distinctes.  On  peut  obtenir  sous  forme  explicite 
rintégrale  générale  de  chacune  de  ces  équations.  Il  résulte,  en 
effet,  de  ce  qui  précède  qu'elles  admettent  toujours  une  intégrale 
intermédiaire  de  la  forme         * 

ou  de  la  forme 

(Sa)  F(ar|,/>|,  ari,/?j, . .  ,,Xq^pq-yXq^x, . .  .,arr)  =0, 

et  il  suffit  de  montrer  que  Ton  peut  supposer  la  fonction  F  mise 
sous  une  forme  telle  qu'il  soit  possible  d'intégrer  ces  équations  du 
premier  ordre. 

Prenons  d'abord  l'équation  (3 1  )  ;  si  l'on  y  considère  Xq^y  ?  •  •  •  j 
Xf^  comme  des  paramètres,  elle  admet  une  intégrale  complète 
de  la  forme 

Z  =  4>(  Xi,  J7j,   ,  .  .,  Xq\  Xq+if    .  ,  ,j  Xf-l  Cil,  ûtf,    •  .  . ,  dq)  \ 

la  fonction  F  étant  arbitraire,  il  est  évident  qu'il  en  est  de  même 
de  <^,  et  réciproquement.  Pour  déduire  de  cette  intégrale  complète 
rintégrale  générale,  on  sait  qu'il  faut  établir  entre  ai,  a2,  •..,  ccq 
un  certain  nombre  de  relations,  ces  relations  contenant  en  outre 
les  variables  jc^^j ,  ...,  Xr,  ^r+i»  ««m  Xn,  qui  jouent  ici  le  rôle  de 
paramètres.  D'après  ce  que  l'on  sait  sur  la  théorie  des  intégrales 
complètes,  on  peut  supposer  que  ces  relations  se  réduisent  à 
une  seule,  soit 

Clq  =  4"  {^Xq+iy   .  .  . ,  Xf'f  ^r-f-l  »  •  •  •  >  ^n  \  Cl\i  ûtj,  •  «  •  ;  Clq^\  ), 

et  l'intégrale  générale  est  représentée  par  le  système  de  q  équa- 
tions 

z  =  4>[a7i,  ...,  Xqj  .«.,  Xr\  Ct\,  .••,  ^7—1)  ^(^^-f-lj  •••>  ^r»  •••>  ^^ni  ^ii^ty  •••!  Clg    l)]> 

3)     {  â4*        d^  dW  . 
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à  cause  de  la  relation  q  -{-  r  =  n  —  i ,  chacune  des  fonctions  ^ 
et  ^  dépend  bien  de  (n  —  i)  arguments,  et  les  deux  fonctions 
arbitraires  se  trouvent  mises  en  évidence. 

Dans  le  cas  particulier  où  9  =  i ,  les  formules  se  simplifient,  et 
Tintégrale  générale  est  fournie  par  Téquation  unique,  résolue  par 
rapport  à  z, 

(34)  z  =  ^[xx,Xi, Xn-f\  V(ar,,  jTj,  ...,X;,)]; 

Féquation  du  second  ordre  correspondante  est 

PnP\,n-\ — Pn-lPl,n=  O. 

Si  l'intégrale  intermédiaire  est  de  la  forme  (32),  elle  admet  une 
intégrale  complète  de  la  forme 

et,  en  raisonnant  comme  tout  à  Theure,  on  en  déduit  que  l'inté- 
grale générale  est  représentée  par  le  système  de  q  équations 


(z  =  *(j7|,  ....  Xq,  .. .,  x,.;  ai,  aj,  . . .,  a^-i) 
■  I      TT  I  Xtt-x-i  .    •  •  •  •  X  f  •  S/ f^L-i  •    •  ■  •  .  X ÊÊ  .  cZi 

(35) 


-+-  W[^Xq^\y    .  .  .  )  Xf  J  Xf-t-\y   •  •  •  ï  ^n  »  ût|,   ....  f^q—i  )» 

-t-  ^"   =0        («  =  1,  a,  ....  g  —  1), 


^  et  W  désignant  des  fonctions  arbitraires.  Si  7=1,  l'intégrale 
générale  est  donnée  par  Téquation 

(36)  5=  <l>(Xi,  Xt,   .,,,Xn-\)-^^\x^,  Xi,  ...,^;,  ), 

et  l'équation  du  second  ordre  correspondante  est 

Pi,n=  o. 

12.  Nous  allons  énumérer  les  diverses  formes  canoniques  pour 
n  =  3,  4i  5. 

Si  n  =r  3,  on  a  les  deux  formes  canoniques 

(«)    Pit  =  o,        (p)    PiiP3  —  pizPï=o; 

la  forme  (a)  admet  les  deux  intégrales  intermédiaires 
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ei  l'intégrale  générale  est 

^  et  ^  étant  deux  fonctions  arbitraires.  La  forme  (^)  admet  les 
deux  intégrales  intermédiaires 

Pi 
et  rintégrale  générale  est 

z  =  o[x,,  4'(Xj,  X,)], 

o  et  A  désignant  encore  deux  fonctions  arbitraires. 
Pour  /i  =  4.  on  a  trois  formes  canoniques 

(»')    Pif=o,         (P')    /?iî/?3  — /?î/?i3  =  o,         (y)    pttPik-pikPu  =  o; 

la  forme  (a')  admet  les  deux  intégrales  intermédiaires 

et  rintégrale  générale  est 

5     =     <P(    Xiy     J-J,     X^)    -h     ^(Xf,     Xiy     J-4). 

La  forme  (^')  admet  les  deux  intégrales  intermédiaires 

Pi=/{^iy^kj  ^),         —  =/i(a?î,  J7|,  X4), 

/'a 

et  rintégrale  générale  est 

Enfin,  la  forme  (y)  admet  les  deux  intégrales  intermédiaires 

et  l'intégrale  générale  est  représentée  par  le  système  des  deux 

équations 

/  z  =  o{xx,  xt,  a)  -+-  ^/(J75,  x^,  a), 


(37)  {  ^        ^  _ 

(  da        da  ~~ 


a  désignant  un  paramètre  auxiliaire. 

On  remarquera  sur  ces  exemples  une  loi  générale  qui  se  déduit 
aisément  des  résultats  précédents,  à  savoir  que,  parmi  les  /i  —  i 
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formes  canoniques  relatives  à  une  équation  à  n  variables  indépen* 
dantes,  figurent  les  /i  —  2  formes  canoniques  relatives  au  cas  de 
n  —  I  variables  indépendantes.  Lorsque  le  nombre  des  variables 
indépendantes  augmente  d^une  unité,  il  ne  s'introduit  donc  qu^une 
forme  canonique  réellement  nouvelle.  Connaissant  Tintégrale 
générale  d'une  équation  canonique  à  (/i  —  i)  variables  indépen- 
dantes X\^  Xi^  ...,  Xn^\^  pour  avoir  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion canonique  correspondante  à  n  variables  x^^  X21  •  •  «^  ^n^  îl 
suffit  d'ajouter  la  variable  X/,,  à  titre  de  paramètre,  dans  les  deux 
fonctions  arbitraires  qui  figurent  explicitement  dans  l'intégrale 
générale  de  l'équation  à  (/i  —  i)  variables  indépendantes. 

Ainsi,  pour  n  =  5,  on  a  d'abord  les  trois  formes  canoniques 
(a'),  (P'),  (y)  et  la  forme  canonique  nouvelle 


(8) 


P\i    Pw    P\i 

Pli     Pu     Pli 
Pi      Pk      P$ 


=  o, 


qui  admet  les  deux  intégrales  intermédiaires 

Pi        \  Pi/ 

L'intégrale  générale  est  représentée  par  le  système   de  deux 

équations 

/  z  =  f[xiy  Xf,  a,  4;(rF,,  x,,,  x^,  a)], 

a  désignant  un  paramètre  auxiliaire. 

13.  Pour  présenter  les  résultats  obtenus  sous  la  forme  la  plus 
générale  possible,  remarquons  que  l'une  quelconque  des  équations 
canoniques  à  n  variables  admet  une  intégrale  intermédiaire  de  la 
forme 

(38)  F(m,,  Mt,  ...,  u„)  =  o, 

//i,  //2f  •••)  Um  étant  pris  parmi  les  2/2  +  i  variables 

(39)  X|,       J7j,        ...,       37,,,      /?,,      /?t,       ...,      /?/!,       Z. 

Inversement,  quelles  que  soient  les  n  quantités  choisies  parmi 
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celles-là,  réquation  (38)  représente  toujours  une  intégrale  inter- 
médiaire d'une  équation  appartenant  à  la  catégorie  que  nous 
venons  d'étudier.  Cela  est  d'abord  évident  si  e/|,  1/29  •••9^/1  sont 
deux  à  deux  en  involution;  l'équation  du  second  ordre  correspon- 
dante est  une  de  celles  qui  ont  été  étudiées  au  n^  8. 

Si  les  fonctions  /£|,  Uf,  .  .  .,  Un  ne  sont  pas  deux  à  deux  en 
involution,  il  suffit,  pour  notre  objet,  de  montrer  que  Ton  peut 
trouver  n  autres  fonctions  distinctes  (i^i,  c'a,  .  .  .,  Vn)  telles  que 
l'on  ait  (w/,  Vh)  =  o,  quels  que  soient  les  indices  i  et  k;  la  dé- 
monstration n'offre  aucune  difficulté.  Le  groupe  des  n  fonctions 
(wi,  «2)  •••î  W/i)  est  de  la  forme 

OU  de  la  forme 

^1»     P\y       •••»      '^qt     Pqy      '^7-Hl»       •••>      ^r»     Pr^U       •••>     Ps^      ■*  î 

Dans  le  premier  cas,  on  a  y  -j-  5  =  /i,  et  le  groupe  de  n  fonc- 
tions distinctes 

a  toutes  ses  fonctions  en  involution  avec  les  1//. 

Dans  le  second  cas,  on  9l  q-hs  =  n  —  i ,  et  le  groupe  de  n  fonc- 
tions 

^   .         /^^-^'  Pn-l, 

J^^4-l»       ..'1      ^rj  —- >       •  •  •*  — 

a  encore  toutes  ses  fonctions  en  involution  avec  les  Ui. 

Ce  résultat  est  d'un  énoncé  plus  général  que  le  résultat  obtenu 
aux  paragraphes  précédents  (n^  11),  mais  il  est  moins  précis,  car 
toutes  les  équations  du  second  ordre  obtenues  par  ce  dernier  pro- 
cédé ne  sont  pas  essentiellement  distinctes. 

En  revenant  maintenant  à  un  système  de  variables  quelconques, 
par  une  transformation  de  contact  générale,  on  voit  que  les 
résultats  obtenus  peuvent  être  résumés  comme  il  suit  : 

Soient  X,,  Xa,  .  .  .,  X,,,  P, ,  Pj,  .  .  .,  P,,,  Z  des  fondions  des 
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('in  -h  i)  variables  Xs ,  x^i  .. .,  x„,  /?< ,  />2,  .. . ,  /?«,  s,  satisfaisant 
à  l* identité 

dL—\*x  d[\\  —  .  ..—  Vnd\n=  p(dz — pi  cfxi—.  .  .  —  pndXn)\ 

toute  équation  de  la  forme 

D(£/,»  Mî,   ...,  Un) 


D(ar|,  z'i^  .,,yXn) 


=  o, 


oit  Uij  «2,  .  .  .,  u,i  sont  n  quelconques  des  fonctions  Z,  X/,  P*, 
admet  deux  intégrales  intermédiaires  distinctes.  Réciproque- 
ment, toute  équation  du  second  ordre  qui  jouit  de  cette  pro- 
priété peut  être  obtenue  de  cette  façon. 

Remarque.  —  Étant  donnée  une  équation  du  second  ordre 
appartenant  à  la  catégorie  précédente,  on  peut  toujours  recon- 
naître, sans  aucune  intégration,  à  quelle  forme  canonique  il  est 
possible  de  la  ramener  par  une  transCormalion  de  contact,  car  cela 
revient  à  déterminer  le  nombre  des  intégrales  communes  aux  deux 
SjTStèmes  (i3)  et  (i4)«  La  réduction  effective  exige  d'abord  Tinlé- 
gration  de  ces  deux  systèmes,  puis  la  réduction  d'un  groupe 
homogène  d'ordre  /i -h  i  à  sa  forme  canonique;  ce  dernier  pro- 
blème est  traité  en  détail  dans  les  travaux  déjà  cités  de  M.  Soplius 
Lie,  auxquels  nous  renverrons  le  lecteur. 

14.  Je  terminerai  ce  travail  par  quelques  remarques  sur  les 
équations  linéaires  par  rapport  à  ^  et  à  ses  dérivées.  Il  est  naturel 
de  cherchera  étendre  à  ces  équations  la  méthode  de  transforma- 
tion de  Laplace.  Or,  si  l'on  prend  celte  méthode  sous  sa  forme 
générale  ('),  on  reconnaît  aisément  que  le  succès  de  ce  procédé 
de  transformation  tient  à  ce  que  l'équation  peut  s'écrire 

\\\ iz)]  -\-  a\{z)  -¥  b\(z) -\-  cz  ^  M, 


ou 


(  '  )  Leçons  sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  à  deux  variables  indépendantes,  l.  H.  cliap.  V. 
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n^  6,  c,  M,  a,,  aa,  ^i,  fij  étant  des  fonctions  des  variables  x  et^'. 
Prenons  maintenant  une  équation  à  n  variables  indépendantes 
Xsy  x^^  ...,  Xn^  qui  peut  s'écrire  sous  une  forme  analogue 

(4o)  X[Y(^)]-+-aX(^)-+-6Y(5)-+-c5  =  M, 

où 

Y(/)  =  {i.|:^...^p„,^: 

cette  équation  peut  encore  s'écrire 

(4i)       \lY{z)-^az]-hb[\(z)-{-az]-hz{c-X(a)-^ab]=  M. 

Si  le  coefficient  de  z,  h  =  X(«)-4-  ab  —  c  est  nul,  l'intégration 

est  ramenée  à  l'intégration  de  deux  équations  du  premier  ordre 

successivement 

\{u)-h  bu  =  M» 

Y(^)  -4-  a-s  =  M. 

Si  le  coefficient  h  n'est  pas  nul,  prenons  une  inconnue  nouvelle 
en  posant 

(42)  Zi  =  \(z)-^az', 
ce  qui  permet  d'écrire  l'équation  proposée 

(43)  \(Zi)-^bzi  =  hz-^M. 

L'élimination  de  ^i  entre  les  deux  relations  (42)  et  (43)  conduit 
à  l'équation  (4i)  elle-même,  tandis  que  l'élimination  de  z  conduit 
à  une  nouvelle  équation  de  forme  analogue 

(44)  y[X(zi)  -h  bz^]-^  ai[\(  zi)  ^  bzi]  =  hzi-h-  Mt; 

la  transformation  définie  par  les  formules  {^1)  et  (43)  ramène 
ainsi  l'une  à  l'autre  les  équations  (4i)  et  (44)*  On  a  bien  là  une 
transformation  analogue  à  celle  de  Laplace  ;  mais,  pour  qu'on 
puisse  avoir  une  suite  de  transformations,  et  non  une  transforma- 
tion unique,  il  faudrait  que  l'on  puisse  permuter  X[Y(5)]  et 
Y[X(2)]  sans  changer  la  forme  de  l'équation  (40)  autrement  dit, 
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que  Ton  ail  une  identité  de  la  forme 

\[Y{z)]-\[X{z)]  =  'kX(z)-^lL\(z). 

Les  conditions  précédentes  sont  d^ailleiirs  suffisantes;  car  la 
méthode  de  Laplace,  sous  sa  forme  générale,  s'étend  sans  aucune 
modification. 

Étant  donnée  une  équation  linéaire  du  second  ordre,  il  est 
toujours  possible  de  reconnaître  sans  aucune  intégration  si  les 
conditions  précédentes  sont  remplies.  En  effet,  pour  que  Ten- 
semble  des  termes  qui  renferment  les  dérivées  du  second  ordre 
soit  identique  à  Tensemble  des  termes  du  second  ordre  de  X[Y(3)], 
il  faudra  que  ceâ  termes  soient  précisément 

i       k 

La  forme  associée  à  Téquation  du  second  ordre 

est  alors  décomposable  en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires 

I  =  (ai{,-h...-han|/i)(Piîi-+-...-+-p/iÇ/i). 

Il  faudra  donc  d^abord  que  la  forme  associée  à  l'équation 
linéaire  proposée  soit  le  produit  de  deux  formes  linéaires;  notre 
équation  du  second  ordre  doit  donc  rentrer  dans  la  catégorie  étu- 
diée ici  et  posséder  deux  familles  de  caractéristiques  du  premier 
ordre.  Cette  condition  étant  supposée  satisfaite,  la  décomposition 
de  la  forme  associée  I  en  ses  deux  facteurs  linéaires  fait  connaître 
les  coefficients  a/,  ^/,  et,  par  suite,  X(3)  etY(5).  11  restera  à 
vérifier  si  le  premier  membre  de  Téquation  proposée  peut  être 
mis  sous  la  forme 

(45)  \[Y(z)]-ha\(z)-hbY(z)-\-cz  =  M, 
et  si  Ton  a  identiquement 

(46)  X[  Y(z)]  -  Y[X(^)]  =  XX(^)  -+-  |xY(5), 

ce  qui  n'exige  évidemment  que  des  calculs  tout  à  fait  élémentaires. 


■^ 
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15.  II  est  înléressanl  de  remarquer  que  toute  équation  du 
second  ordre  qui  satisfait  aux  conditions  précédentes  peut  être 
ramenée,  par  un  changement  de  variables,  à  la  forme  même  de 
Laplace.  En  effet,  une  des  familles  de  caractéristiques  de  l'équa- 
tion du  second  ordre  est  définie  par  les  équations  différentielles 

dxx        dx^  dain 

\M )  =  =  . .  .r= , 

«1  a,  an 

Téquation  non  écrite  étant  linéaire  en  dp^^  .  .  .,  rf/?/|.  Comme  a^, 
«27  •  •  •>  a«  lie  renferment  que  les  variables  x^^  x^,  .  •  .,  ^/i,  les 
équations  (4;)  admettent  (/i  —  i)  combinaisons  intégrables 
distinctes,  que  Ton  obtiendra  par  l'intégration  de  Téquation  li- 
néaire X(/)  =  o.  Le  second  système  de  caractéristiques  admet 
de  même  {n  —  i)  combinaisons  intégrables  distinctes,  qui  s'obtien- 
dront en  intégrant  Téquation  Y(/')=^ô.  L'identité  (4tî)  prouve 
que  ces  deux  équations  X(/)  =  o,  ^(/)  =  o  forment  un  système 
complet,  c'est-à-dire  qu'elles  ont  (n  —  2)  intégrales  communes 
distinctes.  On  peut  alors  effectuer  un  changement  de  variables  tel 
que  l'équalion  X(/)  =  o  admette  les  n  —  i  intégrales 

»         »  » 

et  l'équation  Y(/)  =  o  les  n  —  i  intégrales 

f  f  f 

**'  I  >      **'  3  »       •  •  •  »      **  «  J 

on  aura  alors  identiquement 

X(/)  =  A.^,       V(/)  =  x,^, 

et  l'équation  (45)  prendra  la  forme  de  l'équation  de  Laplace 

â^z  dz         ,     âz  .- 

—  -hai  "T  -f-  ^i  T-r  -+-  CiZ  =  Ml- 


âx\  dx\  dx\  dx\ 

Les  variables  x'^,  ai\,  .  .  .,  x^^  ne  figurei^ont  que  dans  les  coeffi- 
cients ai,  6|,  C|,  M|. 

Prenons,  par  exemple,  Inéquation  étudiée  pai*  M.  Forsyth  (*) 

^Pi—pt^Pi  ^ 


(')  Philosophical  Transactions,  vol.  CXCI.  p.  an;   1898. 

XXVII.  3 
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qui  peut  s'écrire 


en  posant 


Les  équations  X(5)  =  ¥(5)  =  o  forment  bien  un  système  com- 
plet, et  en  prenant  pour  nouvelles  variables 

x\  =  X\  -h  Xf  -4-  rrj,        x\  =  J"î,        iTs  =  3"j, 

on  est  ramené  à  Téquation 

qui  est  intégrable  par  la  méthode  de  Laplace. 


SUR  LES  CONDITIONS  DE  DÉCOMPOSITION  DES  FORMES; 

Par  M.  Hadamaed. 

1.  Parmi  les  différentes  manières  dont  on  peut  former  l'expres- 
sion symbolique  du  résultant  de  deux  équations,  il  en  est  une  que 
l'on  est  conduit,  ainsi  que  je  l'ai  fait  voir  dans  un  Mémoire  pré- 
cédent (*),  à  considérer  en  particulier.  La  possibilité  de  cette 
formation  repose  sur  l'existence  d'un  invariant  R,  commun  à  une 
forme  tangentielle  à  h  variables 

(1)  F  =  <, 

et  à  une  forme  ponctuelle  au  même  nombre  de  variables 

(2)  *  =  6î, 

invariant  caractérisé  par  les  propriétés  suivantes  : 
1°  Lorsque  F  est  décomposabic  en  facteurs  linéaires 


m 


F  =  JJ(«.Î','  -t-  ".5',"  +  -  •  •+  «aJJ."), 


I  =  I 


(')  Acta  mathematicaj  t.  XX,  p.  307;  1896. 
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R  représente  le  produit  des  résultats  de  substitution  des  systèmes 
des  Ç  dans  la  forme  ^  : 

i 

2"  Lorsque  *  est  décomposahie  en  facteurs  linéaires 

n 
A  =  l 

R  représente  de  même  (quel  que  soit  F)  le  produit  des  résultats 
de  substitution  des  systèmes  des  g  dans  la  forme  F; 

3°  La  forme  symbolique  de  R  ne  dépend  pas  du  nombre  h  des 
variables  :  on  peut  (et  l'on  doit)  supposer  que^  pout*  calculer  cetie 
quantité  à  Taide  des  conditions  i°  et  2**,  on  a  donné  au  nombre  h 
une  valeur  h^  assez  grande  pour  que  l'expression  obtenue  vérifie 
ces  même  conditions  pour  loule  autre  valeur  de  A* 

La  connaissance  de  l'expression  R,  pour  les  différentes  valeurs 
de  m  et  de  ^,  permettrait  d'écrire  directement,  sous  sa  forme 
symbolique,  le  résultant  d*un  nombre  quelconque  h  de  polynômes 
homogènes  à  h  variables^ 

L'expression  R  est-elle  unique?  Pour  répondre  à  cette  ques- 
tion, remarquons  que  deux  quantités  qui  satisfont  l^une  et  l'autre 
aux  conditions  (i°)et  (2°)  ne  peuvent  différer  entre  elles  que  par 
une  expression  qui  s'annule,  quel  que  soit  C>,  si  F  est  un  produit 
de  facteurs  linéaires  et,  quel  que  soit  F,  si  ^  est  un  tel  produit* 
Comme  R  est  de  degré  n  par  rapport  aux  coefficients  de  F  et  de 
degré  m  par  rapport  aux  coefficients  de  4>,  nous  voyons  que  la 
différence  en  question  serait  forcément  nulle  si  l'on  pouvait 
énoncer  la  proposition  suivante  \  du  système  dés  cotiditibns  (fui 
expriment  qu!  une  forme  de  degré  n  est  décomposahie  en  fac- 
teurs linéaires,  on  n! en  peut  déduire  aucune  qui  soit  de  degré 
inférieur  à  /i  -h  i  * 

MM.  Gordan  (*)  et  Brill  (2)  ont^  dans  ces  dernières  années,  obtenu 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  de  décomposition  d'une 


(*)  Mathematische  Annaterif    t.  XLV,  p.  4i3^ 
(')  Math,  ^nn.^  t.  L,  2'  Cahier,  p.  157;  1898. 
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forme  ternaire  (el,  par  suite,  d'une  forme  à  un  nombre  quelconque 
de  variables)  de  degré  n  :  autrement  dit,  en  considérant  les  coeffi- 
cients de  la  forme  comme  les  coordonnées  bomogènes  d'un 
point  dans  Tespace  E„<„^j,p  ils  ont  formé  les  équations  de  la  mul- 

tiplicité  algébrique  Ma^  à  'àu  dimensions,  formre  par  les  points 
correspondant  à  des  formes  qui  sont  des  produits  de  facteurs 
linéaires.  Les  conditions  auxquelles  ils  sont  parvenus  sont  toutes 
de  degré  au  moins  égal  à  w  -h  i,  conformément  à  l'énoncé  précé- 
dent. Seulement  il  n'est  pas  démontré  que  ce  degré  soit  le  plus 
petit  possible;  celte  conclusion  ne  semble  même  pas  pouvoir  se 
tirer  aisément  du  résultat  que  nous  venons  de  rappeler.  Autre 
cbose,  en  effet,  est  de  former  les  équations  de  la  multiplicité  Ma^» 
autre  chose  de  trouver  les  surfaces  du  plus  petit  degré  possible 
qui  la  contiennent.  La  difficulté  d'une  pareille  démonstration 
donnera  peut-être  quelque  valeur  aux  simples  indications  que  je 
me  propose  de  fournir,  à  cet  égard,  dans  ce  qui  va  suivre. 

2.  Lorsque  n  est  égal  à  2  ou  à  3,  non  seulement  l'examen  des 
conditions  de  décomposition  permet  de  vérifier  que  le  fait  précé- 
demment énoncé  est  exact  (*);  mais,  même  si  l'on  ne  connaissait 
pas  ces  conditions,  on  pourrait,  sans  les  former,  démontrer  a 
/>/7*o/7  qu'elles  jouissent  de  là  propriété  indiquée» 

Prenant  d'abord  le  cas  de  /i  =  2,  je  dis  que,  si  une  fonction  F 
des  coefficients  d'une  conique  a  son  degré  au  plus  égal  à  2  et 
qu'elle  s'annule  toutes  les  fois  que  la  conique  se  décompose  en 
deux  droites,  elle  est  identiquement  nulle.  Il  suffit,  pour  le  dé- 
montrer, de  remarquer  qu'en  substituant  dans  la  fonction  F  les 
coefficients  du  ^o\ynon\ef'\-\o  (011  ).  est  un  paramètre  arbitraire), 
on  obtiendrait  un  polynôme  du  second  degré  en  \  lequel  s'annu- 
lerait pour  trois  valeurs  difierenles  de  cette  quantité;  ceci  ne  peut 
se  faire  que  si  F  =  o  est  une  identité  par  rapport  à  A,  ce  qui 
donne  la  conclusion  annoncée,  j)uisquey  désigne  n'importe  quelle 
forme  quadratique  ternaire. 

De  même,  dans  le  cas  de  /i  =  o,  nous  démontrerons  qu'une 
fonction  F  des  coefficients  de  la  forme  qui  s'annule  toutes  les  fois 
que  celle-ci  est  décomposable,  et  n'est  cependant  pas  identique- 


(')  Encore  la  chose  est-elle  loin  dYlre  immédiate  pour  n  ~  3. 


I 
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ment  nulle,  a  son  degré  au  moins  égal  à  4,  en  constituant,  avec  la 
forme  considérée  y  et  sa  liessienne  II,  un  faisceau  /-i-\tl.  Les 
coefficients  de  la  forme  générale  du  faisceau,  substitués  dans 
rexpression  F,  la  transforment  en  un  polynôme  en  X  qui  s^anniile 
pour  quatre  valeurs  de  X  (celles  pour  lesquelles /"-l-  XH  se  décom- 
pose en  trois  droites)  sans  être  nul  pour  ).=:o  (puisque y  est  une 
forme  quelconque). 

3.  Pour  transporter  directement  la  méthode  précédente  aux 
valeurs  supérieures  de  n,  il  faudrait  former  des  faisceaux  linéaires 
composés  de  courbes  de  degré  /?,  et  contenant  n  -f-  i  courbes 
décomposables;  autrement  dit,  trouver /«-f-i  systèmes  de /?  droites. 
Mais  il  est  aisé  de  voir  que  de  tels  faisceaux  ne  peuvent  jamais 
exister  pour  /z  >>  3,  en  dehors,  bien  entendu,  du  cas  où  la  courbe 
générale  du  faisceau  est  réductible,  ce  qui  a  lieu  :  i"  lorsque  les 
n  -h  I  systèmes  ont  une  droite  commune;  2"  lorsque  les  n^  points 
d'intersection  (points-bases  du  faisceau)  sont  tous  confondus  en 
un  seul. 

Soient,  en  elTel, 

S/  (/  =  O,   I,  '2,    . . .,  /l) 

» 

les  n  -}-  I  systèmes  de  droites  dont  nous  admettons  pour  un 
instant  l'existence. 

En  premier  lieu,  peut-il  arriver  que  les  n^  points-bases  ne 
soient  pas  tous  distincts? 

Supposons  que  par  une  intersection  multiple  A  passent/?  droites 
du  système  So  et  q  droites  du  système  S,  :  l'ordre  de  multiplicité 
de  l'intersection  A  sera  exactement  pq^  puisque  deux  droites  de 
systèmes  diflerenls  ne  peuvent  coïncider.  On  en  déduit  que /?  doit 
être  égal  à  «7,  car  si  /•  est  le  nombre  analogue  relatif  à  un  troi- 
sième système  S2,  l'ordre  de  multiplicité  de  l'intersection  A  doit 
avoir,  d'une  part  la  valeur  //>,  d'autre  part  la  valeur  rq  :  cet  ordre 
de  multiplicité  est  donc  égal  kp^. 

Chacun  des  systèmes  S^-  comprend  p  droites  D  (distinctes  ou 
non)  issues  de  A  et  n  — p  droites  D'  ne  passant  pas  en  ce  point. 

Les/>  droites  du  système  S/  sont  coupées  par  les  n  — p  droites 
D'  de  l'un  quelconque  des  autres  systèmes  en  des  points  au 
nombre  de  p(n  — /?)  ou  comptant  pour  /?(a?  —  p).  En  appliquant 
cette  évaluation  pour  toutes  les  valeurs  de  /  et  ajoutant  les  inter- 
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sections  confondues  en  A,  il  vient  un  total  d*au  moins 

(/i-f-i)/?(/i  ^ p)-h p^  =  pn{n  -h  r  — />). 

Or  ce  nombre,  égal  à  /i'  lorsque />  est  égal  à  i  ou  lorsque />  est 
égal  à  n  (hypothèse  exclue  précédemment),  est  plus  grand  que  n* 
pour  toutes  les  valeurs  intermédiaires  de  p.  Donc  tous  les  points 
communs  doivent  être  distincts. 

Soient  alors  (puisque  /î  >3)  D|,  D2,  D3  trois  droites,  forcé- 
ment distinctes,  du  système  So  ;  par  Tun  des  points-bases  situés 
sur  D3  passent,  outre  D3,  n  droites  de  nos  systèmes,  lesquelles 
coupent  Df  en  les  n  points-bases  situés  sur  cette  droite,  et  de 
même  poup  D^.  Si  nous  opérons  de  même  avec  un  second  point- 
base  pris  sur  Dj,  nous  voyons  que  les  points  de  D,  sont  en  per- 
spective de  deux  manières  diGTérentes  avec  ceux  de  D2.  Soient  P, 
P  les  points  de  D4  qui  sont  ainsi  successivement  en  perspective 
avec  le  même  point  de  D^;  nous  voyons  tout  d'abord  :  1**  que  les 
points  P,  P'  sont  nécessairement  différents;  2^  que  la  relation 
entre  ces  points  est  homographique.  Les  points  doubles  de  cette 
homographie  sont  les  points  A,  B  où  D|  est  coupé  par  D2  et  D9. 
De  même  qu^au  point  P  correspond  le  point  P',  à  celui-ci  corres- 
pond un  point  P*,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  revienne  à  P. 
Il  en  résulte  que  les  points  doubles  de  Thomographie  ne  peuvent 
être  confondus  :  autrement  dit,  les  trois  droites  D|,  D^,  D3  ne 
peuvent  passer  par  un  même  point;  on  aura,  d'ailleurs, 

.3.  H^A  _     PA 

a  étant  un  nombre  qui  est  forcément  une  racine  de  l'unité. 

Tous  les  points-bases  situés  sur  D«  étant  distribués  en  cycles 
analogues,  on  a  évidemment 

PA      p;a         _ 

PB  "^  P'B  "^ ®* 

Celte  équation  détermine  le  point  B  lorsqu'on  suppose  connus 

A,  P,  P',  .  .  .,  le  point  B  étant  /e  centre  des  moyennes  harmo- 
niques des  points  P,  P',  ...  relativement  à  A.  Si  donc  D,  est  une 
quatrième  droite  du  système  So,  elle  ne  pourrait  couper  D|  qu'en 

B,  ce  que  nousqvqn.s  vii  être  iii^poî^siblc. 


?> 
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Ainsi,  dès  que  n  dépasse  3,  nous  ne  pouvons  songer  à  généra- 
liser directement  le  raisonnement  qui  a  servi  pour  /i  =  3.  Il  y 
aurait  donc  lieu  d'essayer  l'emploi  de  raisonnements  analogues, 
mais  plus  compliqués,  consistant,  par  exemple,  à  partir  d'un 
système  linéaire  à  deux  paramètres 

en  établissant  entre  X  et  |x  une  relation  de  degré  />.  Le  théorème 
serait  démontré  si,  pour  plus  de  np  systèmes  de  valeurs  de  \  et 
de  [X,  on  trouvait  une  (ovttiQf-\-\'^  -f-  \k^  décomposables  en  fac- 
teurs linéaires. 

4.  Nous  ne  rechercherons  pas  les  résultats  que  l'on  pourrait 
obtenir  dans  cette  voie  et  nous  nous  contenterons  de  remarquer 
qu'il  existe  des  faisceaux  de  la  forme  /-[-  Xçp,  tels  que  le  polynôme 
f-\-  Xcp,  irréductible  pour  X  arbitraire,  renferme  pour  n  -\- 1  valeurs 
de  X  un  facteur  linéaire. 

En  effet,  n  -f- 1  droites  P|,  Pj,  ...,  P,i^i  se  coupent  en  — ^— ; 

points;  par  ceux-ci  et  /i  —  i  points  arbitraires  Q  du  plan  passe  un 
faisceau  linéaire  de  courbes  C,|  qui  coupent  toutes  chacune  des 
droites  données  en  n  points  fixes;  celles-ci  entrent  donc  chacune 
en  facteur  dans  l'une  des  courbes  du  faisceau. 

Les  n  — ; I   points  choisis  comme  nous  venons  de  le  dire 

sont  (du  moins  si  les  droites  P  et  les  points  Q  ont  été  pris  arbi- 
trairement) indépendants  les  uns  des  autres  relativement  à  la 
détermination  d'une  C„,  et  celle-ci  sera,  en  général,  irréductible, 
et  même  sans  point  double.  Son  équation  sera 


(4) 


PP  p         /^»u-^*-^         _L.f£tL\-0 

f  i  r j . . .  r n-^x  I  p — ^"  p~  "♦■•••  ■+■  p )  —  o, 


où  «4,  r/j,?...  sont  des  nombres,  P|,  Pa,  ...,  P/i+i  étant  les  droites 
données. 

Par  conséquent,  les  points  doubles  de  cette  C/i  ne  seront  autres 
que  les  C,i_i  avec  la  dernière  droite,  lesquels  ne  coïncideront  pas 
avec  les  points  doubles  analogues  de  la  courbe  C,,  qui  contient 
une  autre  des  droites  données  en  facteur. 

Le  même  raisonnement  s'applique  aux  surfaces  de  l'espace  à  un 
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nombre  quelconque  de  dimensions.  Par  exemple,  dans  l'espace 
ordinaire,  on  prendra  n  -\-  i  plans  quelconques  qui  se  coupent 

suivant  n droites  ;  par  celles-ci  passent  assurément  une  infinité 

de  surfaces  S,,  de  degrés  n.  Parmi  cet  ensemble  on  choisira  un 
faisceau  linéaire  quelconque;  n -\- \  surfaces  du  faisceau  ainsi 
constitué  comprendront  respectivement  les  n  -4-  i  plans  donnés. 
D'ailleurs,  la  surface  générale  sera  irréductible  et  même  sans 
lignes  doubles. 

Il  resterait  à  rechercher  le  degré  de  généralité  de  ces  C/,  ou  S/,. 
Une  cubique  plane  générale  est  circonscrite  à  quatre  séries  de 
quadrilatères  complets,  chaque  série  dépendant  de  deux  para- 
mètres, de  manière  qu'un  côté  du  quadrilatère  puisse  être  pris 
arbitrairement.  Mais,  dès  les  quartiques,  la  proposition  analogue 
cesse  d'être  vraie  (*) .  D'ailleurs,  dans  l'espace,  les  surfaces  repré- 
sentées par  l'équation  (4)  sont  évidemment  loin  d'être  les  plus 
générales  de  leur  degré.  Leurs  coefficients  satisfont  à  certaines 
équations  de  condition  G  dpnt  il  faudrait  rechercher  le  degré  mi- 
nimum. 

Un  cas  intéressant  est  celui  d'une  hypersurface  S/ï,  de  degré  n 
dans  l'espace  E;,  à  n  dimensions.  Dans  un  tel  espace,  on  peut 
toujours  regarder  l'équation  (4)  comme  représentant  la  po- 
laire du  système  des  /i -f- i  hyperplans  P,,  l^o.  .  .  .,  P„+,  par 
rapport  à  un  point  convenablement  choisi  O  de  E„  (le  point 
P,  \a^  =  V.^ia2  =  .-'^^  P/z^-i  Icin+O'  Alors,  si  la  proposition  énoncée 
au  n"  i  est  cxacle,  aucune  des  conditions  3  ne  petit  être  de 
degré  inférieur  à  n  -|-  'i.  Une  telle  condition  pourrait  être,  en 
effet,  considérée  coniuK»  imposée  à  la  ])olairc,  par  rapport  au 
point  (),  d'une  surface  S,/^,  de  degré  n  -\-  \  ]  elle  serait  toujours 
vérifiée  lorsque  S,/^i  se  réduirait  à  un  système  de  plans  et  n'aurait 
cependant  pas  lieu  identiquement,  puisqu'elle  ne  serait  |)as  une 
identité  |)ar  rapport  aux  coefficients  de  S,,  et  (|u'nne  S,|  (juel- 
conque  est  la  polaire  d'une  S/^^i  par  rap|)ort  au  point  O. 

Mais  il  y  a  plus.  Supposons  établi  l'énoncé  suivant  :  Si  une 
fonction  F  des  coefficients  d'une  forme  de  déféré  n  a  son  ordre 
inférieur  à  n  -\- \  et  s*  annule  toutes  les  fois  que  la  forme  est 


(')  LiinoTii.    M(ttli.  Afin.,  l.  Mil:  1878. 
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décompo  sable  en  fadeurs  linéaires  y  elle  s'' annule  aussi  toutes 

les  fois  que  cette  forme  contient  un  facteur  linéaire.  Si  nous 

admettons  ce  fait  pour  tous  les  degrés,   le  théorème  dont  nous 

nous  occupons  peut  èlre  considéré  comme  démontré. 

En  effet,  la  quantité  F  supposée  nulle  toutes  les  fois  que  la 

forme  donnée  S„  est  un  produit  de  facteurs  linéaires  P|,  Pa,  .  .  ., 

Prt,  sera  alors  nulle,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  toutes 

rt-f-i 

les  fois  que  S„  sera  de  la  forme  P|  P2  . . .  P/ï^_i  ^l  w  ®^î  P^^  consé- 

i  =  1 

queut,  toutes  les  fois  que  S«  dérivera,  par  formation  polaire,  d'une 
forme  S,,^«  de  degré  n  -\-  1  décomposable  en  facteurs,  linéaires. 
Mais  nous  pouvons  appliquer  à  nouveau  le  même  principe  et 
remarquer  que  F  =  o  peut  être  considéré  comme  condition,  de 
degré  moindre  que  ai  +  2,  imposée  aux  coefficients  de  Sn+\  :  cette 
condition  est  donc  encore  vérifiée  lorsque  S,,^|  dérivera,  par  for- 
mation polaire,  d'une  S,i_j.2  entièrement  décomposable,  c'est-à-dire 
lorsque  S«  dérivera  d'une  telle  S/,^2  par  deux  formations  polaires 
successives.  On  continuera  ainsi  jusqu'à  un  degré  assez  élevé  pour 
qu'une  forme  décomposable  de  ce  degré  puisse  donner,  par  for- 
mations polaires  convenablement  choisies,  une  S«  quelconque,  et 
l'on  sera  ainsi  arrivé  à  la  conclusion  demandée. 

5.  Au  lieu  d'écrire  directement,  par  l'équation  (4),  les  courbes 
(ou  surfaces)  circonscrites  à  des  polygones  (ou  polyèdres)  com- 
plets, on  peut  obtenir  leurs  équations  sous  forme  symbolique,  en 
généralisant  un  résultat  publié  en  1877  par  M.  ïannery  (*). 

Partant  de  la  considération  de  deux  formes  cubiques  binaires 

(  G  =  >ç'oX?-f-3^|XîX,-4-3^,X,Xî-+-^5X5, 

^  1  G'  =  ^'oXj+3^',xîXj-+-3^;X|Xî^^;xi, 

M.  Tannery  étudie  l'équation  de  quatrième  degré  en  \  qui  exprime 
que  G-hXG'a  un  fadeur  double,  et  se  propose  de  décomposer 
son  discriminant  en  deux  facteurs,  l'un  de  ces  facteurs  étant  le  ré- 
sultant de  G  et  de  G'.  Le  second  facteur  n'est  autre  que  le  discrimi- 


(')  BuUetin  des  Sciences  mathéniatif/ties,  j'  série,  l.  I,  p.  •i6o-2f)4. 
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nanl  A  de  la  forme  quadratique  ternaire  (aux  variablesorf,  jr^,  x^) 


Or,  il  est  aisé  d'interpréter  la  condition  A  =  o.  Il  est  clair,  en 
eflet,  qu'une  racine  de  Téquation  en  X  sera  nécessairement  mul- 
tiple lorsque  la  forme  G  -h  ).G'  correspondante  admettra  un  fac- 
teur triple,  et  c'est,  par  conséquent,  cette  circonstance  qui  corres- 
pond à  A  =  o. 

Dès  lors,  il  est  aisé  de  comprendre  comment  A  se  présente 
comme  discriminant  de  la  forme  ternaire  (6).  Celle-ci,  en  effet, 
est,  d'une  part,  un  combinant  du  réseau  G-f-XG',  et,  d'autre 
part,  si  G  et  G'  sont  pris  sous  forme  symbolique 

elle  s'écrit 

Sous  cette  forme,  il  est  évident  que,  si  G  est  un  cube  parfait, 
l'expression  (6)  contient  un  facteur  linéaire,  puisque  alors  le  fac- 
teur symbolique  g'ÎXi -4-^^,^2X2 -f-g^Jx»  devient  effectif. 

Donc  aussi  la  forme  (7)  se  décomposera,  si  le  faisceau  G  -f-XG' 
contient  un  cube  parfait;  nous  retrouvons  donc  ainsi  la  conclu- 
sion obtenue  plus  haut. 

Le  raisonnement  précédent  se  généralise  de  lui-même;  soient 
n  formes  binaires  de  degré  n  4-  i 

le  produit  symbolique 

est  un  combinant  du  réseau 

(10)  XG-f-X'G'-hX'G''-4-.... 

Il  contient  un /acteur  linéaire  des  que  l'une  des  formes  (8) 
est  une  puissance  n  -+•  i'*^"'*^  exacte,  et,  par  conséquent  au.  ', 
dès  que  le  réseau  (10)  contient  une  telle  puissance. 


ï^ 


-  43  - 

Remplaçons  maintenant  G  parG-f-[xH,  H  étant  une  nouvelle 
forme  analogue  à  G  et  a  un  paramètre.  4>  sera  remplacé  par 
0+  [xV  (en  désignant  parlée  que  devient  4>  lorsque  Ton  change 
G  en  H)  ;  et  les  valeurs  de  [jl,  telles  que  la  quantité  4>H-  \kW  con- 
tienne un  facteur  linéaire,  s'obtiendront  en  écrivant  que 

X(G  H- fjLlI) -t- VG'-h  X'G'-f-. . . 
est  de  la  forme 

Or,  ceci  arrive  de  n  -\-  i  manières,  car  il  n'existe  qu'une  relation 
linéaire  commune  aux  coefficients  des  n -{- 1  formes  H,  G,  G', 
Gr^,  .  .  .;  autrement  dit,  il  n'existe  qu'une  forme  aux  variables 
conlrevariantes  Ui,  112^ 

qui  soit  apolaire  à  la  fois  aux  n  -f-  i  premières;  l'équation 

déterminera  n  -f- 1  valeurs  de  y*  IY2  auxquelles  correspondront  les 
n  -h  I  valeurs  demandées  de  [x. 

Si  Ton  donne  G,  G',  G",  ...  et,  par  suite  4>,  on  peut  prendre  H 
arbitrairement;  la  forme  ao?/"^* -h  .. .,  représentée  par  l'équa- 
tion (1 1),  sera  évidemment  une  comi^inaison  linéaire  arbitraire  de 
deux  formes  déterminées 

)  x(u,,  w2)=Pi"î''*-+-('*-^i)P'i"îw«-H...-4-p;^»wrs 

ces  dernières  étant  définies  par  la  condition  d'être  toutes  deux 
apolaires  à  chacun  des  polynômes  G,  G',  G''',  ...;  quant  à  y»  «72) 
il  devient  complètement  arbitraire.  Par  conséquent,  la  courbe 
$  =  o  est  circonscrite  à  une  infinité  de  polygones  complets,  tous 
formés  de  tangentes  à  la  conique 

(i3)  x\  —  4 -^1^3=0. 

Si  l'on  emploie  le  système  de  coordonnées  de  M.  Darboux; 
autrement  dit,  si  l'on  pose 
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celte  courbe  aura  évidemment  une  équation  de  la  forme 

(14)  w(p_)^M?^^ 

.Z(P)      Z(Pi) 

Inversement,  on  a  ainsi  la  courbe  la  plus  générale  de  degré  n 
capable  d'une  infinité  de  polygones  complets  circonscrits  à  la 
conique  (i3).  Car  la  relation  algébrique  F(p,  p,)=  o,  qui  lie  les 
coordonnées  p,  p,  d'un  sommet  du  polygone,  étant  telle  que  les 
équations  F(p,  p^)=  o,  F(p,  p^")  =  o  entraînent  F(p,,  pa)  =  o,  a 
nécessairement,  comme  on  sait,  la  forme  (i4)- 

D'après  ce  qui  précède,  la  condition  pour  que  le  réseau  (lo) 
contienne  une  puissance  n  -\-  i"'"""  exacte  (et,  par  conséquent,  une 
condition  suffisante  pour  que  <ï>  contienne  un  factenr  linéaire), 
sera  évidemment  que  les  formes  (12)  aient  un  facteur  commun. 

Dans  le  cas  de  /i  =  3,  on  voit  ainsi  que  Ton  déduirait  le  résul- 
lant  des  deux  formes  cubiques  (5)  de  la  quantité  précédemment 
appelée  A  en  remplaçant  chacun  des  déterminants  gii;'ff  —  f^ifff< 
par  son  complémentaire.  Mais  la  forme  de  résultant  ainsi  obtenue 
n'est  pas  essentiellement  distincte  de  celle  que  fournit  la  méthode 
de  Bezout  et  Cauchy. 

Bien  entendu,  à  l'aide  de  n  formes  binaires  de  degré  n  -f-  2,  on 
obtiendrait  des  produits  symboliques 

*  =  (  ^^''  )(  .:r^^^) . . .  (  A'î  ^i  ^-  ^î  ffi^t  -4-  ^,  ffi  T^  -h  ^i.c;,),.., 

(|ui  jouiraient  de  propriétés  analogues  et,  égalés  à  zéro,  représen- 
teraient des  surfaces  circonscrites  à  une  infinité  de  po!yccli es 
complets. 

6.   Si  maintenant  nous  sortons  enli<'M'<*ment  du  terrain  binaire, 
les  remarques  précédentes  correspondront  au  fait  général  suivant  : 
Le  nombre  des  variables  étant  quelconque  et  n  svmboles 

représentant  |)rovisoirement /?  formes  de  degré  /•,  soit  H  un  com- 
binant de  ces  formes  du  premier  de«;ré  par  rap|)ort  à  chacune 
d'elles  et  contenant  d'ailleurs  tels  systèmes  de  variables  auxiliaires 
que  Ton  voudra.  Soit  ///  un  entier  au  moins  égal  à   i  , 
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une  forme  de  degré  i  -j-  m.  Envisageons  le  produit  symbolique 

(|5)  *  =  Va'^a'^^  ...Ujca'j..,,, 

les  g  représentant,  cette  fois,  non  plus  les  symboles  de  formes  de 
degré  A",  mais  les  symboles  de  formes  G,  G',  G''  de  degré  k  -{-  m. 

L'expression  <ï>  sera  encore  un  combinant  des  formes  G.  Si 
d'ailleurs  Tune  d'elles,  la  première  par  exemple,  est  une  puis- 
sance A*  -f-  /n'*""'^  exacte,  l'expression  ^,  considérée  comme  fonc- 
tion des  x^  contiendra  le  facteur  linéaire  a^ a^'  Cette  expression 
renfermera,  par  conséquent,  un  facteur  linéaire  toutes  les  fois  que 
le  réseau  ayant  pour  bases  les  formes  G  conliendra  une  puissance 
exacte. 

On  retomberait  sur  l'expression  (9)  en  prenant  k=n  —  i, 
TW  =  2, 

et  supposant  que  les  G  se  réduisent  à  des  formes  binaires  aux 
variables  ;/|,  //],  pendant  que  a^  est  la  forme 


( 


-  (  j-? -f- o-J -+-  6x137,3:3) 
dont  les  dérivées  secondes  -r—rt  - — r — >  -r— •  se  réduisent  respec- 

OXl     OXi  OXf,     oxl  ^ 

)/r  (>!  —  !)  n[n  -W 

et  que  Wy   *      représente  u^  *     » 

Pour  déduire  de  l'expression  (i5)  des  faisceaux  de  formes  pré- 
sentant la  propriété  considérée  au  n"  4,  nous  prendrons  pour  les 
G  les  valeurs 

G'=  a;  pf^'«  -f-  a;p^"^  H-. .  .-h  a;^i  pjtr, 

G'  =  k]  p*+'«  -+-  a;  p^-^'"  -h ...  h-  a;^,  pS+7, 


où  le  paramètre  [jl  figure  dans  la  première  forme  G,  mais  non  dans 
les  autres,  les  A  et  les  B  étant  des  nombres,  les  P  des  polynômes 
linéaires. 

Le  réseau  ainsi  constitué  contiendra  une  puissance  A  4- m*'""*' 
exacte  lorsque  l'un  des  n  -j-  i  déterminants  que  l'on  déduit  de  la 
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matrice 


A', 

Aï 


A,  H-  |xB, 

a; 

A". 


A" 


s^annulera,  par  conséquent  pour  n  4-  i  valeurs  de  a. 

Au  lieu  de  l'expression  (i5),  on  aurait  pu  considérer  la  forma- 
tion plus  simple 

où  les  symboles g^  correspondent,  cette  fois,  à  des  formes  portant 
sur  les  variables  ponctuelles  x. 

7.  Une  question  très  voisine  de  celle  qui  a  été  l'objet  des  con- 
sidérations précédentes  est  relative  à  la  réduction  du  nombre  des 
variables  essentielles  qui  figurent  dans  une  forme. 

Soit  une  forme  y*  à  h -h  i  variables  j^i,  4^2»  •  •  •>  ^A+i  (autre- 
ment dit,  le  premier  membre  de  l'équation  homogène  d'une  sur- 
face dans  l'espace  à  h  dimensions).  Par  quelles  conditions  expri- 
mera-t-on  que  cette  forme  peut  s'écrire  comme  fonction  de  h 
variables  $,,  $2»  •  •  -î  $a  q"i  soient  fonctions  linéaires  des  pre- 
mières? Pour  A  =  3,  la  question  serait  la  suivante  :  exprimer 
qu'une  surface  algébrique  est  un  cône. 

On  écrit  immédiatement  les  conditions  demandées  en  expri- 
mant qu'un  même  point  (:r,,  ^21  •  •  •»  ^/i+i)  annule  toutes  les 
dérivées  d'ordre  n  —  i  de  y*  (si  n  est  le  degré  de  celle-ci),  ou 
encore,  en  exprimant  que  le  liessien  de/* s'annule  identiquement. 

Ces  conditions  s'obtiennent,  par  conséquent,  en  égalant  à  zéro 
des  déterminants  d'ordre  h  -j-  i  formés  avec  les  coefficients  dey*. 

Leur  degré  minimum  est  vraisemblablement  // 4- i .  Mais  là 
encore,  malgré  la  simplicité  relative  des  équations  écrites,  je  n'ai 
pu,  jusqu'à  présent,  arriver  à  une  démonstration  rigoureuse  ('). 

8.  Celte  démonstration  ne  serait  pas  sans  influence  sur  celle 
du  théorème  précédemment  étudié.  Il  y  a,  en  effet,  lieu  de  prouver 


(')  Plus  généralement,  on  pourrait  énoncer  que  les  conditions  qui  expriment 
qu'une  forme  à  /i  -h  i  variables  iiomogcnes  ne  contient  que  h'-\-  1  variables  essen- 
tielles (/i'<  h),  sont  toutes  au  moins  de  degré  /i'-+-  •.>.  Ce  fait  n'est  pas  distinct 
du  premier. 
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celui-ci,  quel  que  soit  le  nombre  k  des  variables  et,  en  particulier, 
pour  les  grandes  valeurs  de  ce  nombre,  puisque  c'est  dans  ces 
conditions  qu'est  définie  l'expression  R  (n"  1)  et  que,  d'ailleurs, 
Texactitude  du  théorème  pour  une  valeur  déterminée  de  h  entraî- 
nerait évidemment  son  exactitude  pour  toute  valeur  moindre. 

Or,  si  l'on  admettait  la  nouvelle  conclusion  formulée  au 
numéro  précédent,  il  suffirait  de  considérer  le  cas  de  /i  =  n  —  i . 
Car  si  l'on  avait  montré  que  toute  condition  F  =  o  de  degré  au 
plus  égal  à  ^,  imposée  aux  coefficients  d'une  forme  de  degré  w, 
et  vérifiée  toutes  les  fois  que  cette  forme  se  décompose  en  facteurs 
linéaires,  est  vérifiée  identiquement  si  le  nombre  des  dimensions 
est  n  —  1 ,  il  en  résulterait  aussi  qu'une  telle  condition  est  vérifiée, 
le  nombre  des  dimensions  étant  quelconque,  si  la  forme  peut  s'ex- 
primer à  l'aide  de  n  variables  homogènes,  et,  par  conséquent, 
qu'elle  est  vérifiée  identiquement  pour  toute  valeur  de  h. 

En  tout  cas,  la  relation  qui  existe  entre  les  deux  énoncés  est  de 
nature  à  montrer  encore  une  fois  l'utilité  qu'il  peut  j  avoir,  dans 
la  théorie  des  formes,  à  faire  varier  le  nombre  des  dimensions. 


ËTUDE  THÉORIQUE  SUR  LA  BICTCLETTE; 
Par  M.  C.  BouRLET. 

Le  présent  travail  n'est  qu'une  reproduction  partielle  d'un  Mé- 
moire plus  développé  que  j'ai  déposé,  en  juin  1897,  pour  le 
concours  du  prix  Fourneyron,  à  l'Académie  des  Sciences,  et  qui 
a  été  récemment  couronné. 

Il  se  compose  de  deux  Parties. 

Dans  la  première,  je  forme  l'équation  différentielle  du  mouve- 
ment relatif  du  plan  moyen  d'une  bicyclette,  par  rapport  au  sol, 
dans  le  cas  courant  où  le  cycliste  actionne  la  machine  par  les  pé- 
dales et  tient  les  poignées  du  guidon  en  mains. 

Dans  la  seconde,  je  me  sers  de  cette  équation  pour  étudier  les 
conditions  d'équilibre. 

J'ai  écarté,  intentionnellement,  le  cas  du  «  lâche-mains  »,  c'est- 
à-dire  celui  où  le  cycliste  se  dirige  sans  tenir  les  pois^nées  dans  les 
mains;  car,  pour  que  les  résultats  d'une  étude  analytique  précise 
aient  là  quelque  vraisemblance,  il  faudrait  tenir  compte  de  la  ré- 
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sistanceaii  roiilenienl  des  roues,  et  malheureuseinent  les  données 
expérimentales  fonl  défaut  sur  ce  sujet  (*). 

Première  I^artie. 

1.  Une  bicjcietle  se  compose  de  trois  parties  distinctes  :  le 
cadre  y  la  roue-arrière  et  la  direction, 

La  direction  est  l'ensemble  formé  par  la  roue  d'avant,  la  fourche 
directrice  et  le  guidon. 

Le  cadre  présente  un  plan  de  symétrie  qu'avec  Macquorn  Ran- 
kine  nous  nommerons  \ç.  plan  moyen  de  la  machine. 

Nous  considérerons,  dans  la  suite,  les  deux  roues  comme  ré- 
duites à  des  cercles  mathématiques  indéformables.  Dans  ces  con- 
ditions, chacune  d'elles  touche  le  sol  en  un  point  et  un  seul.  Le 
plan  de  la  roue  d'arrière  (ou  roue  motrice)  coïncide  toujours  avec 
le  plan  moyen.  Celui  de  la  roue  d'avant  (ou  roue  directrice)  est 
variable  par  rapport  au  plan  moyen  et,  lorsqu'il  coïncide  avec  lui, 
on  dit  que  le  guidon  est  droit. 

Soient  alors  A  le  point  de  contact  de  la  roue  d'arrière  avec  le  sol 
(supposé  plan)  et  B  celui  de  la  roue  directrice.  Lorsque  le  guidon 
est  droit,  la  droite  d'intersection  du  plan  moyen  avec  le  sol  est  AB. 

Dès  qu'on  tourne  le  guidon  il  n'eu  est  plus  ainsi;  le  point  de 
contact  B  de  la  roue  d'avant  sort  du  |)lan  moyen.  Cependant,  dans 
la  réalité,  pour  toutes  les  machines  qu'on  construit  aujourd'hui, 
l'écart  entre  la  droite  AB  et  la  trace  du  plan  moyen  sur  le  sol  est 
si  faible  qu'on  peut  le  négliger.  D'ailleurs,  pour  nous  placer  dans 
les  conditions  les  ])lus  favorables  à  la  légitimité  de  cette  approxi- 
mation, nous  supposerons  que,  lorsque  le  guidon  est  droit,  le 
point  B  est  situé  sur  Taxe  de  rotation  de  la  direction  (•^).  Ce  point  B 
restera  ainsi  toujours  très  voisin  de  cet  axe  et  nous  pourrons  ad- 
mettre que  c'est  un  point  fixe  de  cet  axe. 

La   longueur  AB  est  alors  une  longueur  constante  que  nous 


(')  Dans  mon  !\'oiweau  Traité  des  Bicycles  et  Bicyclettes,  I*aris,  Gauthicr- 
Villars  (i'*  Partie,  Equilibre  et  direction,  p.  H-j  à  107),  j'ai,  par  des  raisonoc- 
inenls  élémenlairos,  donné  des  explicalions  générales  sur  ce  sujet  qui  sont  prati- 
quement suffisantes. 

(-)  Consulter  à  ro  sujot  mon  ISouveait  Traité  des  Bicycles  et  Bicyclettes 
(  1"  Partie).  \).   i.i  et  i'|. 
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désignerons  ilorénavanl  pari^et  que  nous  nommerons  la  longueur 
de  /a  bicyclette,  La  droile  AB  est  ce  que  Macquorn  Rankine 
appelle  la  base. 

2.  Prenons  le  plan  du  sol  pour  [)lan  de  notre  figure  {Jig*  i)  et 
soient  AR  et  BR'  les  traces  des  plans  des  deux  roues  sur  le  sol. 

Comme  le  plan  de  la  roue  motrice  coïncide  avec  le  plan  moven, 
AR  est  confondue  avec  AR.  Désignons  par  6  Tangle'  de  BR'  avec 
AB;  c'est  cet  angle  que  nous  appellerons  V angle  dont  le  guidon 
a  tournéy  quoique  cette  dénomination  ne  soit  pas  absolument 
exacte. 

Les  deux  roues  sont  évidemment  tangentes  à  AR  et  BR'  en  A 
et  R;  il  en  résulte  que  les  trajectoires  (T)  et  (T')  des  deux  points 
de  contact  A  et  R,  sur  le  sol  sont  deux  courbes  tangentes  en  A  et  B 
l'une  à  AR  (ou  AR),  l'autre  à  RR'. 

Comme  la  longueur  AR  est  constante,  on  peut  immédiatement 
énoncer  le  résultat  suivant  : 

La  trajectoire  (T')  du  point  de  contact  de  la  roue  directrice 
se  déduit  de  la  trajectoire  (ï)  de  celui  de  la  roue  motrice  en 

Fig.  .. 


portant  sur  les  tangentes  à  (T),  dans  le  sens  de  la  marche,  à 
partir  du  point  de  contact,  une  longueur  constante  égale  à  la 
longueur  b  de  la  machine 

3.   Soient  alors  s  l'arc  OA  {fig-  i  )  de  la  courbe  (T),  compté  à 

partir  d'un  certain  point  O  que  nous  prendrons  pour  origine  des 

coordonnées,  et  s'  Tare  correspondant  de  (T').  [/axe  Ox  étant  la 

tangente    en  O    à    la  courbe  (T),   si  Ton   désigne   par  x^  y  les 

xxvii.  4 
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coordonnées  de  A,  psiV  x'^y'  celles  de  B  el  par  6  Tangle  de  BR' 
avec  ÂB,  on  a  évidemment  les  relations 

dx     __     djr 

{i)  {  x' — X  ~~  y  —  jr 


dx  dx'       dy  dy  _        ^ 
ds  ds'        ds    ds'  ~" 


De  ces  équations,  en  supposant  0  connu  en  fonction  de  5,  on 
tire  facilement  les  égalités  suivantes 


(î^) 


[x=l    cos  [  7    /     tangOâ^  \ds, 
y  =  I     s\n  l  -T    j    ian^^ds  \ds, 


lui,  avec 


(3) 


,  dx 
X  =  X  -^  b  -r  9 
as 


donnent  les  coordonnées  des  points  Â  et  B  en  fonction  de  Tare  s 
de(T). 

Si  Ton  désigne  par  p  et  p'  les  ra^'ons  de  courbure  des  courbes 
(T)  et  (T'),  on  a,  en  oulre, 

.^,  I  _  lange 

(  4  )  -  =  — f —  > 

P  ^ 

I         sinB        ^e         ^ 

(  D  )  -    =    — ; 1 r-  COS  e. 

p  h  as 

La  formule  (4)  donne  une  construction  géométrique  simple  du 
centre  de  courbure  co  {fig-  i  )  de  la  trajectoire  (T)  en  A. 

Le  centre  de  courbure  w  de  la  trace  (ï)  est  à  r intersection 
des  perpendiculaires  en  K  et  h  aux  droites  AR  et  BR'.  C^est 
donc  le  point  d^ intersection  des  normales  enKet^  aux  deux 
courbes  (T)  et  (T'). 

I^a  formule  (5)  donne,  lorsque^  est  constant, 


iiiO' 
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ce  qui  montre  que,  dans  ce  cas,  w  est  le  centre  de  courbure 
commun  des  deux  traces  dont  les  rayons  de  courbure  sont, 
d'ailleurs,  constants. 

Donc  :  lorsque  6  est  constant,  les  trajectoires  (T)  et  (T')sont 
des  cercles  concentriques. 

Ce  qui  était  presque  évident. 

Enfin,  les  formules  (i)  donnent  encore 

ds  =  ds'  cos  0. 

On  en  conclut,  en  appelant  v  et  v'  les  vitesses  de  déplacement  des 
points  A  etB  sur  leurs  trajectoires, 


(6) 


ç  =  p'cos  6. 


Ce  sont  là  les  seules  relations  entre  les  trajectoires  des  deux 
roues  qui  pourront  nous  servir  dans  la  suite.  Nous  renverrons, 
pour  plus  de  détails,  au  Chapitre  premier  du  premier  Volume  de 
notre  Nouveau  Traité  des  Bicycles  et  Bicyclettes. 

4.  Le  sol  étant  toujours  supposé  plan  et  A  etB  étant  les  points 
de  contact  des  deux  roues  avec  lui,  considérons  un  trièdre  Kxyz 
lié  invariablement  à  la  machine  et  défini  comme  il  suit  {Jig»  2)  : 


S.y  est  la  normale  au  plan  du  sol;  A^  est  la  base  AB  (direction 
positive  de  A  vers  B)  ;  et  le  trièd/'e  est  orienté  dextrorsum,  comme 
de  coutume. 

Dans  ces  conditions,  le  plan  Kxz  coïncide  sans  cesse  avec  le 
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plan  (lu  sol,  sur  lequel  il  glisse,  et  dès  que  l'on  se  donne  le  man- 
iement du  point  A  sur  sa  trajectoire  celui  du  Irièdre  Kxvz 
est  parfaitement  défini. 

Tandis  que  le  plan  S.xz  glisse  sur  le  sol  et  que  le  poinl  A  dé- 
crit sa  trajecloire  (T),  tangente  à  Az;,  la  droite  Ax,  normale  à 
(T),  roule,  sans  glisser,  sur  la  développée  de  cette  courbe.  Il  en 
résulte  que,  dans  le  mouvement  du  plan  S^xz^  la  roulette  est  la 
droite  Kx  et  la  base  la  développée  de  (T). 

Le  centre  instantané  est  donc,  à  chaque  instant,  le  centre 
de  courbure  (d  {Jig-  '2)  de  la  trajectoire  (ï)  de  A. 

La  vitesse  angulaire  de  rotation  est  -,  v  et  p  ayant  les  mêmes 

significations  que  plus  haut. 

On  en  conclut,  enfin,  que  Vaxe  instantané  de  rotation  du 
trièdre  mobile  \xyz  est,  à  chaque  instant,  la  parallèle  cor' 
menée,  par  le   centre  de  courbure  m  de  la  trajectoire  (J  ), 

à  Ay, 

o.  Tous  ces  préliminaires  étant  posés,  formons  l'équation  dif- 
férentielle du  mouvement  relatif  du  |)lan  moyen  de  la  bicyclette, 
par  rapport  au  Iritdre  Axvz, 

Pour  faire  ce  calcul,  nous  considérerons  le  cycliste  comme 
absolument  immobile  par  rapport  au  cadre  de  la  machine  et 
nous  admettrons  que  le  plan  moyen  est  un  plan  de  symétrie 
pour  lui. 

En  d'aulres  termes,  nous  supposerons  (pie  le  cycliste  ne  fait 
aucun  mouvement  du  torse,  et  nous  négligerons  les  mouvements 
des  jambes  (ce  qui  est  assez  légitime,  vu  leur  faible  amplitude  et 
leur  symétrie).  D'ailleurs,  nos  hypothèses  seraient  sensiblement 
vérifiées  dans  le  cas  d'une  motocyclette. 

D'après  l(*s  principes,  bien  connus,  du  mouvement  relatif,  il 
nous  faudra  donc,  pour  former  ré(|uaLion  cherchée,  écrire  qu'il  y 
a  équilibre  entre  les  forces  centrifuges,  les  forces  centrifuges 
composées,  Ic^  forces  d'inertie  et  la  pesanteur,  en  vertu  des  liai- 
s(jns. 

A  et  B  étant  deux  points  lixes  du  trièdre  ^xyz  nous  avons 
affaire  à  un  corps  (pii  tourne  autour  d  un  axe  fixe.  jNous  devrons 
doiKî  exprimer  (|ue  la  somme  des  moments  des  forces  précédentes 
par  rapport  à   V:;  est  nulle. 
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Le  cycliste  et  sa  machine  forment  un  ensemble  composé  de 
trois  parties  : 

i"  L'ensemble  du  cavalier,  du  cadre  et  de  la  fourche  directrice 
qui,  d'après  nos  hypothèses,  a  une  forme  invariable;  pour  abréger 
le  langage,  nous  le  nomnierons  Vensemble  C] 

a°  La  roue  motrice,  ou  roue  d'arrière; 

3**  La  roue  directrice,  ou  roue  d'avant. 

Nous  calculerons  séparément  les  moments  des  forces  des  quatre 
catégories  précitées,  pour  ces  trois  parties;  il  ne  nous  restera  plus 
ensuite  qu'à  annuler  leur  somme. 

Cette  façon  de  |)rocéder  aura  le  double  avantage  de  mettre  de 
l'ordre  dans  ce  calcul  si  complexe  et  de  placer  en  évidence,,  dans 
l'équation,  des  groupes  de  termes  ajant  chacun  une  signification 
propre  et  une  provenance  connue. 

Calcul  des  moments  pour  C ensemble  C 

6.  Soit  G  {fi^'  2),  le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  C^  qui, 
vu  la  symétrie  de  cet  ensemble,  est  situé  dans  le  plan  moyen. 

Abaissons  de  G  la  perpendiculaire  GG  sur  la  base  AB  (ou  As), 
et  désignons  par  ^  l'angle  du  plan  moyen  avec  la  face  ^yz  du 
trièdre  A:rv'^  défini  plus  haut. 

P  est  le  complément  de  l'angle  d'inclinaison  du  plan  moyen  sur 
le  sol. 

Considérons  encore  les  deux  trièdres  suivants  : 

1°  Le  trièdre  iox'y'z'  qui  n'est  autre  chose  que  le  trièdre 
Axyz  transporté  parallèlement  à  lui-même  au  centre  instantané 
de  rotation  w  ;  w  v'  est  alors  l'axe  instantané  de  rotation  du 
trièdre  Axyz. 

2"  Le  trièdre  Gx^y^z^^  lié  invariablementà  l'ensemble  C^  dans 
lequel  G^i  est  parallèle  à  Ar,  G^i  dans  le  prolongement  de  GC  et 
Gx^  perpendiculaire  au  plan  moyen. 

Le  plan  moyen  étant  un  plan  de  symétrie-,  pour  l'ensemble  C, 
Gxi  est  un  axe  principal  d'inertie  et  l'équation  de  l'ellipsoïde 
d'inertie  de  C^  relatif  à  G,  a  la  forme 

(7)  A^Î-f-Bvî-f-G5Î-2Dj,:;,=  i. 


—  u  - 

On  a,  comme  on  sait, 

A<B-4-C. 


D'autre  part,  la  distance  wA  {/ig>  2)  étant  le  rayon  de  cour- 
bure p  de  la  trajectoire  (T)  de  A,  en  désignant  par  h  la  distance 
GC,  et  par  c  la  distance  AC,  on  a  les  formules  de  transformation 
de  coordonnées  suivantes  : 


x  =  T-^p,       y=y 


1 


5  =  5' 


)  3?'  =  — p-H^iCOsp-+-(^i-H  A)sinp, 
'y=         — a:,  sinp  -f- (^,-f- A)cos3, 

7.  Soient,  alors,  [jl  la  masse  d'un  point  de  C\  x\ y\  c' ses  coor- 
données, par  rapport  au  trièdre  isix'y  z\  Calculons  les  projections 
X  et  Y,  de  la  force  centrifuge  qui  agit  sur  ce  point,  sur  Kx  et 

Le  mouvement  du  trièdre  Kxyz  est  identique  à  celui  de  la  face 
Kxz  qui  glisse  sur  le  sol.  L'axe  instantané  est  tùy*  et  la  vitesse  de 

rotation  -;  v  étant  toujours  la  vitesse  de  déplacement  de  A  sur  sa 

trajectoire,  ce  que  nous  appellerons  la  vitesse  de  la  machine.  En 
appliquant  les  résultats  classiques  qui  fournissent  l'accélération 
d'un  point  d'un  plan  mobile  qui  glisse  sur  un  plan  fixe,  on  trouve 


"-[(^P-^G)'! 


Y  =  o. 


La  somme  Nydes  moments  de  toutes  les  forces  centrifuges,  par 
rapport  à  As,  est  donc 

la  somme  \   s'étendant  à  tous  les  points  de  l'ensemble  C. 
On  en  déduit 

N/  =  -^I-t    ^-  f— p  -+-  j-,  cos?  -f-  (j^,-4-  A)sinpJ  — ^  ^0(c  -h  5,) 
X  [—Xx  sin^-h  (j^, -H  A)cosp]. 
Or,  comme  G  est  le  centre  de  gravité  de  C,  on  a 
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et,  de  plus,  relllpsoïde  d'inertie  donne 


En  tenant  compte  de  ces  relations,  et  en  désignant  par  OU/  la 
niasse  totale  de  l'ensemble  C,  on  trouve,  tous  calculs  faits. 


(10) 


(  N/=^aiLAcosp— ^(A  — B  H-aiLA«)cospsinp 
(  +3;(^)(aiLcA^D)cosp. 


8.  Passons  au  calcul  de  la  somme  des  moments  des  forces  cen- 
trifuges composées  pour  Tensembie  C. 

En  désignant,  pour  un  instant,  par  p,  ç,  r  les  projections  de 
la  rotation  instantanée  du  trièdre  Axyz  sur  les  axes,  on  sait  que 
les  projections  X,  Y,  Z  de  la  force  centrifuge  composée  qui  agit 
sur  un  point  de  masse  |jl  sont 


Or,  ici,  on  a 


p  =  o,         Ç=^'  r  =  o; 

P 


les  formules  précédentes  deviennent  donc 

^  ^  ai  ^  p  dt 

Le  moment  de  cette  force,  par  rapport  à  A2,  est  donc 

V      dz 
^  p-^  dt 

et  la  somme  des  moments  de  ces  forces  est 


—  :i(>  - 

Dans  le  cas  de  Tensemble  o,  on  a,  pour  tous  les  points, 

dz 


^="' 


donc 

9.  Conservant  toujours  les  mêmes  notations,  les  projections  de 
li)  force  d^inertie  qui  agit  sur  le  point  de  masse  (A  et  de  coordon-r 
nées  x^y,  z,  sur  A.r  et  A)',  sont 

l^a  somme  des  moments  de  loutes  ces  forces  d'inertie  par  rap- 
port à  A:;  est  donc 

<"'         "=s|2;4S~4i)]- 

Remplaçons  a:  et  y  par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (8)  et 
nous  trouvons,  en  tenant  compte  de  l'égalité 

l'expression   suivante  pour  la    somme    des    moments    des    forces 
d'inertie  agissant  sur  l'ensemble  C 

(i4)  N/=(;)rc/««-f-C)  yf. 

iO.  KiiHu,  |>our  calculer  le  moment  de  la  pesanteur,  il  nous 
faut  distinguer  deux  cas  : 

1°  Si  le  sol  est  horizontal,  Ay  {fig.i)  est  une  verticale  de  bas 
eu  haut  et  les  projections  du  poids  total  de  l'ensemble  C  sur  les 
axes  A.r,  A  )',  Aw,  sont 

L<*s  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  étant 
le  moment  de  ce  poids,  par  rapport  à  A  v,  est 


■I 
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2®  Si  le  sol  est  incliné  el  fait  un  angle  w  avec  un  plan  liorizon- 
lal,  A  r  fait  avec  la  verticale  AV  {/ig-  3)  un  angle  égal  à  co.  Soient, 
d'ailleurs,  AP  la  ligne  de  plus  grande  pente  (  montante)  du  plan  du 
sol,  et  'I  Tangle  dont  il  faut  faire  tourner  As  pour  Tara^nerà  coïn- 
cider avec  AP,  les  projections  du  poids  »)1V  j^,  dont  la  direction  est 


Fig.    J. 


parallèle  à  VA,  sur  les  trois  axes  Ax,  Ay,  Az,  seront 

—  011^  sinto  sin<j^,         —  Oli^costo,         — 011^  sina»  cos<j^, 
et  le  moment  de  ce  poids,  par  ra|)port  à  As,  sera 


(i5  bis) 


N,,  =  —  OIL^A  [sin^  cosw  —  sinoj  cos^sin^j^]. 


Calcul  des  moments  pour  Ici  roue  motrice. 

11.  Soit,  comme  plus  haut,  Axj'z  le  trièdre  entraîné  avec  la 
bic^^clette. 

La  roue  motrice  est  tangente  à  A:;,  en  A,  et  son  plan  coïncide 
avec  le  plan  moyen.  Soient  O  son  centre  et  0xi^|5|  un  trièdre 
(Jig»  4)  lié  invariablement  à  celte  roue  :  Oxi  étant  Taxe  de  la 
roue,  Oz^  parallèle  à  As  et  O^i  dans  le  prolongement  de  AO. 
L'angle  jkA^'i  est  l'angle  p  du  plan  moyen  avec  le  plan  yAz. 

L'équation  de  l'ellipsoïde  d'inertie  de  la  roue,  relatif  au  point  O, 
est  de  la  forme 


(i6) 
avec 


\ijr]-^V{y\ 


^\) 


=  I, 


E  C  iV. 
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Ë 


Gomme  la  roue  est  un  solide  très  aplati,  la  différence  F est 

très  faible. 

En  désignant  par  r  le  rayon  de  cette  roue,  on  a  les  formules  de 
transformation  de  coordonnées 


(17) 


r" 


xx  cosp  -¥{y\-^  r)sinp, 
—  Xx  sinp  -+-  (^1-4-  r)cosp, 


12.   Ceci  posé,  en  désignant  toujours  par  tùx^y  z'^  le  trièdre 
obtenu  {fig-  4)  par  la  translation  du  trièdre  k.xyz  en  a>,  il  suffit 


d'appliquer  la  formule  (9)  du  n°  7  pour  avoir  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  centrifuges  agissant  sur  la  roue  d'arrière. 

En  remplaçant  dans  cette  formule  x  ely  par  leurs  valeurs  tirées 

de  (17)  et  effectuant  la  somme  \]  étendue  à  tous  les  points  de  la 


roue,  on  a 


■7 


(18) 


N/ =  —  mrcosp ^cosP  sînP(E  —  F-f-  mr*), 

P  r 


m  désignant  la  masse  de  la  roue. 

13.   Pour  avoir  la  somme  des  moments  des  forces  centrifuges 
composées  on  appliquera  la  formule  (11)  du  n®  8. 

Or  ici  -j-  =  --T^  n'est  pas  nul,  car  la  roue  est  animée  d'un  mou- 
vement de  rotation  aulourde  O^i  avec  une  vitesse  angulaire  égale 
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à  -.  On  a  donc 
r 


et,  par  suite, 


» 


'^^- = '  S  2  ''•^•^' 


En  remplaçante^  par  sa  valeur  (17)  et  remarquant  que 
on  trouve 


(19)  n;  =  e~cos3. 

14.  En  appliquant  à  la  roue  d'arrière  la  formule  (i3)  du  n"  9, 

on  aura  la  somme  des  moments  des  forces  d'inertie.  Mais,  ici, 

dans  le  calcul  des  dérivées  de  x  et  j^données  par  les  formules  (17), 

il  faudra  tenir  compte  de  ce  que,  à  cause  de  la  rotation  de  la  roue, 

on  a 

dxx  __  dy\  __       V  dz\  __  s> 

W  -""^  dt    -"7''''         ~dï  -r^" 

Tous  calculs  faits,  on  trouve 
(io)  îV;=(mr«+F)^. 

Le  résultat  est  le  même  que  si  la  roue  ne  tournait  pas,  ce  qui 
était  facile  à  prévoir. 

15.  Le  calcul  du  moment  de  la  pesanteur  est  identique  à  celui 
qui  a  été  fait  pour  Tensemble  C  On  trouve 

i"  Dans  le  cas  du  sol  horizontal 
(11)  N),  =  — m^r  sin  p. 

2"  Dans  le  cas  du  sol  incliné 
(21  his)  ^'p  =  — /w/^r(sinp  costo — sinoi  cos^  sint{/)* 

Calcul  des  moments  pour  la  roue  directrice. 

16.  Les  calculs  relatifs  à  la  roue  directrice  sont  plus  compliqué» 
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que  les  précédents  parce  que  son  plan  ne  coïncide  pas  avec  le  plan 
moyen  et  que,  de  plus,  ce  plan  esl  animé  d'un  mouvement  de  rota- 
tion connu  autour  du  tube  de  direction. 

Soient  B  le  point  de  contact  de  la  roue  directrice  avec  le  sol 
ijig»  5),  et  BF  la  direction  du  tube  de  direction  (axe  de  rotation 
du  plan  de  la  roue  d'avant)  qui,  d'après  nos  hypothèses,  passe 
en  B.  Désignons  par  X  Tangle  d'inclinaison  de  i3F  sur  la  base  A6, 
angle  qui,  dans  les  conditions  ou  nous  nous  plaçons,  doit  être 
considéré  comme  constant.  Soient  BR'  la  trace  du  plan  de  la  roue 


directrice  sur  le  sol  et  6  l'angle  qu'elle  fait  avec  B^;  p'  l'angle  du 
j)Ian  de  la  roue  directrice  avec  la  normale  au  sol.  Si  l'on  remarque 
que  BF  étant  dans  le  plan  moyen,  le  plan  s  BF  est  précisément  le 
plan  moyen,  le  trièdre  BF:;1V,  dans  lequel  le  dièdre  B:;  est  égal  à  p, 
donne 


(  XI  ) 


lani;  ^  =  7-  cot  A  -r-  cosO  tans  p. 


relation  (|ui  permet  do  calculer  ^^'  connaissant  A,  6  et  |3. 

(k^ci  posé,  aux  deux  systèmes  d'axes  Aj:j^^  et  Mx'y  z'  que  nous 
considérons  d'ordinaire,  adjoignons  (Jii!-  ;V)  le  systènie  O'^i^i  «i, 
lié  in\ariablement  à  la  roue  directrice,  dans  lef|uel  O'est  le  centre 


~  «1  - 

(le  la  roue,  O'^i  parallèle  ù  BIV,  O'^Ti  Taxe  de  la  roue  et  CK^'i  la 
droite  BO'  prolongée. 

Lorsqu'on  Iransporle  les  axes  Axyz  parallèlement  à  eux-mêmes 
en  O'x^y'z'^  on  passe,  ensuite,  de  ces  axes  à  0'x^y^z^  par  une 
double  rotation  :  une  rotation  de  Tangie  9  autour  de  Oy,  et  une 
rotatjon  de  fangle  p'  autour  de  O'zf.  Ceci  donne,  alors,  les  for- 
mules de  transformation  suivantes 

IX  =  .r,cos  ^'cos  6  -+-  (r'-\-yi)  sin  ^'cos  6  4-  «isiii  0, 
j^  =  _ar,sin  ^'-f- (r'-f- j,)  cos  p', 
z  =  b  —  a^icos  3' Sin  6  —  (r'-h^i)  sin  ^'sin  6  -h  >S|Cos  6; 

/*'  désignant  le  rayon  de  la  roue  directrice  et  b  la  longueur  de  la 
machine. 

Enfin,  Tellipsoïde  d'inertie  de  la  roue  par  rapport  à  O' a  une 
é(|uation  de  la  forme 

(•24)  E'x\-^¥'(y\-^z\)  =  i, 

17.  Appliquons,  pour  calculer  la  sonime  des  moments  des  forces 
centrifuges,  la  formule  (9)  du  n°  7,  en  y  remplaçant  r  et  )•  par 
leurs  valeurs  (aS). 

En  effecluant  les  calculs  et  tenant  compte  de  ce  que 

2  \^^^y^  =2  ^^^^  ^'  "^2  î^-^'  ^»  =  "' 

on  trouve 

1  N;=  ^Jm'r'cosp'-  -|cos[i'sin  ^'cos  e(E'— F'-h  mV») 
('^5)  ^    ,  ^ 

I  -h  ^^-j[^m'r'co.sP'-(K'-F'-+-m'r'î)cosp'8inp'sine], 

où  m'  désigne  la  masse  de  la  roue  d'avant. 

18.  Pour  les  moments  des  forces  centrifuges  composées,  il  nous 
faut  appliquer  la  formule  (i  1)  du  n°  8. 

Dans  le  calcul  de  -^  il  faudra  tenir  compte  de  ce  que  la  roue  est 
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animée  d'un  mouvement  de  rolation  autour  de  0'a:i  avec  une  vî- 
tesse  angulaire  égale  k  —,9  i''  étant  la  vitesse  de  déplacemenl  de  B. 
Or,  d'après  la  formule  (6)  du  n"  3,  on  a 


V   = 


cos6'  /-'       r'cosO' 

on  en  conclut 

dxx  ^  dyx  _  V  dzx  _        v 

~dt~^'         1Û  """/'cose^*'         "dû  "~  r'cosO-^** 

En  prenant  la  dérivée,  par  rapport  à  /,  de  la  dernière  formule  (  23), 
on  en  tire 

^  =  [arisin  P'sin  8  -  ( r' -f  >'i )  cos  p'sin  6]^ 

—  [jrjcos  P'cosO  -f- ( /•' -f- ^1  )  sin  p'cosÔ  -4-  Sisin  6]  -^ 


-4-  [zi  sÎD  f>'  sin  6  H-^|COs  8]— ; 


dt 


r'  cos  8 


En  portant  cette  expression  de  -r  dans  la  formule  (i  i)  ainsi.que 

la  valeur  dejK  fournie  par  les  égalités  (aS),  on  trouve,  après  ré- 
ductions, 

N*  =  —,  E'cos  3'  -  i  -  (E'—  F'-i-  m'r'Mcos  S'sin  Û'cos  8  ^ 
I  _ar^/n'r'«H-|')cosîp'-+-^F'-  5-'^  sin»  p'I  -  sin8  ^. 

19.  L'application  de  la  formule  (i3)  du  n°  9  à  la  roue  direc- 
trice nous  donnera,  pour  elle,  la  somme  des  moments  des  forces 
d'inertie. 

En  avant  égard  aux  valeurs  de  —r^^  -^9  -^  données  au  n**  18, 

on  a 

^  =^i^^c<^*  p'cos8)-f-(r'-h^,)^(sin  p'cos  8)4- ^i  ~(sin  8) 

—  (5isîn  ô'cos8 — ri  sin  8)-; -» 

^    '       ^  ^^  Vcos8 
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Portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (i3),  on  a,  iinalement,  par 
des  calculs  faciles, 

(NJ=(;n'r'.-l-E')^(cosef) 

(27)  /  _(E'-F'-+-m'r'*)^/'sin^'cosp'sine~) 

E'J^(cosP' lange). 

20.  Enfîn,  les  coordonnées  du  centre  O'  de  la  roue  directrice 
étant 

Ç'=r'sinp'cose,         r^'=r'cos^',         Ç'=  6  —  r'sin  p'sin  8, 

on  a  les  expressions  suivantes ,  pour  le  moment  de  son  poids,  par 
rapport  k  Az  : 

i^  Dans  le  cas  du  sol  horizontal 

(28)  N;  =  — m'r'^sinP'cosO; 
2"  Dans  le  cas  du  sol  incliné 

(28  bis)      Np  =  —  m' r' ^{cos  lo  sin  p'  cos  6  —  sin  w  cos  p'  sin  ^), 

avec  les  notations  précédentes. 

Équation  du  mouvement  relatif  du  plan  moyen 

par  rapport  au  sol. 

21.  Il  ne  nous  reste  plus,  pour  avoir  Téquation  différentielle  du 
mouvement  relatif  de  la  machine  par  rapport  au  trièdre  mobile, 
qu^à  égaler  à  zéro  la  somme  des  moments  que  nous  venons  de 
calculer. 

Cette  équation  est  donc 

( 29)  N/-+-  is>-+-  n;-+-  n^-+-  n; -4-  n; -f-  N/-+- n;-4-  n;-*-  Np-+- n;, -h  n;  =  o, 

où  les  lettres  N/,  N^  • . . ,  N^J,  représentent  les  groupes  de  termes 
fournis  par  les  égalités  (10)  à  (28). 

Pour  avoir  l'équation  du  mouvement  dans  le  cas  où  le  sol  est 
horizontal,  il  faudra  prendre  pour  N^,,  N^,  N*  les  expressions  (i  5)^ 
(ai)  et  (28);  au  contraire,  si  le  sol  est  incliné,  on  prendra  les 
expressions  (i5  bis),  (21  bis)  et  (28  bis). 
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l^'é(|ualion  (^9)  esl  une  équation  diirërcnliclle  du  second  ordre 
entre  ^  et  la  variable  t. 

Dans  celte  équation  nous  connaissons,  en  effet,  lout  sauf  fl, 
car  le  seul  problème  qu'on  puisse,  raisonnablement,  se  poser  est 
le  suivant  : 

Un  bicyclisle  faisant  décrire  à  sa  mgcliine  un  chemin  connu, 
à  une  allure  donnée,  quel  sera  le  mouvement,  en  inclinaison, 
du  plan  moyen  par  rapport  au  sol? 

On  doit  donc  considérer  la  trajectoire  (T)  de  la  roue  motrice 
et  la  vitesse  v  comme  connues.  On  possède  alors  l'expression  dep 
en  fonctions  de  5,  celle  de  s  en  fonction  de  /  et,  par  suite,  celle 
de  pen/(*).  D'ailleurs,  puisque 

.       b 

on  connaît  aussi  0  en  fonction  de  /;  et  enfin  il  ne  faut  pas  oublier 
que  j3'  doit  être  remplacé,  en  fonction  de  ^  et  0,  par  Texpression 
donnée  par  la  formule  ('22)  du  n"  16. 

2î2.  L'équation  que  nous  venons  de  former  n'a  évidemment 
qu'un  intérêt  purement  théorique. 

Pratiquement,  on  ne  devra  lemplover  qu'après  Tavoir  sim- 
plifiée. 

Pour  l'établir,  nous  avons,  en  effet,  pris  la  bicyclette  dans 
toute  sa  complexité,  mais  nous  n'avons  pas  tenu  compte  des  mou- 
vements des  jambes  du  cavalier.  Or,  s'il  est  possible  de  concevoir 
un  cas  théorique  011,  la  bicyclette  étant  mue  mécani(|uement,  le 
cycliste  conserverait  les  jambes  immobiles,  dans  la  réalité  il  n'en 
est  rien.  Il  serait  donc  ridicule  de  vouloir  conserver  ceux  des 
ternies  dont  Tordre  de  grandeur  est  comparable  à  ceux  que  l'on 
a  négligés  en  supposant  l'immobilité  des  jambes. 

La  discussion  numérique,  (jue  nous  croyons  inutile  de  déve- 
lopper ici  parce  que  nous  aurons  plus  tard  l'occasion  d'en  faire 
une  toute  semblable  en  étudiant  l'écpiilibre,  conduit  alors  à  ne 
conserver,  dans  les   douze  groupes  de  termes,  que  les  premiers. 

(•)  Il   est  bon  de   remarquer  que  0  esl   une  quantité  qui  peut  <^ire  positive  ou 
négative. 
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On  parvient  ainsi  à  l'équation  approchée^   relativement  assez 
simple,  que  voici 

-+-  UoJLh  ^mr^j\  cos  ?  h-  (m'r'-h  ~\  cos  P'I  - 

-4-  [(Dyich  -f-  D)  cos  p  -f-  m'r'b  cos  p']  ^  /^-^ 
—  [(On/t  -4-  mr)  sin  p  -4-  m'r'cos  6  sin  ^']fir  =  o, 

dans  le  cas  du  sol  horizontal. 

Or,  si  Ton  remarque  que,  dans  cette  équation,  ^'  et  cos  0  ne  fi- 
gurent que  dans  les  termes  provenant  de  la  roue  directrice;  que 
d'une  part,  comme  nous  le  montrerons  au  n**  28,  ces  termes  sont 
en  moj^enne  le  —j  des  termes  de  même  signe  et  que,  d'autre  part, 
0  étant  toujours  petit,  ^'  est  très  voisin  de  ^  et  cos  6  de  i ,  on  est 
conduit  à  remplacer,  dans  l'équation  qui  précède,  ^'  par  (3  et 
cos  9  par  i . 

Désignons  alors  par  M  la  masse   totale   du   cavalier  et  de  la 

bicyclette 

M  =  OIL  -+-  /w  -h  m'  ; 

par  /  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cette  masse  totale  à  la 
base  AB;  on  a  évidemment 

D\Lh-\-  mr  -^  m' r'  =  M/. 

D'ailleurs,  la  somme 

on.  h^^  G  -+-  /nr«-+-  F  -f-  mV'«-+-  F' 

est  la  somme  des  moments  d'inertie  des  trois  parties  de  la  masse 
totale  par  rapport  à  AB  ;  cette  somme  est  donc  égale  au  moment 
d'inertie  total  par  rapport  à  AB. 

Si  l'on  désigne  par  Mk^  le  moment  d'inertie  de  la  masse  totale 
par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  AB  et  passant  par  son  centre  de 
gravité,  on  aura  donc 

0\ih^-\-  G  -h  mr*-h  F  -+-  mV'«H-  F'=  M(/«-4-  )t»). 

Enfin,  on  peut  poser 

.m  ch  -i-  D  -h  m'  r'ù  =  M  Ici, 
xxvn.  5 


et  d  sera  une  longues i*  approximalivement  égale  à  la  distance 
du  centre  de  gravité  delà  masse  totale  à  une  perpendiculaire  à  la 
base  ÂB  menée,  par  A.,  dans  le  plan  moyen. 

(Pratiquement,  on  a  environ  rf=  -•) 

L^équation  approchée  du  mouvement  relatif  est  alors  (sur 
sol  horizontal) 

l  M(/«-i-A:«)^=M/^sinp-(M/-+-~-^Çi)^cosp 
(29  bis)  l 

Dans  une  Noie,  parue  récemment  aux  Comptes  rendus  de 
l'Académie  des  Sciences  {^)^  M.  Boussinesq,  en  faisant  immé- 
diatement des  hypothèses  simplificatrices,  qui  reviennentau  fond  à 
ne  pas  tenir  compte  du  mouvement  des  roues  et  de  la  direction,  est 
parvenu  à  une  équation  (^)  qui  ne  diffère  de  la  précédente  qu^en 

ce  que  les  deux  termes  en  —  ^l  -j^  manquent. 

Grâce  à  ses  restrictions,  M.  Boussinesq  a  pu  employer  une  mé- 
thode de  calcul  beaucoup  plus  élégante  et  plus  rapide  que  la 
nôtre. 

Malgré  cela^  les  longs  calculs  qui  précèdent  n'en  conservent 
peul-ètre  pas  moins  un  intérêt. 

Notre  équation  (29  bis)  étant  déduite  d'une  équation  (29) 
beaucoup  plus  complète,  la  comparaison  de  ces  deux  équations 
sert  (le   justification  aux  simplifications   que    M.    Boussinesq    a 

faites,  avec  raison,  mais  a  priori, 

E        E' 
En  second  lieu,  les  deux  termes  en  -  et  — qui  figurent  dans 

notre  équation  proviennent,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  de  ce 
que  nous  avons  tenu  compte  de  la  rotation  des  roues.  Il  en  résulte 
donc  un  fait  intéressant  :  c'est  que  si  Von  lient  compte  de  la 
rotation  des  roues,  V équation  différentielle  consente  la  même 
forme  que  celle  de  M.  Boussinesq.  Par  suite,  les  résultats  fort 
intéressants  que  M.  Boussinesq  a  tirés  de  l'étude  de  son  équation, 
en  ce  qui  concerne  les  petits  mouvements  oscillatoires  du  plan 


(  '  )  28  novembre  i8<j8. 
(')  lu|ualion    (5),  p.  8'|6. 
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moyen  dans  la  marche  rccli  ligne,  subsistent  encore  lorsqu'on  lient 
compte  de  la  rotation  des  roues. 

Enlin,  notre  équation  (29)  tout  entière  nous  sera  utile,  dans  la 
suite,  pour  approfondir  le  problème  de  l'équilibre  et  reconnaître 
la  nature  et  la  grandeur  de  Tinfluence  des  termes  que  Ton  néglige 
dans  une  théorie  plus  élémentaire. 

Si,  maintenant,  on  suppose  que  le  cycliste  tourne  son  guidon 

assez  lentement  pour  que  la  variation  de  -  soit  faible,  on  pourra 

négliger  le  terme  ^^  ^rA-)'  En  supprimant,  en  outre,  les  termes 

provenant  de  la  rotation  des  roues,  on  arrive,  enfin,  à  Téquatiou 
élémentaire  suivante 

(29  ter)  ™^ —  __r  =  ^  sin  p  —  -  cos  p, 

qui  est  celle  dont  je  me  suis  servi  dans  mon  Nouveau  Traité  des 
Bicycles  et  Bicyclettes  {*)  pour  discuter  le  maintien  et  le  ré- 
tablissement de  l'équilibre.  Je  renverrai  donc  le  lecteur  à  cet 
Ouvrage  pour  tout  ce  qui  concerne  cette  question.      (A  suivre.) 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU   4  JANVIER  1899. 

PRÉSIDENCE   DE  M.    LECORNU. 

La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  procède  au  renou- 
vellement de  son  bureau  et  à  Télection  de  membres  du  Conseil. 

Elle  entend  et  approuve  le  rapport  de  la  Commission  des  fi- 
nances sur  Texercice  1897- 1898. 

Communications  : 

M.  Painlevé  :  Sur  une  application  des  groupes  de  Lie  à  la 
théorie  des  équations  différentielles. 


(')  Premier  Volimie,  p.  73. 
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M.  Laisant  présente  à  la  Société  le  numéro  spécimen  d'une  pu- 
blication nouvelle,  V Enseignement  mathématique;  il  fait  con- 
naître Tobjet  et  le  caractère  de  cette  Revue. 


SÉANCE  DU  18  JANVIER  1899. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    GUYOU. 

Communications  : 

M.  Fontené  :  Sur  un  nouveau  calcul  symbolique. 

M.  Laisant  :  Observation  sur  le  même  sujet. 

M.  Stormer  :  Application  de  quantités  symboliques  ana- 
logues aux  quaternions  à  l'étude  d'une  équation  indéterminée 
considérée  par  M,  Humbert, 

M.  RafTy  :  Généralisation  des  surfaces  de  JoachimsthaL 

M.  Picard  adresse  une  Note  Sur  le  prolongement  analytique 
d'une  fonction, 

SÉANCE  DU  i"  FÉVRIER   1899. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  GUYOU. 

Communications  : 

M.  Blutel  :  Sur  certaines  propriétés  des  centres  de  courbure 
de  surfaces  particulières. 

M.  RafTy  :  Surfaces  doublement  cylindrées  et  surfaces  iso- 
thermiques, 

M.  H.  DupoRT  adresse  un  Mémoire  Sur  les  hypothèses  fon- 
damentales de  la  Géométrie. 

M.  LfiMERAY  adresse  un  Mémoire  Sur  les  équations  fonction- 
nelles qui  caractérisent  les  opérations  associatives  et  les  opé- 
rations  distributives. 

SÉANCE  DU  15  FÉVRIER   1899. 

PRÉSIDENCE   DE   H.   GUVOU. 

Elections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Drach, 
présenté  par  MM.  Painlevé  etBorel  ;  M.  Pringsheim,  présenté  par 
MM.  Darboux  et  W.  Dvck. 
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Communications  : 

M.  Bîoche  :  Sur  les  surfaces  du  troisième  ordre  qui  admet- 
tent pour  ligne  asymptotique  une  cubique  gauche. 

M.  Painlevé  :  Sur  les  singularités  essentielles  des  équations 
différentielles  d'ordre  supérieur, 

M.  Lecornu  :  Sur  une  équation  aux  différences  mêlées, 

M.  HuMBERT  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  nne  interprétation  géométrique  de  Téquation  modulaire. 

Dans  une  précédente  Communication  (t.  XXVI  de  ce  Bulletin, 
p.  233),  j'ai  énoncé,  en  m'appuyant  sur  la  théorie  de  la  transfor- 
mation des  fonctions  elliptiques,  cette  proposition  : 

((  Sur  une  courbe  unicursale  G,  dont  les  coordonnées  d'un 
point  s'expriment  rationnellement  en  fonction  d'un  paramètre  x^ 
on  considère  l'involutîon  définie  par /'(^)  —  )iç(j?)  =  o,  y  et  © 
étant  des  polynômes  d'ordre  2/?  -|-  i  :  si  quatre  groupes  de  l'in- 
volution,  correspondant  aux  valeurs  \\^  À2,  X3,  X4  de  a,  sont 
formés  respectivement  par  un  point  simple,  xi,  et  par  2/>  points 
confondus  deux  à  deux,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  va- 
leurs X/  et  celui  des  quatre  valeurs  xi  sont  liés  par  l'équation  mo- 
dulaire pour /i  =  2/? -f- 1.   » 

On  peut  faire  une  application  de  cette  remarque  aux  polygones 
de  Poncelety  d'un  nombre  impair,  ayo-Hi,  de  côtés,  inscrits  à 
une  conique  C  et  circonscrits  à  une  conique  C. 

En  effet,  sur  l'unicursale  C,  les  valeurs  du  paramètre  x  qui  cor- 
respondent aux  sommets  d'un  polygone  sont  les  racines  d'une 
équation  de  la  forme /(^)  —  X?(^)  =  o,  comme  le  montre  immé- 
diatement la  théorie  des  fonctions  elliptiques;  on  peut  le  voir  en- 
core en  observant  que  les  sommets  des  polygones  déterminent  sur 
la  conique  C  une  involution,  laquçlle  est  nécessairement  ration- 
nelle, c'est-à-dire  du  t)'pe/(j;)  —  X'^(a:)  =  o,  puisque  C  est  uni- 
cursale. 

Parmi  les  groupes  de  cette  involution,  ceux  qui  comprennent 
un  des  quatre  points  a:/,  communs  aux  deux  coniques  C  et  C, 
comprennent  en  outre/?  points  confondus  deux  à  deux,  car  le  po- 
lygone correspondant  se  replie  sur  lui-même  à  partir  du  (/> -H  ly*^"* 
sommet;  donc,  en  vertu  de  la  proposition  rappelée  plus  haut,  le 
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rapport  anharmonique  des  quatre  points  xi  sur  la  conique  C  et  le 
rapport  anharmonique  des  valeurs  de  X  qui  correspondent  aux 
quatre  polygones  repliés  sont  liés  par  Téqualion  modulaire  pour 

Afin  de  donner  une  forme  exclusivement  géométrique  a  ce 
théorème,  observons  que  les  centres  des  moyennes  distances  des 
sommets  des  polygones  inscrits  à  C  et  circonscrits  à  C  décrivent 
une  conique  C  {voir  à  ce  sujet  une  Note  de  M.  Bricard  au 
t.  XXVI,  p.  91,  de  ce  Bulletin)  et  que,  par  suite,  le  rapport  an- 
harmonique  des  valeurs  de  \  pour  quatre  polygones  est  le  même 
que  celui  des  quatre  centres  des  moyennes  distances  correspon- 
dants sur  la  conique  (7.  Ainsi  : 

Soient  deux  coniques  C  et  C  se  coupant  en  A,,  Aj,  Aj,  A4, 
et  telles  quUl  existe  des  polygones  rfe  a/?  -f- 1  côtés  inscrits  à  C 
et  circonscrits  à  C  :  on  sait  que  le  lieu  des  centres  des  moyennes 
distances  des  sommets  d'un  polygone  décrit  une  conique  C. 
Cela  posé,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  A,-  sur 
la  conique  C  et  le  rapport  anharmonique,  sur  la  conique  C, 
des  centres  des  moyennes  distances  correspondant  aux  quatre 
polygones  qui  ont  respectivement  un  des  points  Ki  pour  sommet, 
sont  liés  par  V équation  modulaire  du  cas  de  n  =  2p  -hi- 

On  aurait  une  interprétation  analogue  si  n  =  2p;  l'énoncé 
suivant  résume  les  deux  énoncés,  n  étant  quelconque  : 

Parmi  les  polygones  de  n  côtés  inscrits  à  C  et  circonscrits 
à  C,  il  en  est  quatre  qui  ont  pour  sommet  ou  pour  côté  un 
point  commun  ou  une  tangente  commune  à  C  et  C  :  le  rapport 
anharmonique,  sur  la  conique  G",  des  centres  des  moyennes  dis- 
tances correspondant  à  ces  quatre  polygones,  et  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  A/,  sur  la  conique  C,  sont 
liés  par  Inéquation  modulaire  relative  à  la  transformation 
d'ordre  n, 

M.  HuMBERT  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  polygones  de  Poncelet. 

Parmi  les  polygones  de  n  côtés  inscrits  à  une  conique  C  et  cir- 
conscrits à  une  conique  C,  il  en  est  quatre  qui  sont  repliés 
sur  eux-mêmes  à  partir  d\in  de  leurs  sommets. 
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Si  n  est  impair,  ces  polygones  sont  ceux  qu'on  obtient  en  par- 
tant d'un  des  quatre  points  communs  à  C  et  C  :  le  sommet  de 

rang est  le  point  de  contact  d'une  tangente  commune  à  C  et 

C,  le  sommet  suivant  coïncide  avec  lui,  et  le  poijgone  se  replie 
ensuite  sur  lui-même,  de  sorte  que  tous  ses  sommets  sont  doubles, 
à  l'exception  du  premier. 

Si  n  est  pair,  en  faisant  la  même  construction  à  partir  d'un 
point  A  commun  à  C  et  C,  on  trouve,  pour  le  sommet  de  rang 

— h  I ,  un  autre  point  commun  A'  ;  le  polygone  revient  ensuite  sur 

lui-même,  et  tous  ses  sommets  sont  doubles,  à  l'exception  de  A 
et  A'.  Enfin,  en  faisant  la  construction  à  partir  du  point  de  con- 
tact d'une  tangente  commune  à  C  et  C,  on  trouve  un  polygone 
dont  tous  les  sommets  sont  doubles,  et  parmi  eux  figure  un 
deuxième  point  de  contact  de  tangente  commune. 
Cela  posé,  je  dis  que  : 

Le  centre  harmonique  des  sommets  d*un  polygone  quel-- 
conque  par  rapport  à  une  droite  donnée  est  un  point  fixe,  si 
la  droite  coupe  la  conique  C  en  deux  sommets  doubles; 

ou,  en  langage  non  projectif  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  sommets  d^un  poly- 
gone quelconque  est  un  point  fixe  si  les  deux  points  à  V infini 
sur  la  conique  C  sont  des  sommets  doubles. 

Cela  résulte  immédiatement  d'un  théorème  que  j'ai  fait  con- 
naître ailleurs  (Journ,  de  Math.,  4*'  série,  t.  III,  p.  862)  et  qui 
s'applique  évidemment  au  cas  actuel  :  le  centre  des  moj^ennes 
distances  des  points  communs  à  une  courbe  C  et  à  chacune  des 
courbes  d'un  faisceau  est  un  point  fixe  si,  quand  un  des  points 
communs  s'éloigne  à  l'infini,  un  second  s'éloigne  en  même  temps 
à  l'infini,  dans  la  même  direction.  En  particulier  : 

Le  centre  harmonique  des  sommets  d'un  polygone  quel^ 
conque,  par  rapport  à  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact 
de  C  avec  deux  des  tangentes  communes  à  C  et  C,  est  un 
point, fixe. 
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SÉANCE  DU  1"  MARS  1899. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   TOUCHE. 

Communication  : 

M.  Bourlel  :  Sur  la  théorie  des  opérations,  appliquée  aux 
fonctions. 

* 

SÉANCE  DU  15  MARS  1899. 

PRÉSIDENCE    DE    M.     GUTOV. 

Communications  : 

M.  Fontené  :  Sur  l'emploi  des  signes  en  Géométrie. 

M.  Borel  :  Sur  le  prolongement  des  fonctions  analytiques. 

M.  Blutel  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  nne  propriété  des  trajectoires  obliques 
d'une  famille  de  géodésiqaes. 

Si  Von  imagine  sur  une  surface  quelconque  deux  familles  de 
courbes  (u  =  consl.  et  v  =^  const. )  se  coupant  sous  un  angle  con- 
stant et  telles  que  le  rapport  de  leurs  courbures  géodésiques  soit 
constant  en  tous  les  points  de  la  surface,  on  démontre  aisément 
que  les  deux  systèmes  de  courbes  en  question  coupent  sous  des 
angles  constants  une  même  famille  de  courbes  parallèles  et,  par 
suite,  une  même  famille  de  lignes  géodésiques  de  la  surface. 

La  réciproque  est  vraie. 

Si  Ton  considère  un  triangle  curviligne  formé  sur  la  surface  à 
Faide  de  deux  courbes  Cn,  C^  et  d'une  courbe  parallèle  associée, 
les  longueurs  des  côtés  portés  par  C^  et  C^  sont  proportionnelles 
aux  sinus  des  angles  opposés  dans  ce  triangle.  Cette  propriété,  à 
peu  près  évidente  par  la  Géométrie,  conduit,  pour  un  triangle 
curviligne  formé  à  l'aide  de  trois  courbes  Cn,  C^,  C^,  à  un  énoncé 
analogue  à  celui  que  fournit  le  théorème  des  projections,  appliqué 
à  un  triangle  recliligne. 
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M.  Âmdrade  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  quelques  paradoxes  de  Statique  non  enclidienne. 

\.  J'ai  déjà  signalé  quelques  paradoxes  de  Stetique  non  eucli- 
dienne, par  exemple  ceux-ci  : 

Dans  une  balance  de  l'espace  de  Lobatchewsky,  la  charge 
propre  du  support  dépasse  la  somme  des  charges  qui  se  font 
équilibre,  tandis  que  si  la  balance  est  étudiée  dans  l'espace  de 
Riemann,  la  fatigue  propre  du  support  est  toujours  moindre  que 
la  somme  des  charges. 

L'emploi  des  fils  permet  d'accentuer  encore  ces  paradoxes. 

J'avais  effleuré  cette  remarque  dans  une  Note  sur  la  Statique 
non  euclidienne  imprimée  dans  mes  Leçons  de  Mécanique phy- 
sique;  mais  le  paragraphe  qui  termine  cette  Noie  contient  une 
erreur  et  je  me  propose  dans  cet  article  de  reprendre  la  question 
à  son  origine. 

2.  On  sait  que  la  Statique,  c'est-à-dire  la  théorie  du  groupe 
d'équivalence  d'un  système  de  vecteurs,  domine  les  trois  géomé- 
tries;  on  peut  résumer  cette  théorie  en  trois  propositions  dont 
voici  les  deux  plus  simples  : 

1°  La  composition  des  forces  concourantes  est  la  même  dans  les 
trois  géométries  et  cette  composition  engendre  à  la  fois  la  théorie 
des  fonctions  dites  circulaires  et  la  Trigonométrie  sphérique  ; 

'2**  La  réduction  des  vecteurs  d'un  plan  qui  sont  perpendicu- 
laires à  une  même  droite  se  ramène,  par  l'emploi  d'une  méthode 
due  à  Monge,  à  la  composition  de  deux  forces  égales  agissant  du 
même  côté  de  leur  perpendiculaire  commune  et  voici  la  loi  de 
celte  composition  :  si  les  forces  égales  ont  l'intensité  P  et  si  la 
distance  de  leurs  lignes  d'action  comptée  sur  leur  perpendiculaire 
commune  est  2/^,  la  résultante  des  deux  vecteurs  passe  par  le  mi- 
lieu de  celle  perpendiculaire  commune  et  son  intensité  R  est 

K  =  iVo{p)\ 

la  fonction  o{x)  ne   peut  d'ailleurs  avoir   que   l'une   des    trois 
xxYii.  6 
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iormes  suivantes  : 


«p(ar)  = 


e*^  -h  e 


X 

a  a: 


if 


—I 


oc 

=  COS-7 
A- 


(espace  de  Lobatchewsky), 
(espace  d'Euclide), 

(espace  de  Riemano). 


3.  Ces  résultats  étant  rappelés,  considérons  deux  poutres.  Tune 
A  fixe,  Pautre  B  mobile;  les  deux  poutres  sont  perpendiculaires 
à  Taxe  XY  et  symétriques  par  rapport  à  cet  axe;  la  poutre  infé- 
rieure B  porte  un  système  de  quatre  poulies,  et  la  poutre  A  un 
système  de  deux  poulies,  de  manière  qu'un  (il  sans  fin  s'enroule 
sur  ces  poulies  et  supporte  une  poulie  libre  C,  la  connexion  de 
cet  enroulement  étant  indiquée  par  la  figure  ci-dessous. 


La  partie  B  est  supposée  guidée  de  manière  à  ne  pouvoir  se  mou- 
voir que  par  une  translation  dans  le  plan  de  la  figure  :  cette  trans- 
lation non  euclidienne  ayant,  bien  entendu,  la  droite  XY  pour 
axe.  Si  la  petite  poulie  C  est  sollicitée  par  une  force  F,  et  si  les 
brins  du  fil  pendant  sont  suffisamment  rapprochés,  la  force  F 
produira  une  tension  T  du  fil,  telle  que  l'on  aura 

F  =  2T, 
en  sorte  que  si  a  désigne  l'angle  des  brins  qui  réunissent  les  deux 


^ 
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pou  1res  avec  ia  perpendiculaire  à  XY  et  de  longueur  ay?,  que 
forment  les  fils  de  base,  la  poutre  rigide  B  sera  souxnise  à  un  effort 
descendant  égal  à 

,T-,.T,(f)cos,. 

Cette  force  est  toujours  descendante  ou  nulle  dans  les  cas  de 
l'espace  de  Riemann  ou  d^Euclide  ;  mais,  dans  Pespace  de  Lobat- 
chewskj,  cette  force  pourrait  être  ascendante,  et  elle  le  sera,  en 
particulier,  lorsque  a  ==  o. 

En  ce  dernier  cas  le  corps  B  fonctionnerait  tout  d^ abord 
comme  ascenseur  et  grimperait  le  long  du  fil  tendu, 

4.  On  peut  encore  donner  une  autre  forme  à  ces  paradoxes. 

Si  les  deux  pièces  A  et  B  étaient  reliées  par  une  tige  mince, 
ayant  pour  axe  XY,  cette  tige  serait  comprimée  dans  le  dernier 
cas  qu'on  vient  de  considérer. 

Et  le  paradoxe  consiste  en  ceci  que  le  fil,  tiré  vers  le  bas  sur 
le  premier  corps  B  sur  lequel  il  s'appuie,  pourrait  pourtant  com- 
primer le  corps  B  sur  le  corps  A  avec  un  effort  plus  grand  que 
l'action  directe  exercée  par  la  force  directement  appliquée. 

Ces  transmissions  d'efforts  ne  violent  d'ailleurs  pas  le  principe 
du  travail  virtuel. 

Seulement  on  pourrait  ainsi,  par  un  simple  e/a/emen/ du  fil  en- 
roulé et  sans  multiplication  de  brins,  renverser  et  augmenter 
l' effet  de  la  force. 

En  d'autres  termes,  un  fil  simple  pourrait,  sans  multiplication 
des  brins,  jouer  le  rôle  d'un  levier. 


-  76  - 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


ÉTUDE  THÉORIQUE  SUR  LA  BICYCLETTE; 
Par   M.   G.    BouRLET. 


Deuxième  Partie. 

23.  Dans  la  recherche  des  conditions  d'équilibre  d\iiie  hicy- 
clelle,  nous  supposerons  toujours,  dans  la  suite,  que  le  bic}^cliste 
fait  tourner  ses  pédales  d'un  mouvement  uniforme.  En  d'autres 
termes,  nous  admettrons  que  la  vitesse  if  du  déplacement  du  point 
de  conlaci  A  de  la  roue  motrice  avec  le  sol,  vitesse  que  nous 
appellerons  vitesse  de  la  machine,  est  constante. 

C'est  d'ailleurs  là  Thjpothèse  la  plus  conforme  à  la  réalité. 

On  pourrait,  il  est  vrai,  étudier  théoriquement  Tinfluence  de 
la  variation  de  la  vitesse  v  sur  l'équilibre;  mais  ce  serait  là  une 
étude  d'un  intérêt  purement  théorique,  qui  ne  correspondrait  à 
rien  de  pratique. 

En  se  servant  des  équations  (29)  ou  (29  bis)  on  pourrait  facile- 
ment montrer  que  l'équilibre  peut  être  complètement  réalisé  par 
de  simples  variations  de  vitesse  ;  mais  les  résultats  curieux  aux- 
quels on  serait  conduit  seraient  pratiquement  irréalisables. 

Vu  rinertie  de  sa  masse,  le  cvcliste  ne  peut  faire  varier  sa  vi- 
tesse que  d'une  façon  relativement  lente  et  en  admettant  même,  ce 
qui  est  tout  à  fait  improbable,  qu'il  puisse  acquérir  le  sens  instinctif 
de  la  grandeur  de  la  variation  de  vitesse  nécessaire,  à  chaque  in- 
stant, pour  maintenir  l'équilibre,  il  ne  pourrait  jamais,  pratique- 
ment, obtenir  assez  rapidement  cette  variation  pour  qu'elle  fût 
efficace. 

De  telles  oscillations  de  vitesse  fatigueraient  d'ailleurs,  à  la  fois, 
le  cycliste  et  sa  bicyclette. 

24.  Cette  restriction    première    faite,   définissons  V équilibre. 

Une  bicyclette  est  en  équilibre  lorsqu'elle  ne  glisse  pas  laté- 
ralement. 
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Or,  pour  que  la  machine  ne  glisse  pas,  il  faut  et  il  suffit  que 
Tangle  ^  du  plan  moyen  avec  la  normale  au  sol  ne  dépasse  pas,  en 
valeur  absolue,  une  valeur  limite  '^  qu'on  appelle  Vangle  de  frot- 
tement de  glissement  latéral. 

Donc,  pour  qu\ine  bicyclette  décrivant  une  trajectoire  (T) 
donnée^  à  une  vitesse  v  connue,  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il 
suffit  que  l* angle  ^  fourni  par  Inéquation  différen>tielle  (291) 
vérifie  la  double  inégalité 

(3o)  _ç<p<<p. 

Si  l'on  pose 

lang'f  =/, 

/  est  ce  qu'on  appelle  le  coefficient  de  frottement  de  glissement 
latéral  àe  la  machine,  et  la  condition  (3o)  s*écrit    . 

-/<tangp<-h/. 

Deux  cas  peuvent  alors  se  présenter  : 

1°  L'équation  (29)  est  vérifiée  par  une  valeur  constante  de  ^, 
Pour  qu'il  y  ait  équilibre  il  suffit  alors  que  ^  ait  cette  valeur  et 
qu'en  outre  l'inégalité  (3o)  soit  satisfaite. 

Le  plan  moyen  conserve  une  inclinaison  constante  par  rap- 
port  au  sol;  c'est  ce  que  nous  appellerons  V éq uilibre  parfait. 

2°  S'il  n'existe  pas  d'intégrale  de  l'équation  (29)  qui  se  ré- 
duise à  une  constante,  le  plan  moyen  oscillera  entre  deux  positions 
extrêmes;  son  inclinaison  par  rapport  au  sol  sera  variable. 
Nous  dirons  alors  que  l^ équilibre  est  imparfait. 

Nous  allons  étudier  ces  deux  cas  séparément. 

Equilibre  parfait  sur  un  sol  horizontal. 

25.  D'après  notre  définition  même,  il  y  a  équilibre  parfait  si  j3 
reste  constant. 

Or,  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  la  trajectoire  (T)  de  la  roue 
d'arrière  est  convenablement  choisie.  En  efiet,  en  écrivant  que 
l'équation  (29)  est  vérifiée  par  une  valeur  constante  de  P,  on  a 
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une  relation  qiron  peut  considérer  comme  une  équation  différen- 
tielle du  premier  ordre  en  p  et  5,  dans  le  cas  du  sol  horizontal,  car 

on  a 

s  ^       à 

t  =  -     et     tangO  =  -  • 

p  P 

En  intégrant  cette  équation,  on  obtiendra  une  famille  de 
courbes  (T)  que  nous  nommerons  les  courbes  d'équilibre  par- 
fait et  que  nous  allons  d'abord  rechercher. 

A  cet  effet,  prenons  Téquation  pratique  (29  bis)  du  n**  22;  sup- 
posons-y p  constant  et  remplaçons  dl  par  —  Nous  obtenons 
Féquation  différentielle 

en  posant 

on  en  tire,  en  intégrant, 

H  étant  une  constante  arbitraire. 
Distinguons  alors  plusieurs  cas  : 

1°  Si   H  =  o,  -  est  constant  ;  la  courbe  est  un   cercle  ou  une 

P 
droite. 

2°  Si  H  ^  o,  et  p  7^  o  :  la  courbe  est  une  spirale  qui  est  rapi- 
dement asymptote  au  cercle  de  rayon  — -^ — j-  (car,  comme  s  =  vt^ 

s  est  positif  et  croît). 

3**  Si  H  ^  o,  et  ^  :=  o  :  la  courbe  est  asymptote  à  une  droite  (car 

quand  s  croît,  -  tend  vers  zéro). 

Dans  les  cas  où  H  est  différent  de  zéro,  la  détermination  de  la 
courbe  se  termine  par  deux  quadratures.  On  a,  en  effet,  en  posant 


i  x  z=  j  cos  ^ds  -h  J'y 

< 

[y  -  f  î*'"^'^'  -♦-Ko 


T> 
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Les  courbes  d^équilibre  parfait  dépendent  donc,  en  apparence, 
de  cinq  paramètres  arbitraires,  ^,  H,  <{^oî  ^o  et  j^o«  En  fait,  il  n'y  en  a 
que  quatre;  et  il  y  en  a  trois  qui  sont  des  paramètres  de  position. 

La ybrme  de  la  courbe  ne  dépend  que  de  p. 

Remarquons,  en  effet,  que  lorsque  H  ^  o,  p  7^  o,  on  peut  écrire 
Téq nation  (3i)  sous  la  forme 


en  prenant,  dans  le  crochet,  le  signe  (-f-)  ou  le  signe  ( — )  suivant 
que  H  est  positif  ou  négatif,  Sq  étant  une  nouvelle  constante  arbi- 
traire. 

Si,  alors,  on  compte  les  arcs  sur  la  courbe  à  partir  du  point 
pour  lequel,  actuellement,  s  =  Sot  l'équation  (3i)  prend  la  forme 

<^'*'»  •  =  ^('±'^"H 

qui  ne  contient  plus  de  constante  arbitraire. 

Il  n'y  a  donc,  en  réalité,  que  quatre  constantes  :  ûCq,  y^^  ^0  ^^  ?• 
Les  trois  premières  sont  des  constantes  de  position;  quand  elles 
varient,  la  courbe  ne  change  pas  de  forme,  mais  se  déplace  unique- 
ment dans  le  plan. 

Au  point  de  vue  de  la  forme,  il  n'y  a  donc  que  trois  familles  de 
courbes,  chacune  à  un  paramètre  ^:  à  savoir,  les  cercles  (ou 
droites)  et  les  deux  spirales  fournies  par  l'équation  (3i  bis). 

Nous  ferons  maintenant,  de  suite,  une  remarque  de  la  plus 
haute  importance  : 

Étant  donnée,  dans  le  plan  du  sol,  une  courbe  quelconque 
et  un  point  A  sur  cette  courbe,  on  peut  toujours  trouver  une 
courbe  d^ équilibre  parfait  passant  par  ce  point  A  et  ayante 
en  ce  point,  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la  courbe  don- 
née. 

Prenons,  en  effet,  le  point  A  pour  origine  des  coordonnées  et 
pour  axe  des  x  la  tangente  en  A  à  la  courbe  donnée. 

Toutes  les  courbes  d'équilibre  parfait  passant  en  A  et  tangentes 
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en  A  à  l^axe  des  x^  seront  données  par  les  formules 


X 

«^0 


y  =    I    s'in^  ds. 


Or,  ces  équations  contenant  deux  constantes  arbitraires  ^  et  H, 
on  peut  toujours  les  choisir  de  façon  que,  pour  5=^  o,  la  courbe 

d'équilibre  parfait  et  la  courbe  donnée  aient  la  même  courbure  -  et 

même  seconde  courbure  :  -5^  • 

.  .  .    ^ 

Cette  proposition  capitale  nous  sera  très  utile  dans  la  suite. 

26.  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  le  long  d'une  courbe 
d'équilibre  parfait, 

d*\?/       d  9       ?\.<i       d^  \P/J 

■ 

est  constant,  ^  désignant  l'angle  de  la  tangente  à  la  courbe  avec 
une  direction  Gxe. 

Pour  qu!il  y  ait  équilibre  le  long  de  celte  courbe,  il  suffit 
donc  que  Sangle  P  soit  constant  et  que  l^on  ait 

« 

(3.)  u„gM^[Q-^//^(^)] 


9 


ai'cc 

Si  Ton  désigne  par  p,  le  rayon  de  seconde  courbure 

dû 

l'égalilé  ('^2)  peut  s'écrire 
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Pratiquement,  comme  d  est  petit  et  que  Q  est  voisin  de  i,  si 
la  courbure  -  varie  lentement,  la  valeur  numérique   du  crochet 
sera  voisine  de  i,  et  l'on  aura,  sensiblement, 

formule  qui,  d'ailleurs,  serait  plus  strictement  applicable  au  cas  du 
cercle,  sur  lequel  nous  reviendrons  plus  loin. 

27.  Avant  de  continuer,  nous  ferons  ici  une  petite  digression. 
La  spirale  d'équilibre  parfait,  définie  par  l'équation  intrinsèque 

présente  un  intérêt  tout  spécial  dans  la  théorie  du  virage. 

Dans  cette  courbe,  en  effet,  pour  5  =  0,0  est  infini  ;  elle  a  donc, 
en  ce  point,  un  contact  du  deuxième  ordre  avec  une  droite.  Si, 
ensuite,  on  ne  prend,  à  partir  de  *  =  o,  qu'un  petit  arc  de  cette 
courbe,  on  a  sensiblement,  le  long  de  cet  arc, 


s. 


Ce  petit  arc  se  confond  donc  avec  celui  d'une  courbe  dans 
laquelle  la  courbure  est  proportionnelle  à  l'arc. 

Dans  notre  Nouveau  Traité  nous  avons  eu  occasion  de  consi- 
dérer cette  dernière  courbe  que  nous  avons  appelée  courbe  de 
Cornu  et  nous  avons  montré  que  c'était  l'arc  de  raccordement  de 
la  ligne  droite  au  cercle,    lorsqu'un  cycliste  effectue    un   virage. 

Le  raisonnement  que  nous  avons  fait  dans  notre  Ouvrage  (*  ) 
présente  une  petite  lacune  que  nous  allons  pouvoir  combler. 

Nous  avons  prouvé,  en  effet,  que  l'arc  de  Cornu  est,  sensible- 
ment, celui  que  décrit  la  machine,  dans  un  temps  très  court,  lors- 
qu'on tourne  le  guidon  avec  une  vitesse  angulaire  à  peu  près  con- 
stante,  en  quittant  la  ligne  droite.  Pour  être  complet,  il   nous 

(')  Nouveau  Traité  des  Bicycles  et  Bicyclettes,  i"  Partie,  p.  n'i  à  127. 
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aurait  encore  fallu  prouver  que  l'équilibre  était  possible  sur  cet 
arc.  Or  ce  qui  précède  suffît  à  faire  cette  preuve,  puisque  cet 
arc  de  Cornu  coïncide  avec  une  courbe  d'équilibre  parfait. 

Pour  "effectuer  un  virage,  il  sulïil  donc  que  le  cycliste  provoque, 
par  un  mouvement  brusque  du  buste^  Tinclinaison  du  plan  moyen. 
Il  décrira  ensuite  la  courbe  d^équilibre  parfait  (ou  arc  de  Cornu) 
correspondant  à  cette  inclinaison,  jusqu^à  ce  qu^il  ait  atteint  le 
rayon  de  courbure  du  virage  circulaire  à  décrire. 

28.  Les  discussions  précédentes  nous  ont  prouvé  que  le  cercle 
est  toujours  une  courbe  d'équilibre  parfait  et  que  les  autres 
courbes  sont  des  spirales  rapidement  asymptotes  à  des  cercles. 

Pour  cette  raison,  le  cercle  a  pratiquement  une  importance 
toute  spéciale  et  peut  être  considéré  comme  la  seule  courbe  d'équi- 
libre parfait  sur  un  sol  horizontal.  Nous  croyons  donc  utile  d'exa- 
miner ce  cas  d'une  façon  beaucoup  plus  approfondie,  en  prenant, 
non  pas  l'équation  approchée  (29  615)  mais  l'équation  complète 

p  étant  ici  constant,  l'angle  0  l'est  également  et  la  valeur  de 
l'angle  ^  pour  laquelle  il  y  a  équilibre  parfait  est  donnée  par 
l'équation  (29)  du  n°  21  où  l'on  annule  toutes  les  dérivées  de  p, 
6,  ^'etp. 

L'équation  qui  fournit  ^  est  alors 

(33)  N/-f-  N>-+-  N;-i-  n;.-4-  iM:.-i-  N„-h  N;,-r-  n;,  =  o, 

où  l'on  a 

r  P 

Ny.  =  —  mr   cos p  —  ( E  —  F  -+-  //i  /«  )  —  cos ^  sin ^j 

r  P 

7^}^-m'r' cos  3'  —  (  E'—  F' -h  m' r'«  )  ~  cos  3'  sin  8'  cosO. 
•^        p  '  p* 

E  i>^  E'  \>^ 

K=  -  -cosB,  N;=  ^  -cos 3', 

/•    p         ^  r    ^         ^ 

Ny,  =  —  011^/1  sin  p,         N;,=   -  m^rsinp, 

N;  =  -mV'sinP'co50. 

Dans  ces  égalités,  il  faut  toujours  supposer  que  P'  a  été  rem- 
placé, en  fonction  de  [3  et  6,  par  sa  valeur  fournie  par  la  for- 
mule (22)  du  n"  16. 
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L'éqiialion  (33)  ainsi  obtenue  est  assez  compliquée.  Nous 
allons  y  rechercher  les  termes  principaux  pour  lui  substituer  une 
équation  approchée  et,  vu  l'importance  pratique  de  ce  cas,  nous 
chercherons  l'ordre  de  grandeur  des  approximations  que  nous 
ferons. 

Remarquons  tout  d'abord  que  j3'  et  cos8  ne  figurent  explicite- 
ment que  dans  N^,  N'^,  N"^  c'est-à-dire  dans  les  termes  qui  pro- 
viennent de  la  roue  d'avant.  Or  chacun  de  ces  termes  a  des  ana- 
logues de  même  signe  dans  les  groupes  provenant  de  l'ensemble  C 
et  de  la  roue  d'arrière,  et  le  rapport  d'un  terme  de  la  roue  d'avant  à 
l'ensemble  des  termes  analogues  (qui  ont  même  signe)  est  en 

moyenne  de  l'ordre  de  grandeur  de  -^rj- 
Or  on  a,  en  moyenne, 

/=i™,25,         r'=  0^,35,         M^=8o''«,         m'^  =  S"**; 


par  suite, 

^^T-r  =  — —  (environ). 
M  /         I  oo 


m'r' 


^'  et  cosô  ne  figurent  donc  que  dans  des  termes  qui,  en  moyenne, 
ne  représentent  chacun  que  le  -^  des  termes  de  même  forme  et 
de  même  signe.  Si  donc,  dans  ces  termes,  nous  remplaçons  P'  et 
cos6  par  les  valeurs  approchées  ^  et  i ,  nous  ferons,  sur  le  premier 
membre  de  l'équation,  une  erreur  relative  beaucoup  plus  petite 


100* 


que 

Cette  approximation  revient  au  fond,  comme  on  le  voit,  à  ne 
pas  tenir  compte  du  changement  de  forme  du  système  résul- 
tant  de  la  rotation  du  guidon. 

Un  calcul  facile,  quoique  un  peu  long,  montrerait  que  l'erreur 
relative  commise  sur  le  premier  membre  de  l'équation,  en  ne 
tenant  pas  compte,  d'une  part,  du  mouvement  des  jambes  et, 
d'autre  part,  du  déplacement  de  la  base  par  rapport  à  la  trace  du 
plan  moyen,  serait  aussi  environ  ~^,  plutôt  supérieure.  On  en 
conclut  que,  pratiquement,  il  est  illusoire  de  conserver  ^'  dans 
l'équation  (33)  et  qu'on  ne  diminue  pas  son  degré  d'exactitude 
en  remplaçant  j3'  par  ^  et  cosO  par  i . 

Faisons  cette  substitution  et  remarquons,  comme  au  n"  22, 


—  Bi- 
que l'on  a 

M  =  on.  -H  m  -h  m', 

M/  =  OR/i-h/nr-hm'/', 
M(/«-h  A«)  =  C  -h  OîV/i*-4-  F  -+-  mr«4-  F'-h  /w'/'«, 

MA"*  étant,  comme  plus  haut,  le  moment  d'inertie  de  l'ensemble 
du  cavalier  et  de  sa  machine  par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  AB 
et  passant  par  son  centre  de  gravité,  lorsque  le  guidon  est  droit. 
D'ailleurs,  d'après  les  propriétés  connues  des  ellipsoïdes  d'iner- 
tie, on  a 

A  — B<C,         E— F<F,         E— F'<F'; 

on  en  conclut 

A  —  Bh-  OrL/t«-h  E  —  F  -h  m/î-f-  Ë'—  F'-f-  mV* 
<  C  -+-  i)\1  /*«  -f-  F  H-  /nr«  -+-  F'  -+-  m' r'^, 
ou 

A  —  B  -4-  OIL  A«-f-  E  —  F  -+-  mri -4-  E'  —  F'h-  /n'/'« <  M  ( /«h-  A*  ). 

On  peut  donc  poser 

A—  B-H01L/i*-f-E—  F -h  m/«-+-E'-  F'-+-m'/'*=  r^M(/2-4- A«), 

y,  étant  un  coefficient  numérique  plus  petit  que  i . 

Avec  ces  notations,  on  parvient,  finalement,  à  Téquation  sui- 
vante : 

(r^bis)      (mi -h  !^  -H  E.\î:!cosp- r.M(/2-hA-î)  ^  cos^  sin  p  —  M/^  sin  p  ^  o 

qui  détermine  l'angle  '^  d'équilibre  parfait  lorsque  la  machine  dé- 
crit un  cercle  de  ra^on  p. 

Les  conclusions  précédentes  se  résument  de  la  façon  suivante  : 

r*  Si  Ion  ne  tient  pas  compte  des  niouK^enients  du  cycliste 
par  rapport  ù  sa  bicyclette,  il  est  illusoire  de  tenir  compte, 
dans  les  calculs,  du  changement  de  forme  du  système^  résul- 
tant de  la  rotation  du  guidon, 

2"*  hJn  supposant  le  cavalier  immobile  par  rapport  à  la  ma- 
chine et  celle-ci  de  forme  invariable,  mais  en  tenant  compte 
de  la  rotation  des  roues,  il  suffit  pour  que  la  bicyclette  soit  en 
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équilibre,  en  décviK>ant  un  cercle  de  rayon  ^  ^'  qu^ elle  fasse  a{^ec 
le  sol  un  angle  constant  dont  le  complément  p  vérifie  l'équa- 
tion (33  bis)  et  que  cet  angle  ^  soit  tel  que  l'on  ait 

(34)  tangp</. 

29.  L^équalion  (33  bis)^  quoique  déjà  simple,  ne  l'est  pas  en- 
core assez  pour  les  applications  pratiques,  car  elle  est  complète 
et  du  quatrième  degré  en  lang^. 

Nous  allons  encore  la  réduire.  Écrivons-la,  à  cet  effet,  sous  la 
forme  suivante  : 

Le  coefficient  de  frottement  de  glissement/" est  compris  entre 
o,'i  et  o,3  (*);  on  en  conclut,  à  cause  de  la  relation  (3^), 

sin  p  <  o,a. 
D'autre  part,  en  moyenne,  dans  une  bicyclette, 

/h-  y  =  i™,5o 
et  comme  7i  <I  i ,  on  a 


Par   suite,  pour  tout  cercle  de  rayon  p    supérieur  ou  égal  à 


lo",  on  a 


"  (/-+-y)sinp<o,o3. 


La  quantité  E  est  le  moment  d'inertie  de  la  roue  d'arrière  par 
rapport  à  son  axe.  Ce  moment  d'inertie  est  plus  faible  que  celui 
d'une  roue  homogène  de  même  masse  et  de  même  rayon  ;  on  a 
donc 


E  <  -  mr^. 

2 


En  supposant,  par  exemple,  les  deux  roues  identiques,  ce  qui 


(')  Voir  Nouveau  TraUe\  i"  Partie,  pages  189  à  142. 
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a  lieu  dans  presque-toutes  les  bicyclettes,  on  en  conclut 

Si  donc,  dans  le  crochet  de  la  formule  qui  donne  tang  ^,  on 
néglige  les  deux  derniers  termes,  on  aura  une  valeur  approchée 
de  ^  pour  laquelle,  dans  les  cas  usuels  où  le  rayon  p  ne  tombe 
pas  au-dessous  de  lo",  l'erreur  relative  est  plus  petite  que-—^. 

Pratiquement,  la  formule 

(35)  langM^ 

est  donc  largement  suffisante. 

En  premier  lieu,  supprimer,  dans  Téquation  (33  ter),  le  terme 

I     /E       E'\  t»»  '      .  X      j       .  I 

xi-i  (  — H  -7  1  — ,  revient  à  admettre  que  les  roues  ne  tournent 

M  l  \r        r^  /  pg  ^ 

pas. 

Dans  Féquation  (33  bis)  le  terme  correspondant  vient  s'ajouter 

au  terme  M/  —  cos  p.  L'effet  de  la  rotation  des  roues  est  donc  d'aug- 
menter  dans  l'équation  (33  bis)  le  coefficient  de  —  cos^.  Tout  se 

r 

passe,  par  conséquent,  comme  si  les  forces  centrifuges  agissaient 
sur  une  masse  plus  grande  sans  que  le  poids  total  fût  modifié. 

La  rotation  des  roues  augmente  donc  V inertie  du  système 
et,  par  suite,  la  stabilité. 

Mais  la  discussion  numérique  qui  précède  prouve  qu'à  cause 
de  la  grande  légèreté  des  roues  cette  influence  de  la  rotation 
des  roues  est  tout  à  fait  négligeable  par  rapport  a  celle  des  forces 
centrifuges,  qui  seules  interviennent  effectivement  dans  le  main- 
tien de  l'équilibre. 

En  second  lieu,   la   suppression  du  terme  ~— ( /-+- -y- )  sin  â, 

dans  l'équation  (33  ter)^  revient,  approximativement,  à  admettre 
que  les  forces  centrifuges  ont  une  résultante  unique  appliquée  au 
centre  de  gravité. 

Pour  s'en  convaincre,  il  suffit  de  remarquer  qu'une  théorie 
élémentaire,  telle  que  celle  que  j'ai  exposée  dans  mon  Traité, 
dans  laquelle  on  fait  celle  hypothèse,  conduit  précisément  à  la 
formule  (35). 


?^ 
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En  somme,  en  clésignanl  par  a  l'angle  d'inclinaison  du  plan 
moyen  sur  Je  sol,  angle  qui  est  le  complément  de  j3,  on  peut  énon- 
cer les  conclusions  finales  que  voici  : 

Le  point  de  contact  de  la  roue-arrière  décrivant,  sur  un  sol 
horizontal,  un  cercle  de  rayon  p,  à  la  vitesse  constante  i^,  // 
suffit,  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  que  l'angle  d'inclinaison  cl 
du  plan  moyen  reste  constant  et  que  l'on  ait  (avec  une  erreur 
relative  plus  petite  que  o ,  o3) 

(36)  tanga  =  Êf' 
avec 

(37)  langa>yr- 

Ce  sont  exactement  celles  que  j'ai  énoncées  dans  mon  Nouveau 
Traité  (i'*  Partie,  p.  46). 

Je  renverrai  donc  le  lecteur  à  ce  Volume  pour  tout  ce  qui  con- 
cerne les  conséquences  qu'on  peut  tirer  de  ces  conclusions. 

Mon  but  ici  était  surtout  à^  justifier  la  formule  pratique  (36) 
et  ai  évaluer  l'erreur  commise. 

30.  Il  nous  reste,  pour  terminer  l'étude  de  l'équilibre  parfait 
sur  sol  horizontal,  à  voir  si  cet  équilibre  est  stable. 

Supposons  donc  que  la  bicyclette  décrive  un  cercle  de  rayon  p 
et  soil  Po  Sangle  d'équilibre  parfait  correspondant.  Troublons 
infiniment  peu  l'équilibre  et  soit  po-H  e  la  nouvelle  valeur  de  p, 

l'équation  {igbis)  nous  fournira  l'accélération  angulaire  —r^  : 

Or,  ^0  étant  l'angle  d'équilibre,  on  a 

M  /^  sin  Po  —  (  M  /  H 1 — r  )  —  cos  Po  =  o  ; 

on  en  conclut 


M 


(/'+A-')  JJ-=sine[M/^cosPo-^(M/^-^  +  ^)^%inPo] 


La  quantité  entre  crochets  est  toujours  positive  :  il  en  résulte 
que  --1-Y  et  t  sont  de  même  signe. 
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V équilibre  est  donc  instable. 

En  d'autres  termes,  lorsque  la  machine  décrit  rigoureusement 
un  cercle,  c'est-à-dire  lorsque  le  cycliste  ne  fait  aucun  mouve- 
ment du  guidon,  C équilibre  est  instable. 

Ce  n'est  que  grâce  à  la  mobilité  du  guidon  et,  par  suite,  en  mo- 
difiant légèrement,  à  chaque  instant,  sa  trajectoire  que  le  cjxliste 
parvient  à  maintenir  l'équilibre. 

Les  équations  {2g  bis)  et  (2g  ter)  du  n"  22  peuvent  servir 
utilement  à  faire  l'étude  du  rétablissement  et  du  maintien  de 
l'équilibre  au  moyen  du  guidon, 

M,  Boussinesq  (loc,  cit.)  emploie  l'équation  (29  bis)  dans  le 
cas  de  la  marche  en  ligne  droite;  moi-même,  dans  mon  Nouveau 
Traité  des  Bicycles  et  Bicyclettes  (i"  Vol.,  p.  68  à  81),  j'ai  fait 
usage  de  l'équation  (29  ter)  pour  formuler  des  conclusions  prati- 
quement suffisantes.  Je  crois  inutile  de  les  reproduire  ici. 

Je  ferai  cependant  une  remarque  finale  qui  a  son  importance. 

Les  discussions  de  M.  Boussinesq  et  les  miennes  ont  montré  que 
théoriquement  le  maintien  de  l'équilibre  par  le  guidon  est  pos- 
sible. 

Au  point  de  vue  pratique  cela  ne  suffit  pas. 

Pour  qu'en  fait  cet  équilibre  ne  soit  pas  une  acrobatie,  il  faut 
encore  que  les  mouvements  du  guidon,  nécessaires  à  son  maintien, 
soient  faciles  à  exécuter  et  puissent  devenir  instinctifs.  Pour  cela 
il  faut  que  la  bicyclette  ait  une  forme  telle  que  naturellement  le 
guidon  ait  des  tendances  à  se  mouvoir  dans  le  sens  favorable  au 
maintien  de  l'équilibre.  Les  mains  du  cycliste  n'ont  plus  alors  qu*à 
suivre  le  guidon  et  à  refiler  ses  mouvements. 

Ceci  revient  à  dire  que,  pour  que  l'équilibre  théorique  soit  pra- 
tiquement réalisable,  guidon  en  mains,  il  faut  que,  dans  une  cer- 
taine mesure,  la  machine  s'équilibre  d'elle-même  lorsqu'on  aban- 
donne le  guidon. 

Une  bicyclette  n'est  bien  stable  que  si  elle  donne  un  bon  lâche- 
mains.  L'étude  de  l'équilibre  sans  les  mains  est  donc,  au  point  de 
vue  pratique,  de  la  plus  haute  importance. 

Comme  nous  l'avons  dit  au  début,  les  données  expérimentales 
nous  manquent  pour  pouvoir  faire  une  étude  précise  de  cette 
question;  cependant,  en  me  bornant  à  des  considérations  tout  à 
fait  élémentaires,  j'ai   pu,  dans  mon  Nouveau  Traité  (i*»^  Vol., 


% 
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p.  87  à  10-),  la  serrer  cl'assex  près  pour  pouvoir  formuler  des 
règles  pratiques  de  construction  d'une  bicyclette  stable,  que  Ver- 
périence  a  sanctionnées. 

Les  raisons  qui  procèdent  fournissent  l'explication  de  la  diffi- 
culté de  la  marche  on  arrière,  sur  une  hicvclette  ordinaire  (/oc. 
cit,j  p.  3j»  à  3-). 

Equilibre  parfait  sur  un  sol  incliné, 

31.  Lorsque  le  plan  du  sol  fait  avec  un  plan  horizontal  un 
angle  o),  Téquation  diflTérentielle  qui  donne  [i  en  fonction  du 
temps  est,  en  faisant  des  approximations  analogues  à  celles  (pie 
nous  avons  faites  pour  écrire  Téquation  (29  bis)  du  n"  2i, 

ta  O 

l  M(/*-H  k^)  -j-j  =  M/^[sin  p  cos  w  —  sin  (o  cos  ^  sin  '|] 
^  ^^M  /  E       E'\  v^  fi'  /v\ 

OÙ  '^  désigne  l'angle  que  fait  la  base  AB  de  la  machine  avec  une 
ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  du  sol. 

Le  long  d'une  courbe  d'équilibre  parfait  p  est  constant.  Une 
telle  courbe  vérifie  donc  l'équation 

M/^(sin  [i  cos  to  —  sin  w  cos  ^  sin  ij^  ) 

On  voit  alors,  immédiatement,  que  toutes  les  droites  du  plan  du 
sol  vérifient  cette  équation,  car  le  long  d'une  droite  'i  est  constant 

et  -  est  nul. 

P 

Il  suffit,  alors,  pour  (ju'il  y  ait  équilibre,  que  Ton  ait 

(39)  tang  3  =  tang  w  sin  •^. 

Pour  trouver  toutes  les  autres  courbes,  remarquons  que,  la 
droite  AB  étant  la  tangente  en  A  à  la  courbe  (T)  de  rayon  de 
courbure  0,  on  a 

!  _  ^. 

par  suite,  en  supposant  toujours  la  vitesse  r  constante, 

dt\p)  "%/.{;  V  s/ ./.  ^"-  jM\p)' 
xxvn.  - 
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LV'qualion  piécéclenlc  s'écrit  alors 

<''">       J5;j;(^)  +  jj  =  ;;^^[ '""S  ?««*"- -*'■"«"  *'"'!']; 

ce  qui  est  une  équation   difTérenlielle  du   premier  ordre  entre  - 

et  ^. 

Dès  que  cette  équation  est  intégrée,  si  l'on  prend  dans  le  plan 
du  sol  deux  «ixes  rectangulaires  Ox,  Oy  tels  que  O  jr  soit  une  ligne 
de  plus  grande  pente,  on  a  les  courbes  d'équilibre  parfait  par  deux 
quadratures 

i    X  =    j  COS  ^,pd*\)  -h  Toi 

(4i)  ' 

i  y  =  I  s»"  '^'?^'\>-^yoy 

où  il  faut  imaginer  que  p  est  connu  en  fonction  de  ^. 

Ces  courbes,  comme  dans  le  cas  du  plan  horizontal,  dépendent 
de  quatre  constantes  arbitraires;  mais,  ici,  il  n'j  a  que  deux  para- 
mètres de  position  Xo,  J^o  ^^  a"  point  de  vue  de  la  forme,  elles 
dépendent  de  deux  paramètres  [j3  et  la  constante  d'intégration  de 
l'équation  (4o)]- 

Ceci  s'explique  aisément. 

Dans  le  cas  du  plan  horizontal,  d(*s  qu'on  a  une  courbe  d'équilibre 
parfait  on  en  a  une  Infinité  d'autres  en  transportant  celle-ci  d'une 
manière  quelconque  dans  son  plan. 

Au  contraire,  dans  le  cas  du  sol  incliné,  une  courbe  d'équilibre 
parfait  reste  lelle  lorsqu'on  la  transporte  parallèlement  à  elle- 
même,  mais  elle  perd,  en  général,  cette  propriété  lorsqu'on  la  fait 
tourner  dans  son  plan. 

L'importante  remarcjue  énoncée  au   n"  25  subsiste  encore   ici. 

Etant  donnés,  dans  le  plan  du  soly  une  courbe  quelconque  et 
un  point  A  sur  cette  courbe,  il  existe  toujours  une  courbe 
dWu/uilibre  parfait  passant  en  A  et  ayant,  en  ce  point,  un  con- 
tact du  troisième  ordre  a^'cc  la  courbe  donnée. 

Soient,  en  effet,  'I/o  l'angle  de  la  tangente  à  la  courbe  en  A,  avec 
une  ligne  de  plus  grande  pente;  x^^y^  les  coordonnées  de  A. 

On  [)eut  toujours  choisir  |ï  et  la  constante  d'intégration  de 
ré(|uatlon  (  \k))  de  façon  que  celte  équation  admette  une  intégrale 
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telle  qne,  pour  A  = 'i,,,  -  ^^-Trl')  aient  les  mêmes  valeurs  que 

sur  la  courbe  donnée  en  A.  En  prenant  pour  p  celle  intégrale,  les 
formules  suivantes 

fourniront  la  courbe  d'équilibre  parfait  cherchée. 

Au  point  de  vue  analytique,  dès  qu'on  se  donne  ^  et  la  valeur 

initiale  de->  pour  une  valeur  donnée  de  '^^  Tinlé^rale  est  déter- 

minee. 

Il  y  a  cependant  une  exception  curieuse. 

Considérons,  en  effet,  une  droite  quelconque  du  plan  du  sol  fai- 
sant avec  une  ligne  de  plus  grande  pente  un  angle  6^,  Prenons 

tang  ^  =:  tan^  co  sin  ^q, 

L'équacion  {^o)  s'écrit  alors 

Si  l'on  cherche  alors  l'intégrale  de  cette  équation,  telle  que,  pour 

r 

l'équation  (4o  bis)  ne  fournit  pas  immédiatement  la  valeur  de 
-TT  (-)  q"i  se  présente  sous  forme  indéterminée.  Pour  avoir  celle 
valeur,  il  faut  prendre  la  dérivée  de  l'équaliou  (4o  bis)^  puis  y 
faire  -=o,  h=.i^Q.  On  trouve  ainsi,  pour  1 -tj  (;)  = ''o? 
l'équation  du  second  degré 


fr 


ul  H — -,  Uq-\ — -— ;  sin  w  cost^o  =  o. 

Elle  donne  deux  valeurs  pour  Wq,   toutes  deux  finies  et  diffé- 
rentes de  — ^>  si  cos^ot^o.   Il  y  a  donc,  dans  ce  cas,   deux 

courbes  intégrales   répondant   aux  conditions  initiales  données. 
Pour  ces  courbes,  la  direction  «i  =  'j/o  est  une  direction  asympto- 
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lique.  On  a,  en  effcl,  en  posant  ^  (-)  =  ^j 

"-^^  «^ 

ds  =  oM  =  -. — i ; — T-  — ; —  a^  ; 

'      ^        sin<fo — siinjy  ^sinw 

on  voit  alors  que,  pour <}/  =  <{^o>  l'élément  rf*  est  comparable  à  .    ^  > 

puisque  w  -f-  ~  ne  s'annule  pas  ;  et,  par  suite,  pour  ^j^=<};o,  s  devient 

infini  comme  log(4  —  ^o)-  A.  toute  droite  du  plan  correspondent 
donc  deux  courbes  d'équilibre  parfait  qui  lui  sont  asymptotes. 

C'est  un  fait  tout  semblable  à  celui  que  nous  avons  trouve  dans 
le  cas  du  sol  horizontal. 

32.  Ceci  posé,  le  long  d'une  courbe  d'équilibre,  la  quantité 

—  I  Q  -+-  rf  -TT  I  -  )    -+-  sinw  siniL 
reste  constante. 

Pour  qu^il  y  ait  équilibre,  il  suffit  donc  que  V angle  p  soit 
constant  et  que  l'on  ait 

(42)  tangQ=  Q-t-cf.-r^l-)     -Htangwsintl 

avec 

tangp</. 

Si  l'on  désigne  par  p,    le  rayon   de  seconde    courbure    de    la 

courbe  (T) 

dû 

la  relation  (4^0  peut  s'écrire 

i^ibis)  tangB=  Q —  ^^    -h  langw  sin4' 


avec 


Pratiquement,  si  le  rayon  de  courbure  p  est  grand,  si  la  cour- 
bure varie  lentement  (p,  petit)  et  si  l'on  néglige  la  rotation  des 
roues,  la  formule  (4a  bis)  devient 

(43)  langS  = h  tangw  cosd/, 

largement  suffisante  dans  les  applications  pratiques. 
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En  particulier,  lorsque  la  machine  est  dirigée  suivant  la  ligne 
de  plus  grande  pente  du  sol,  on  a  ^  ^  o  et  la  formule  (43)  de- 
vient 


langp  = 


p« 


p^coscw 

Enfin,  en  désignant  par  a  Tangle  d^inclinaison  de  la  machine 
sur  le  sol  (a  est  le  complément  de  3)  on  a,  dans  ce  cas  particulier, 

p  yo" 

tanc'a  =  ^cosw. 

On  retrouve  ainsi  la  formule  élémentaire  de  notre  Nouveau 
Traité  [i*"*  Partie,  page  54,  formirie  (III)]. 

Équilibre  imparfait, 

33.  A  première  vue,  sans  réflexion,  on  pourrait  croire  que  le 
problème  général  de  la  direction  d'une  bicyclette  doit  s'énoncer 
ainsi  : 

Faire  décrire  au  point  de  contact  de  la  roue  motrice  un 
chemin  donné  à  V avance. 

Il  est  aisé  de  se  rendre  compte,  sans  aucun  calcul,  que  ce  pro- 
blème est  généralement  insoluble.  En  d'autres  termes,  le  pro- 
blème de  l'équilibre  imparfait,  ainsi  énoncé,  n'a  pas  de  solution, 
en  général,  si  l'on  admet  (ce  qui  a  lieu  dans  la  réalité)  que  la  vi- 
tesse s?  de  la  machine  reste  constante. 

En  eflet,  comme  nous  l'avons  expliqué  au  n°  21,  dès  qu'on  se 
donne  la  trajectoire  (T)  de  la  roue  motrice, la  vitesse  v  et  les  con- 
ditions initiales,  l'intégrale  ^  de  l'équation  ('^g)  est  parfaitement 
déterminée. 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre  (imparfait)  il  faudrait  que,  quel  que 
soit  le  temps  ^,  ^  reste  compris  entre  deux  limites  ç  et  — o;  et 
cela  n^aura  pas  lieu  en  général. 

Pour  s'en  convaincre  il  suffit  de  remarquer  que,  si  l'on  se  donne 
^  en  fonction  du  temps,  on  pourra  considérer  l'équation  (29) 
comme  fournissant  p  en  fonction  de  s^  et,  par  suite,  comme  défi- 
nissant (T).  On  peut  donc  choisir  la  trajectoire  (T)  de  façon 
que  ^  soit  telle  fonction  qu'on  voudra  de  /  et,  par  conséquent,  de 
façon  qu'il  n'j  ait  pas  équilibre. 
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On  peut  donc  énoncer  le  résultat  important  que  volcî  : 

En  marche  uniforme,  un  cycliste  ne  peut  pas,  en  général, 
faire  décrire,  exactement  et  indéfiniment,  à  la  roue  motrice 
un  chemin  arbitraire,  donné  à  C avance.  Cela  n^est  possible 
que  dans  un  temps  limité,  au  bout  duquel  la  chute  est  inévi- 
table, à  moins  que  le  cycliste  ne  modifie  sa  route. 

En  fait,  un  cycliste,  qui  veut  faire  suivre  à  sa  bicyclette  un  che- 
min donné,  fait  décrire  à  la  roue  motrice,  non  pas  ce  chemin  lui- 
même,  mais  un  chemin  voisin  sur  lequel  Téquilibre  est  |>os- 
sible. 

Nous  appellerons,  d'une  façon  générale,  courbe  dV^quilibre, 
toute  courbe  sur  laquelle  Féquilibre  est  possible.  Les  courbes 
d'équilibre  parfait,  étudiées  ])lus  haut,  ne  sont  qu'un  cas  très  par- 
ticulier de  celles-ci,  dont  Téquation  peut  contenir  autant  de  para- 
mètres arbitraires  qu'on  voudra. 

On  obtiendrait,  par  exemple,  une  collection  déjà  très  vaste  de 
courbes  d'équilibre  de  la  façon  suivante  :  Dans  l'équation  (29), 
remplaçons  ^  par  une  fonction  périodique  du  temps,  telle  que  la 
valeur  absolue  de  ^  reste  toujours  inférieure   à  y  =  arclangy. 

Remplaçons  ensuite  t  par  -  et  nous  aurons  une  équation  différen- 
tielle en  p  et  s  qui  définira  les  courbes  d'équilibre. 

Le  problème  général  de  la  direction  d'une  bicyclette  serait  alors 
le  suivant  : 

Supposant  toujours  la  vitesse  v  constante,  soit  (C)  une 
courbe  tracée  sur  le  soi.  Portons  sur  les  normales  à  (C),  de 
part  et  d*autre  du  pied,  des  longueurs  égales  à  une  petite 
longueur  3  donnée  à  l'avance;  nous  obtiendrons  ainsi  deux 
courbes  parallèles  (C)  et  {C")  limitant  une  bande,  un  sentier 
de  largeur  20,  ayant  la  courbe  C  pour  ligne  médiane.  Trouver 
une  courbe  d'équilibre  comprise  tout  entière  à  rintérieur  du 
sentier  ainsi  défini. 

Ainsi  présentée,  la  question  aura  vraisemblablement  une  solu- 
tion dans  le  cas  général. Si,  en  ellel,  on  observe  ce  fait  capital  que 
Téquation  du  mouvement  relatif  du  plan  moyen  ne  contient  que 
le  rayon  de  courbure  p  de  la  courbe  (T),  on  conçoit  que,  tout  en 
substituant  au  chemin  ((]),  que  Ton   veut  suivre  approximative- 


^ 
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mcnl,  une  courbe  (l)  1res  voisine,  on  pourra  ccpendanl  disposer 
de  la  variation  de  p  dans  des  limites  assez  larges  pour  que  la 
courbe  (ï)  soit  une  courbe  d'équilibre. 

En  fait,  si  ce  problème  peut  présenter  un  intérêt  analytique,  il 
est,  au  point  de  vue  pratique,  peu  intéressant,  car  tout  cycliste 
habile  se  sert  de  légers  mouvements  du  buste  pour  réaliser,  dans 
les  meilleures  conditions  possibles,  le  changement  de  trajectoire 
en  question.  Or,  tous  nos  calculs  sont  faits  dans  l'hypothèse  où  le 
buste  reste  immobile  par  rapport  au  cadre. 

C'est,  sans  aucun  doute,  par  des  mouvements  du  guidon  que  le 
cvclisle  dirige  et  maintient  sa  bicyclette  à  l'équilibre,  en  gros; 
mais  il  corrige,  par  des  déplacements  imperceptibles  du  torse,  ce 
que  cet  équilibre  théorique  peut  avoir  de  défectueux. 

Une  élude  très  approfondie  de  l'équilibre  théorique  ne  serait 
donc,  à  notre  avis,  qu^m  exercice  anal^'tique  pur,  sans  application 
pratique. 

3i.  Quoi  qu'il  en  soit,  nous  admettrons  donc  que  la  machine 
suit  une  courbe  d'équilibre.  |â,  par  suite,  variera  dans  les  limites 
—  9  et  -h  cp  qui  sont,  en  fait,  assez  resserrées;  de  plus,  si  le  cy- 
cliste est  habile,  les   variations  de   jï  ne  seront  que  très  lentes. 

Dans  chaque  double  oscillation,  -^  et  -r^  s'annulent  chacun  deux 

fois,  en  changeant  de  signe.   Il  en  résulte  que  les  valeurs  numé- 

riques   de  -^-  et  -rj^  seront,   saut    exception   rare,   toujours   très 

petites.  % 

La  valeur  de  l'angle  ^  sera  donc,  à  chaque  instant,  très  voisine 
de  celle  que  l'on  obtient  en  annulant,  dans  l'équation  du  mouve- 
ment relatif  du  plan  moyen,  -£  et  -—' 

Or,  comme  nous  lavons  vu  plus  haut  (n"*  25  et  31),  il  existe, 
en  chaque  point  de  la  trajectoire,  une  courbe  d'équilibre  parlait 
ayant  avec  elle  un  contact  du  troisième  ordre  en  ce  point.  D'ail- 
leurs, si  Ton  annule  J  et  -~  dans  Téquation  du  mouvement  relatif, 

la  valeur  obtenue  pour  j3  ne  dépend  que  des  deux  rayons  de  cour- 
bure première  et  seconde,  p  et  pi.  Ces  deux  rayons  étant  égaux, 
sur  la  trajectoire  suivie  par  la  roue  arrière  et  sur  la  courbe  d'équi- 
libre parfait  osculalricc,  on  parvient  au  résultat  suivant  : 
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Lorsqu'une  bicyclette  est  en  équilibre  imparfait^  l'angle  ^ 
esty  à  chaque  instant,  très  sensiblement,  égala  V angle  d'équi- 
libre qui  correspond  à  la  courbe  d'équilibre  parfait  oscula- 
tricCy  au  point  de  contact  de  la  roue  motrice  avec  le  sol,  à  la 
trajectoire  de  ce  point, 

La  valeur  de  l'angle  ^  nous  est  donc  donnée  par  la  formule  (4^) 
ou  (.'!''.  bis)  du  n"  32  : 


ta 


ngS  =  |_,_(_H -)_L_^     -I-  tangwsin}, 

^^       p/Ç'coswL         M/\r         r' J        p*  J  ^  ^' 


dans  le  cas  général  d'un  sol  incliné  d'un  angle  (o  sur  un  plan  hori- 
zontal. 

Le  cas  particulier  du  sol  horizontal  s'obtient  en  faisant  co  =  o 

dans  celle  formule. 

■y 
Pratiquement,  en  négligeant  l'effel  de  la  rotation  des  roues  et 

en  admettant  que  p  est  grand  et  varie  lentement,  on  pourra  appli- 
quer la  formule  suivante 

tanaS  = h  tanccu  sin4', 

^        p/»cosci>  ^  ^ 

qui  ne  contient  plus  le  rayon  de  seconde  courbure  p,. 
Dans  tous  les  cas  il  faudra,  en  outre,  que  l'on  ait 

lang[i</. 


MÉMOIRE  SUR  LES  SURFACES  DU  TROISIÈME  ORDBE 
QUI  ADMETTENT  POUR  LIGNE  AS7MPT0TIQUE  UNE  CUBIQUE  GAUCHE; 

Par    M.    Ch.    Bioche. 

.Pai  montré  (*)  que,  si  Ton  appelle  ro//y//^»ii^^5  par  rapporta 
une  cubique  gauche,  des  points  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port aux  extrémités  d'une  corde  de  celte  cubique,  loule  surface 
du  troisième  ordre  qui  admet  comme  ligne  asymplotique  une 
cubique  gauche  peut  se  définir  comme  le  lieu  des  conjugués  des 
points  d'un  plan  par  rapport  a  celle  cubique,  ou   le  lieu  des  pôles 


(')  liuU.  de  la  Soc.  math,  de  France,  t.  WVl,  |).  217;  1898. 
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du  plan  par  rapport  aux  quadriques  passant  par  cette  cubique; 
j'appelle  une  pareille  surface  conjuguée  du  plan. 

En  général,  le  plan  coupe  la  cubique  en  trois  points  distincts; 
ces  points  sont  alors  des  points  doubles,  et  la  surface  contient  les 
tangentes  à  la  cubique  en  ces  points;  réciproquement,  toute  sur- 
face du  troisième  ordre  contenant  une  cubique  gauche,  possédant 
sur  cette  cubique  trois  points  doubles  et  contenant  les  tangentes 
en  ces  points,  admet  la  cubique  comme  asjmptotique  ( *  ). 

J'étudie  dans  ce  Mémoire  la  surface  dont  je  viens  de  parler,  et 
je  complète  cette  élude  en  considérant  les  surfaces  correspondant  : 
1°  au  cas  où  le  plan  coupe  la  cubique  en  des  points  dont  deux 
sont  confondus;  2"  au  cas  où  le  plan  est  osculateur  à  la  cubique. 

1. 

ÉQUATIOJV    ET    PROPRIÉTÉS    CARACTÉRISTIQUES 
DE    LA    SURFACE    GÉNÉRALE. 

I.  Discussion  des  surfaces  du  troisième  ordre  à  trois  points 
doubles,  — J'ai  rappelé  une  propriété  caractéristique  de  celles  de 
ces  surfaces  qui  admettent  une  cubique  gauche  comme  asjmpto- 
tique;  on  peut  en  trouver  de  plus  simples.  Pour  les  obtenir,  je 
vais  discuter  Féquation  générale;  celle-ci  peut  s'écrire,  en  suppo- 
sant les  points  doubles  réels, 

XYZ  H-  (AYZ  -f-  BZX  H-  CXY)T  -h(aX  4-  ?  Y  h-  YZ)T*-h  81'=  o, 

les  points  doubles  étant  pris  pour  sommets  du  tétraèdre  de  réfé- 
rence. Si  l'on  effectue  la  transformation 

Xh-AT  =  ^,        Yh-BT=7,        Z4-GT=:Z, 

l'équation  prend  la  forme 

xyz  -^{ax  -h  by  -^  cz)t^-^  dt^=  o. 

Une  surface  du  troisième  ordre,  à  trois  points  doubles,  con- 
tient, en  général,  douze  droites;  on  voit  immédiatement  que  ce 
sont  les  suivantes  : 

(')  Voir  Mémoire  cite,  p.  2>i  et  ti-j. 
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i"  Trois  droites,  dans  le  plan  /  =  o,  passant  cliacunc  par  deux 
des  points  doubles  ; 

2"  Trois  droites  dans  le  plan 

ax  -\-  by  -\-  c z  -^  dt  =  o^ 

qui  sont  les  Intersections  de  ce  plan  par  les  faces  du  tétraèdre 
autres  que  celle  qui  contient  les  ])oints  doubles^ 

3"*  Six  droites  formant  les  couples  donnés  par  les  équations 

y  z  -'r  ai*  =  o.  ùy  -+-  cz  -^r  di  =  o, 
ZT  -h  bt*  =Oy  cz  -\- ax-\- dt  =  o^ 
xy  -»-  c/*  =  o,         ax->r-  by ^-  dt  =  o\ 

ces  dernières  sont  sur  une  quadrique  Q,  avant  pour  équation 

bcyz  -4-  cazx  -h  abxy  -¥-  d(ax  -\-  by  -h  cz  -¥■  dt)t  -+-  abct*  =  o. 

Si  la  surface  du  troisième  ordre  contient  une  cubique  passant 
par  les  points  doubles,  el  les  tangentes  à  celte  cubi(pie  en  ces 
points,  les  lan<^cntes  en  question  appartiennent  au  dernier  groupe 
de  droites.  Je  vais  donc  chercher  dans  quel  cas  trois  de  ces  droites 
peuvent  être  tangentes  à  une  cubique  gauche. 

2.  On  voit  immédiatement  qiie,  si  l'un  des  coefficients  a,  />,  r, 
est  nul,  la  quadrique  Q  se  décompose  en  deux  plans ^  or,  deux 
tangentes  à  une  cubique  ne  peuvent  être  dans  un  même  plan.  On 
doit  donc  supposer  abc^o]  or,  dans  ce  cas,  on  peut  j)ar  une 
transformation  homographique  conservant  le  tétraèdre  de  rvXi^- 
rence  mis  en  évidence,  ramener  Téqualion  à  la  forme 

xyz  -h  A  /  (:r  -h  >'  -t-  z  —  kt)  =  o  ; 

Téquation  de  la  quadrique  Q  devient  alors 

yz  ->e-  zx  -\-  xy  —  ht  {x  -+-/  -t-  5  —  /lO  -h  A/*  =  o. 

On  peut  remarquer  que,  si  la  surface  du  troisième  ordre  est  con- 
juguée (lu  plan  des  points  doubles  par  rapport  à  une  cubique 
tangente  à  trois  droites  passant  respectivement  par  ces  points, 
cette  surface  doit  coulenir  le  pôle  du  plan  par  rapport  à  C^,  pôle 
(pli  est  rinlerseclion  des  plans  des  couples  de  droites  passant  par 
les  points  doubles. 


-^ 
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En  cfTet,  s'il  existe  une  cubique  gauche  réalisant  les  conditions 
énoncées  elle  doit  avoir  pour  tangentes  trois  génératrices  d'un 
même  système  de  Q  ;  elle  doit  donc  loucher  aux  points  doubles 
chacune  des  qiiadriques  inscrites  dans  Q,  le  long  de  la  section 
faite  par  le  plan  de  ces  points;  parmi  ces  quadiiques,  il  j  en  a 
une  qui  contient  la  cubique;  le  pôle  du  plan  par  rapport  à  cette 
quadrique,  ou  par  rapport  à  Q,  doit  être  sur  la  surface  du  troi- 
sième ordre.  Or  ce  p6le  est  donné  par 

X  =^  y  =  z  =  \hi. 

On  trouve  alors  Téquation  de  condition 

A(A«-i-4A)  =  o. 

Si  Ton  suppose  que  le  second  facteur  est  nul,  la  quadrique  Q  a 
pour  équation 

yz-^  z.r  -h  xy  —  n(x  -\-y  -+-  z)H —  =  o. 

C'est  un  cône;  les  six  droites  de  la  surface  du  troisième  ordre 
sont  confondues  deux  à  deux  et  concourantes.  Elles  ne  peuvent 
donc  être  des  tangentes  à  une  cubique  gauche.  Leur  point  de  con- 
cours est  évidemment  un  point  double  de  la  surface;  celle-ci  est 
la  surface  du  troisième  ordre  à  quatre  points  doubles. 

Ce  cas  devant  être  écarté,  on  ne  peut  prendre  que  la  solu- 
tion h  =  o,  et  l'équation  de  la  surface  devient  ( *  ) 

xyz  -+-A(3-4-^-h5)/*=  o. 

3.  Propriétés  caractéristiques  des  surfaces  conjuguées  de 

plans  à  trois  points  doubles,  —  Si  le  plan  /  =  o  est  à  l'infini, 

le  point 

X  =  J'  =  3  =  0 

est  centre  de  la  surface,  et  il  est  clair  que,  si  la  surface  contient  une 
cubique  asj^mptotique,  elle  en  contient  wne  seconde.  Il  est  facile 
de  constater  qu'elle  contient  les  cubiques 


\  X  —K  \  j7-h  r 


(  '  )  M.  Poincaré  a  eu  occasion  de  rcnconlrer  celle  surface  à  propos  dr  recherches 
sur  les  fondions  abélienncs  {Journ.  de  Math,  de  M.  Jordan^  i^y'>). 
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J'ai  posé  A  =  K^.  11  est  clair  qu'il  ne  peut  y  avoir  d'autres  cu- 
biques asymplotiques,  puisque  ces  cubiques  sont  les  seules  tan- 
gentes à  trois  droites  passant  par  les  points  doubles. 

Ces  deux  cubiques  sont  sur  une  même  quadrique 

On  peut,  d'après  la  discussion  précédente,  considérer  wïï^ 
surface  du  troisième  ordre,  conjuguée  d'un  plan,  comme  caracté- 
risée par  les  propriétés  suivantes  : 

1°  La  surface  a  trois  points  doubles,  par  chacun  desquels 
passent  deux  droites  non  situées  dans  le  plan  des  points 
doubles, 

a°  Les  plans  de  ces  couples  de  droites  se  coupent  sur  la  sur- 
face. 

Ces  propriétés  permettraient  de  reconnaître,  sur  un  modèle  de 
surface  du  troisième  ordre  à  trois  points  doubles,  si  celui-ci  repré- 
sente une  conjuguée  de  plan.  Mais  on  peut  encore  trouver  un 
énoncé  caractéristique  plus  simple. 

4.  Il  résulte,  en  effet,  de  la  discussion  faite  plus  haut  qu'une 
surface  du  troisième  ordre  à  trois  points  doubles  ne  peut  posséder 
que  trois  droites  ne  passant  pas  par  les  points  doubles.  Dans  le  cas 
où  la  surface  est  conjuguée  d'un  plan  par  rapport  à  une  cubique 
que  ce  plan  coupe  en  trois  points  distincts,  ces  trois  droites 
existent  elTectivement  et  sont  concourantes;  cette  dernière  pro- 
priété est  caractéristique  des  surfaces  que  j'étudie. 

Donc  la  condition  nécessaire  et  sujfisante  pour  quUine  sur- 
face du  troisième  ordre  à  trois  points  doubles  admette  une 
cubique  gauche  comme  asymptotique  est  que  cette  surface  pos- 
sède une  section  plane,  composée  de  trois  droites  concourantes, 
ne  passant  pas  par  les  points  doubles. 

Le  point  de  concours  de  ces  droites  est  une  sorte  d'ombilic, 
toutes  les  sections  normales  ayant  une  courbure  nulle.  D'après  une 
remarque  que  j'ai  signalée  autrefois  (*  ),  il  doit  passer,  par  le  point 
en  question,  trois  lignes  de  courbure  dont  les  directions  alternent 

(')  Bull,  de  la  Soc.  math,  rie  France,  t.  WIII.  p.  i5o;   c^^o. 
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avec  celles  des  droites;  si  Téquation  de  la  surface  est 

xyz  -r-  K*(a:'  -h^  -»-  ^)  =  o, 

en  coordonnées  rectangulaires,  les  lignes  de  courbure  sont  évi- 
demment les  sections  par  les  plans 

y  =  z,        z  =  T,        x=y, 

qui  sont  des  plans  de  symétrie. 

o.  On  sait  que  l'équation  d'une  surface  du  troisième  ordre  peut 

s'écrire  (*) 

AaS-hBP'-i-  Cy«-+-  Do»-f-EE5=o, 

a,   P,  Y?   S,  s  étant  des  fonctions  du  premier  degré  liées  par  la 

relation 

a-f-P-l-Y-HO-f-s  =  o. 

Eckardt,  en  étudiant  les  surfaces  sur  lesquelles  trois  droites  se 
coupent  en  un  point  et  sont  dans  un  même  plan,  a  trouvé  que,  si  la 
surface  avait  trois  points  doubles,  son  équation  pouvait  s'écrire(-) 

les  points  doubles  étant  dans  le  plan 

8  —  s  =  o, 

et  correspondant  à  des  valeurs  de  a,  p,  -y?  2,  e,  proportionnelles 
aux  nombres  de  Tun  des  systèmes  suivants 

1      — 7,      — 2      I  -   I, 

—  l  2       — 2        I        I  , 

—  2       — 2  2       I        1. 

D'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  la  surface  est  une  conjuguée 
de  plan;  son  ombilic  est  le  point 

«=  P  =  Y  =  o, 

et  les  trois  droites  qui  y  passent  sont  dans  le  plan 

a-t-  p  -H  Y  =  o, 

(')  Sylvester,  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal,  l.  VT,  p.  199;  i85i 
(2)  Eckardt,  Math.  Annalen,  t.  X:  187G. 
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à  rinlcrseclion  de  celui-ci  avec  chacun  des  plans 

a  =  o,        P  =  o,        Y  =o. 

6.  Une  surface  de  la  nature  de  celles  dont  je  viens  d^établir  les 
propriétés  est  déterminée  quand  on  connaît  les  poinis  doubles  et 
Irois  droites  qui,  passant  respectivement  par  ces  points,  ne  se 
rencontrent  pas.  Il  est  facile  de  voir  qu^on  obtient  la  construction 
suivante,  pour  le  svstème  complet  des  douze  droites  de  la  sur- 
face. 

Soient  a,  ^,  y  les  points  doubles.  A,  B,  C  les  droites  corres- 
pondantes. Soit  A.'  la  droite  passant  par  a  et  rencontrant  B  et  C; 
soient  B',  C  des  droites  définies  d'une  façon  analogue;  on  forme 
un  hexagone  gauche. 

Soient  a,  a'  les  points  conjugués  de  a  sur  les  côtés  de  Thexa- 
gone  qui  passent  par  a;  soient  de  même  b,  1/ elc,  c'ies  conjugués 
de  ^  et  Y>  'es  droites  ar/,  bb',  ce'  se  coupent  en  un  point  w. 

Les  douze  droites 

PV»      Y»»      «?. 
A,       B,       C, 

A',       B',      C, 

aa\     bb\     ce' 

sont  situées  sur  une   surface  du  troisième  ordre  ayant  pour  om- 
bilic co;  celte  surface  a  pour  cubiques  asymptotiques  : 

i'*  La  cubique  tangente,  en  a,  p,  y,  aux  droites  A,  B,  C: 
ti"  La  cubique  tangente  en  a,  p,  y,  aux  droites  A',  B',C'. 

II. 

REPRÉSENTATION    SUR    LE    PLAN. 

7.  Représentation  de  la  surface  à  trois  points  doubles  sur  le 
plan  dont  elle  est  la  conjuguée,  —  La  correspondance  qui 
existe  entre  les  points  de  la  surface  et  ceux  du  plan  donne  immé- 
diatement une  représentation  de  la  surface  sur  le  plan.  Si  Téqua- 
lion  de  la  surface  est 

xyz  -{-  {X  -^ y  -k-  z)t'^~  o^ 
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la  cubique  asymplollque  F  est  rinterscclion  des  trois  cônes 

yz  —  (y  —  5)t-\-Zt^=  o, 

ZJT  —  (Z    3^  )  /  -f-  3  /*  =  C), 

^y — (^  —y)f  -^'if*=  o. 

Les  plans  polaires  d'un  point  (X,  Y,  Z,  O)  du  plan  se  coupent 
en  un  point  (j^,y,  2,  t)  tel  que 

T  y  z  t 


\«(Y-Z)        Ym/~\)  ~  Z*(X- Y)  ~       XYZ 

L'image  de  la  section  par  le  plan 

a  j*  -f-  [i  K  -f-  Y  5  -h  0  <  =  o 
a  pour  équation 

aX«(Y-Z)-f-pY*(Z— X)-hYZ»(\  — Y)— a\YZ  =  o. 

Dans  la  représentation  générale  que  M,  Cremona  a  donnée  des 
surfaces  du  troisième  ordre  (*),les  images  des  sections  planes 
sont  des  cubiques  passant  par  six  points  fondamentaux.  Dans  la 
représentation  que  jMndique  les  points  sont  confondus  deux  à 
deux  aux  sommets  A,  B,  C  du  triangle  de  référence,  les  cubiques 
étant  tangentes  à  trois  droites  coA,  coC,  coC.  Le  point  o>  est  le 
point  de  concours  des  plans  osculateurs  à  F,  en  A,  B,  C. 

8.  Images  des  droites  de  la  surface.  —  i"  Les  trois  droites 
qui  joignent  les  points  doubles  sont  leurs  propres  images,  chaque 
point  ajant  pour  image  son  conjugué  par  rapport  au  segment 
déterminé  par  les  points  doubles; 

s''  Les  droites  qui  passent  par  Tombilic  ont  pour  images  les 
traces  (oA,  coB,  coC  des  plans  osculateurs  à  la  cubique  F; 

3"  Les  tangentes  à  F  ont  pour  images  les  points  A,  B,  C; 

4®  Les  tangentes  à  V  ont  pour  images  des  coniques  circonscrites 
à  ABC  et  ajant  pour  tangentes  deux  des  droites  co  A,  wB,  wC. 

Images  des  coniques.  —  Par  chaque  point  de  la  surface  passent 
douze  coniques  dont  les  plans  passent  respectivement  par  les 
droites.   On  obtient  facilement  leurs  images  en   énumérant   les 

C)  Mémoire  de  Géométrie  pure  [Journal  de  Crelle^  l.  C8;  i808). 
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lignes  du  plan  qui  ont  des  conjuguées  du  deuxième  degré  (*), 
el  en  voyant  comment  ces  lignes  s'associent  avec  les  images  des 
droites  de  façon  à  constituer  des  images  de  sections  planes. 

Soit  M  un  point  du  plan,  on  trouve  : 

i"  Les  trois  coniques  passant  par  A,  B,  C,  M  et  tangentes  à  l'une 
des  droites  wA,  toB  ou  œC; 

2"  Les  trois  coniques  passant  par  M  et  deux  des  points  A,  B,  C, 
les  tangentes  en  ces  points  passant  par  co; 

3"  Les  trois  cubiques  passant  par  A,  B,  C,  M,  tangentes  en 
A,  B,  C,  à  toA,  ci)B,  toC,  et  ayant  en  un  des  points  A,  B,  C  un 
point  double  ; 

4"  Les  trois  droites  MA,  MB,  MC. 

9.  Cubiques  tracées  sur  la  sur/ace.  Second  mode  de  repré- 
sentation. —  On  peut  obtenir  les  divers  systèmes  de  cubiques 
tracées  sur  la  surface  en  cherchant  quelles  sont  les  courbes  du 
plan  qui  ont  pour  conjuguées  des  cubiques,  ou,  plus  simple- 
ment, les  courbes  dont  les  images  n'ont  que  trois  points  d'inter- 
section avec  les  images  des  sections  planes,  en  dehors  des  points 
fondamentaux.  Mais  la  représentation  précédente  a  l'inconvénient 
de  posséder  des  points  fondamentaux  confondus;  on  obtient  une 
représentation  à    points  fondamentaux   distincts  en  remplaçant 

X,  Y,  Z  par  Y'  v'  7*  L'^^îwation  générale  des  images  des  sections 

planes  est  alors 

ctYZ(  Y  -  Z)  -h  3ZX(Z  —  X)  -h  yXY(X  -  Y)  h-  ÔXYZ  =  o. 

Les  points  fondamentaux  sont  A,  B,  C  et  les  points  A',  B',  C 
où  les  droites  toA,  wB,  wC  coupent  les  côtés  du  triangle  de  ré- 
férence ABC. 

Cette  représentation  peut  se  déduire  d'une  définition  géomé- 
trique de  la  surface.  En  effet  les  équations  qui  liaient  les  coor- 
données d'un  point  (X,  Y,  Z,  O)  du  plan  de  la  représentation  à 
celles  d'un  point  (j^,  J^,  w,  /)  de  la  surface  pouvaient  s'écrire 

xZ  -hz\—{Z  —  \)t  =  o, 

T\-hy\  -(\-\)t  =  o. 

('  )    Voir,  pour  la  cfucslion  du  clej;ré  de  la  conjuguée  d'une  ligne,  mes  liecherchcs 
sur  les  surfaces  (tfgébrigues,  ele.  {Butl.  Soc.  math,  de  France,  l,  WVl;  l^<♦^*^). 
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Si  l'on  remplace  dans  ces  équations  X,  Y,  Z  par  ^  >  r?»  „>  elles 

deviennent 

7Y-+-  z7.  —  {7.  —  Y)/  =  o, 

t\  h-^Z  — (X~Z)^  =  o, 

x\^-y\  —  (Y  — X)/  =  o. 

On  voit  alors  que  (X,  Y,  Z,  O)  représentent  les  coordonnées  d'un 
point  tel  que  ses  plans  polaires  par  rapport  aux  quadriques 

j^  -h  z^  -+•  i( y  —  z)t  =  Oj 
z*  -¥-  x^  -h  ^( z  —  x)t  ~  o. 

se  coupent  au  point  (^,  J^,  5,  0-  La  surface  du  troisième  ordre  est 
donc  le  lieu  des  conjuguées  des  points  du  plan  ï  =  o  par  rapport 
au  réseau  défini  par  les  trois  quadriques  précédentes. 

Il  est  facile  d'obtenir  la  représentation  des  droites  et  celle  des 
coniques  de  la  surface.  Je  n'y  insiste  pas.  Pour  obtenir  les  images 
des  cubiques  il  suffit,  comme  je  l'ai  rappelé,  de  chercher  des 
courbes  du  plan  qui  coupent  une  section  plane  quelconque  en 
trois  points  autres  que  les  points  fondamentaux.  Je  ferai  simple- 
ment l'énumération  des  systèmes  d'images  de  cubiques  ainsi  ob- 
tenus, après  avoir  indiqué  comment  sont  représentées  les  deux 
pubiques  asymptotiques. 

10.  Représentation  des  cubiques  T  et  V ,  —  Les  points  de  V 
ont  pour  conjuguées  dans  le  plan  les  traces  des  tangentes,  autre- 
ment dit  la  section  de  la  développable  des  tangentes.  Cette  courbe 
est  du  quatrième  ordre.,  elle  a  trois  rebroussements  en  A,  B,  C,  les 
tangentes  en  ces  points  étant  (oA,  (oB,  coC.  Son  équation  est 

Y»ZîH-  Z«X*-4-  X2  Y5-:iXYZ(X  -h  Y  -h  Z)  =  o; 

cette  courbe  est  l'image  de  Y  dans  le  premier  mode  de  représen- 
tation ;  on  en  déduit  immédiatement  l'image  de  F  dans  le  deuxième 
mode  de  représentation  :  c'est  la  conique 

Xî-h  Y*-f-  Z«  —  tiYZ  —  2ZX  —  >\\  =  o, 

inscrite  dans  ABC  et  ayant  pour  points  de  contact  A',  B',  C\ 
L'image  de  F'  dans  le  premier  mode  est  l'intersection  du  plan 
xxvii.  S 
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avec  la  quadriquc  qui  conlient  V  et  V,  car  cette  quadrique  con- 
tient les  cordes  de  F  menées  par  les  points  de  F'.  C'est  donc  la 

conique 

YZ  -h  ZX  -h  XY  =  o, 

circonscrite  à  ABC  et  a^^ant  pour  tangentes  les  droites  conjuguées 
de  wA,  wB,  (oC  par  rapport  aux  couples  de  côtés  du  triangle. 
L'image  F'  dans  le  deuxième  mode  de  représentation  est 

X  -h  Y  H-  Z  =  o, 

c'esl-à-dirc  la  droite  qui  passe  par  les  conjuguées  de  A',  B'  et  C 
par  rapport  aux  segments  BC,  CA,  AB. 


m. 


SYSTEMES    DE    CUBIQUES    GAUCHES, 


H.  É numération  des  systèmes  de  cubiques  tracées  sur  la 
surface.  —  Ces  systèmes  ont  les  images  suivantes  : 


Premier  mode  de  représenlalion. 

I**  Coniques  circonscrites  à  ABC; 

2**  Quartiques  à  points  doubles 
en  A,  B,  C,  ayant  pour  tangentes 
wA,  luB,  wC; 

3"  Cubiques  circonscrites  à  ABC 
tangentes  en  deux  de  ces  points  à 
des  droites  passant  par  w,  et  ayant 
un  point  double  en  Tun  d'eux; 

4"  Coniques  passant  par  deux 
sommets  de  ABC  et  tangentes  en 
l'un  d'eux  à  une  droite  passant 
par  (o. 

5"  Quartiques  passant  par  A,  FJ,C; 
y  touchant  wA,  toB,  wC;  ayant  en 
un  de  ces  points  un  point  double 
ordinaire,  en  un  autre  un  binode; 

6"  Droites; 

7*^  Courbes  du  cinquième  degré 
ayant  en  A,  B,  C  des  binodes  dont 
les  tangentes  sont  toA,  luB,  tuC. 


Deuxième  mode  de  représentation. 

1°  Droites; 

'à"  Coniques  circonscrites  à  A'B'C: 


3"  Coniques  passant  par  deux 
sommets  de  A'B'C  et  l'un  des  som- 
mets opposés  de  ABC,  par  exemple 
A'B'A; 

4"  Coniques  passant  par  deux 
sommets  de  ABC  et  l'un  des  som- 
mets opposés  de  A'B'C,  par  exemple 
ABA'; 

5°  Cubiques  passant  par  deux 
sommets  de  ABC  et  par  les  sommets 
de  A'B'C,  ayant  en  l'un  de  ces  der- 
niers un  point  double; 

(>"  Coniques  circonscrites  à  ABC; 

7"  Quartiques  ayant  des  points 
doubles  en  A',  B',  C  et  passant  par 
A ,  B ,  C . 


^ 
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On  peut  vérifier  rcnuméralion  précédente  en  projetant  d'un 
point  double  les  points  de  la  surface  sur  un  plan.  On  a  ainsi  une 
troisième  représentation  ajant  l'inconvénient  de  ne  pas  faire  jouer 
le  même  rôle  à  tous  les  points  doubles,  mais  ne  donnant  comme 
images  que  des  coniques  ou  des  cubiques  unicursales. 

12.  Propriétés  des  systèmes  de  cubiques,  —  On  peut  recon- 
naître que  Tune  quelconque  des  b'gues  énumérées  peut  être  assu- 
jettie à  passer  par  deux  points  du  plan.  On  obtient  ainsi  vingt- 
deux  cubiques  passant  par  deux  points  de  la  surface;  savoir  : 

Une  cubique  de  chacun  des  systèmes  i°,  2°,  6",  7®,  soit  quatre 
cubiques:  . 

Six  cubiques  de  chacun  des  systèmes  3",  4°j  5",  soit  dix-huit 
cubiques. 

Deux  de  ces  cubiques,  1"  et  2®,  passent  par  les  trois  points 
doubles. 

Six  de  ces  cubiques,  3",  passent  par  deux  points  doubles. 

Douze  de  ces  cubiques,  4"  et  5®,  passent  par  uu  point  double. 

Deux  de  ces  cubiques,  6'^  et  7",  ne  passent  par  aucun  point 
double. 

La  cubique  F  fait  partie  du  système  2**  et  V  du  système  1"; 
deux  cubiques  de  ces  systèmes  sont  sur  une  même  quadrique,  car 
ces  cubiques  se  coupant  en  cinq  points  on  peut  faire  passer  une 
quadrique  par  ces  cinq  points  et  deux  couples  de  deux  points  pris 
respectivement  sur  chaque  cubique. 

On  voit  de  même  que  deux  cubiques  des  systèmes  3"^  passiint 
par  les  mêmes  points  doubles  sont  sur  une  même  quadrique  (*); 
qu'il  en  est  de  même  de  deux  cubiques  des  systèmes  4*^  et  5° 
passant  par  le  même  point  double,  et  de  deux  cubiques  des 
systèmes  6"  et  7**. 

13.  Projections  d\ine  cubique  gauche.  —  Parmi  les  cubiques 
il  y  a  lieu  de  signaler  celles  qui  sont  sur  des  cônes  contenant  F; 
elles  ont  pour  images,  dans  le  premier  mode  de  représentation, 


(')  11  s'agit  de  cubiques  de  systèmes  différents,  c'est-à-dire,  dont  les  images 
ne  possèdent  pas  les  mêmes  points  fondamentaux  ;  par  exemple  les  cubiques  re- 
présentées dans  le  deuxième  mode  par  des  coniques  circonscrites  à  A'B'A  et 
C'B'C. 
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les  traces  des  cônes;  autrement  dit,  les  projections  de  F  sur  le 
jjlan  des  points  doubles.  Ces  projections  sont  des  coniques  cir- 
conscrites à  ABC;  on  peut  déduire  de  la  représentation  sur  le  plan 
des  propriétés  caractéristiques  des  systèmes  de  coniques,  cir- 
conscrites à  un  triangle  et  susceptibles  d*être  les  projections 
d'une  cubique  gauche. 

Il  suffit  de  remarquer  que  les  cubiques  de  la  surface  du  troi- 
sième ordre  qui  sont  sur  des  cônes  contenant  F  sont  tangentes 
à  F,  chacune  au  sommet  du  cône  correspondant;  donc  leurs 
images  sont  tangentes  à  Firnage  de  F.  Si  l'image  d'une  de  ces 
cubiques  est,  dans  le  premier  mode  de  représentation, 

(I)  X\Z-4-fjiZX-4-vXY  =  o, 

son  image  dans  le  deuxième  mode  de  représentation  est 

(  2  )  X  X  -+-  |JL  Y  H-  V  Z  =  o, 

et  la  condition  pour  que  cette  dernière  droite  soit  tangente  à  la 
conique,  image  de  F, 

X2_^  Y*-+-Z«-  aYZ-  ;»ZX  — 2XY  =  o, 

s'exprime  par 

(  3  )  [JLV  H-  vX  -h  XjJL  =   o. 

Il  s'agit  d'interpréter  cette  équation  de  condition.  Or  les  tan- 
gentes en  A,  B,  C  à  la  conique  (  i  )  coupent  les  côtés  opposés  du 
triangle  de  référence  en  des  points  situés  sur  la  droite 

\        \        Z 

-^    H 1 —  O, 

qu'on  peut  appeler  droite  de  Pascal,  correspondant  à  la  co- 
nique.   L'équation    de  condition   (3)  exprime  que  la  droite  (2) 

passe  par  le  point 

\  =  Y=Z, 

c'est-à-dire  par  le  pôle  (o  du  plan  par  rapport  à  la  cubique. 

Donc  la  condition  pour  rjiiUtn  faisceau  de  coniques  circon- 
scrites  à  un  triangle  soit  constitué  par  les  projections  d'une 
cubique  gauche  est  que  les  droites  de  Pascal,  correspondant 
aux  coniques  du  faisceau,  passent  par  un  point  fixe. 
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14.  On  peut  remarquer  aussi  que  le  pôle  de  la  droite  ^  =  o,  par 
rapport  à  la  conique  (i),  étant  donné  par 

X  _  Y  _  ^ 

X  {Jl  —  V 

Téquation  (3)  exprime  que  ce  point  est  sur  la  conique 

YZ  -+-  ZX  —  XY  =  o. 

circonscrite  à  ABC,  et  ayant  pour  pôle  de  :;  =  o  le  point  w.  Donc 
on  obtient  cet  autre  énoncé  :  la  condition  en  question  est  que  le 
pôle  d'un  des  côtés  du  triangle,  par  rapport  à  chaque  conique 
du  faisceau,  soit  sur  une  conique  circonscrite  au  triangle. 

Cet  énoncé  s'applique  très  simplement  dans  certains  cas;  ainsi, 
si  l'on  considère  les  cercles  passant  par  un  point  A,  la  condition 
pour  que  ces  cercles  soient  les  projections  d'une  cubique  gauche 
est  que  leurs  centres  soient  sur  un  cercle  passant  par  A.  Le  centre  (o 
de  ce  cercle  est  le  pôle  du  plan  par  rapport  à  la  cubique. 

lo.  On  voit  facilement  que  si  l'on  se  donne  un  système  (S)  de 
coniques  possédant  les  propriétés  précédentes,  il  y  a  une  infinité 
de  cubiques  admettant  ces  coniques  comme  projections.  En  effet, 
la  connaissance  du  système  (£)  ne  donne  que  trois  points  de  la 
cubique  et  le  pôle  du  plan  des  trois  points;  ou,  mieux  encore,  on 
peut  voir  que  par  deux  points  de  l'espace  il  passe  deux  cubiques, 
se  projetant  suivant  les  coniques  (S). 

Si  l'on  imagine  une  cubique  (F),  deux  des  coniques  du  système 
de  projection  se  coupent  aux  points  A,  B,  C,  traces  de  la  cubique, 
et  en  un  quatrième  point  D,  trace  de  la  droite  des  sommets  des 
cônes  ayant  ces  coniques  pour  traces.  Or  il  est  facile  de  voir  que 
les  droites  de  Pascal  correspondant  au  faisceau  des  coniques  qui 
passent  par  A,  B,  C,  D,  enveloppent  une  conique  S  inscrite  dans 
ABC,  les  points  de  contact  étant  sur  AD,  BD,  CD.  Si  donc  on  se 
donne  deux  points,  Oi,  O2,  et  si  l'on  prend,  pour  D,  la  trace  de 
0|02  sur  le  plan  des  coniques  (S),  la  conique  S  est  déterminée. 
Les  tangentes  menées  de  (o  à  S  sont  les  droites  de  Pascal  de  deux 
coniques  5I<,  22  du  système  (S).  Celui-ci  est  constitué  par  les  pro- 
jections des  deux  cubiques,  intersections  soit  des  cônes  0|  £4, 
O2S2,  soit  des  cônes  O^  S2Î  O2S,  (*  ). 

(')  J'ai  donne,  dans  une  Noie  insérée  aux  Nouvelles  Annales  de  Mathéma- 
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16.  Les  cubiques,  intersections  de  la  surface  du  Iroisième  ordre 
par  les  cônes  contenant  F,  possèdent  des  propriétés  intéressantes. 
Si  Ton  fait  une  transformation  homographique,  rejetant  àTinfini 
le  plan  des  points  doubles,  chacune  de  ces  cubiques  est  le  lieu  du 
milieu  des  cordes  menées  par  un  point  de  F.  La  surface  est  alors 
engendrée  par  la  translation  de  Tune  d'elles. 

On  déduit  alors,  des  propriétés  générales  des  surfaces  de  trans- 
lation (*),  que  ces  cubiques  forment  deux  systèmes  conjugués 
sur  la  surface,  et  que  chacune  est  la  courbe  de  contact  d'un  cône 
ajant  pour  sommet  le  point  où  une  tangente  à  F  coupe  le  plan  des 
points  doubles. 

La  surface,  ayant  deux  cubiques  asymptotiques,  est  donc  trans- 
formée homographique  d'une  surface  qui  peut  être  considérée,  de 
deux  façons  différentes,  comme  surface  de  translation. 

IV. 

SURFACES    PARTICULIÈRES. 

17.  Surface  conjuguée  d'un  plan  langent,  —  Si  un  plan 
coupe  une  cubique  en  un  point  et  la  touche  en  un  autre,  la  con- 
juguée du  plan  par  rapport  à  la  cubique  a  deux  points  doubles, 
dont  l'un  doit  être  considéré  comme  résultant  de  la  coïncidence 
de  deux  points  doubles.  Je  prends  pour  tétraèdre  de  référence 
celui  qui  se  conserve  dans  une  transformation  homographique  con- 
servant la  cubique  et  le  plan.  Si  l'on  représente  la  cubique  par  les 

équations 

X  _  Y^        Z  _  T 

X»  ~  X«  "  7  "  V 

la  surface  conjuguée  du  plan  Y  =:  o  a  pour  équalion 

XYZ^Y2T-2XT*=o. 

Celle  surface  se  conserve  par  les  transformations  homogra- 
phlques  qui  conservent  le    tétraèdre   et    la  cubique  ;   on   en    dc- 


iiques  (|).  .V|i,  1S98),  une    élude  élômcnlaire    fin  syslèinc  de  coniques  ronslilu*^ 
par  les  projections  d'une  cut)iquc  gauche. 
(')  Voir  les  Leçon»  sur  la  Théorie  des  surfaces^  de  M.  Darboux.  i.  I,  p.  io3. 


^ 
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duil  immédia lenienl  qii^elle  n^a  pas  d'autres  droites  que  les  sui- 
vantes : 

r*  T  =  o,  Z  =r  o,  tangente  à  F,  au  point  où  celle-ci  coupe  le 
plan  Y=  o,  c'est-à-dire  au  point  double  ordinaire; 

2°  T  =  o,  Y  =  o,  droite  joignant  les  deux  points  doubles  ;  le 
plan  Y=  o  est  tangent  à  la  surface  tout  le  long  de  cette  droite; 

3"  T=o,  X  =  o,  intersection  des  plans  osculateurs  à  F,  aux 
deux  points  doubles  de  la  surface; 

4"  X=  o,  Y  =  o,  langente  à  F,  au  point  où  celle-ci  touche  le 
plan  Y  =  o,  c'est-à-dire  un  point  double  qui  résulte  de  la  coïnci- 
dence de  deux  points  doubles;  en  ce  point  le  cône  des  tangentes  se 
décompose  en  deux  plans  X=o,  Y  =  o,  tangents  à  la  surface, 
chacun  le  long  d'une  droite. 

Si  une  cubique  autre  que  F  était  ligne  asymptotique  de  la  sur- 
face, elle  se  conserverait  par  les  transformations  conservant  le  té- 
traèdre de  référence;  le  plan  Y  =  o  devrait  être  sécant  au  point 
double  ordinaire  Y  =  Z  =  T  =  o,  tangent  à  l'autre  point  double 
X  =  Y  =  T  r=  o,  de  sorte  que  les  équations  de  la  cubique 
pouraient  s'écrire 


■  "urire 

Y  Z        T 


A  fji*        B  fji»  I 


t 


l'équation  de  la  conjuguée  du   plan  Y  =  o,  par  rapport  à  cette 

cubique,  serait 

XYZ  -+-  A Yï  T  -  2  BXT»  =  o, 

qui  ne  coïncide  avec  la  première  que  si 

A  =  B  =  i. 

Donc  la  surface  n'admet  qu'une  cubique  comme  asympto- 
tique. 

18.  Cubiques  gauches  de  la  sur/ace.  —  On  peut  obtenir  des 
représentations  de  la  surface  sur  le  plan,  analogues  à  celles  que  j'ai 
données  pour  la  surface  générale  ;  ces  représentations  ont  l'une  et 
l'autre  l'inconvénient  de  correspondre  à  des  systèmes  de  points 
fondamentaux  qui  ne  sont  pas  tous  distincts.  Il  y  a  alors  avantage 
à  projeter  la  surface  sur  le  plan  Z  =  o  en  prenant  pour  centre  de 
projection  le  point  double  opposé;  car  on  n'a  plus,  pour  images 
des  cubiques  gauches  de  la  surface,  que  des  coniques  ou  des  eu- 
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biques  unicursales  et,  en  oulre,  on  a  immédialement  l^équalion 
des  cubiques  de  la  surface  dans  Tespace. 

Si  l'on  suppose  le  plan  T  =  o  à  Tinfini,  la  section  par  le  plan 

Z  =  AX-+-BY-^G 

a  pour  projection,  sur  le  plan  Z  =  o, 

XY(AX  -I-  BY  -+-  G)  -h  Y«-  2X  =  o. 

Les  courbes  représentées  par  celte  équation  ont  pour  asymptote 
OX,  une  autre  asymptote  étant  parallèle  à  OY,  elles  ont  trois 
points  communs  en  O,  la  tangente  étant  OV. 

Les  coniques  qui  représentent  des  cubiques  gauches  doivent 
avoir  trois  points  fondamentaux  communs  avec  les  images  des  sec- 
tions planes;  en  faisant  Ténumération  des  combinaisons  possibles 
a  priori,  entre  les  points  pris  trois  à  trois,  et  en  écartant  celles 
qui  ne  donneraient  pas  des  coniques  proprement  dites,  on  ne 
trouve  que  les  suivantes  : 

i"  Les  trois  points  sont  à  Tinfini 

j(jr  — a)  — p  =o; 

2''  Deux  points  sont  à  l'infini  et  distincts,  le  troisième  est 
en  O 

les  cubiques  situées  sur  des  quadriques  passant  par  F  sont  don- 
nées par  cette  équation  ; 

ii"  Deux  points  sont  en  O,  le  troisième  sur  OX  à  Tinfini 

4"  Les  trois  points  sont  confondus  en  O 

on  peut  voir  que  les  seules  cubiques  à  point  double  qui  n'aient 
avec  les  images  des  sections  planes  que  trois  points  communs,  en 
dehors  des  points  fondamentaux,  correspondent  aux  sections  planes 
passant  par  le  point  double  à  l'infini  sur  OX.  Il  n'y  a  donc  pas  de 
cubiques  gauches  ayant  pour  images  des  cubiques  planes. 

11  est  assez  remarquable  que  celle  surface  particulière  admetle 
seulement  quatre  cubiques  gauches  passant  par  deux  points,  la  sur- 
face générale  en  ayant  vingt-deux,  et  la  surface  plus  particulière 
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qui  est  conjuguée  d'un  plan  osculateur  en  admellanl  une  double 
infinité,  comme  on  va  le  voir. 

19.  Surface  conjuguée  d^ un  plan  osculateur.  —  Si  la  cubique 

a  pour  équation 

X  _  Y^  _  Z  _  T 
X3  ~  X»  ■"  X  "  I  ' 

la  surface  conjuguée  du  plan  T  =  o  a  pour  équation 

XTî— 3YZT-+-2Z5  =  o; 

c'est  la  surface  réglée  à  directrices  confondues,  connue  sous  le 
nom  de  surface  de  Cayley,  Toute  surface  de  Cayley  est  suscep- 
tible de  la  définition  précédente. 

Si  le  plan  T=  o  est  à  Tinfini,  les  asjmptotiques  sont  données 
par 

et  la  surface  est  le  lieu  du  milieu  des  cordes  d'une  quelconque  de 
ses  asymptotiques;  elle  peut  donc  s'engendrer  d'une  inGnité  de 
façons  par  la  translation  d'une  cubique  gauche. 

On  a  immédiatement  les  lignes  tracées  sur  la  surface  en  pro- 
jetant celle-ci  sur  le  plan  X  =  o;  ce  qui  donne  les  résultats  sui- 
vants : 

1°  Les  coniques  de  la  surface  ont  pour  équations 

2°  Les  cubiques  gauches  passant  par  le  centre  de  projection, 
situé  à  l'infini  sur  OX,  ont  pour  équations 

y  =z  az^-^bz-k-Cy         x  — 'iz{az^-Jf- bz -¥- c) — iz^\ 

3"  Les  autres  cubiques  sont  données  par 

9.    ,  a  Zaz 

Il  résulte  de  là  qu'on  peut  faire  passer  une  cubique  par  quatre 
points  de  la  surface.  Ce  fait  se  constate  a  priori,  si  l'on  remarque 
qu'un  cône  du  second  ordre,  passant  par  la  directrice  et  une  gé- 
nératrice, coupe  la  surface  suivant  une  cubique. 
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ÉTUDE  SUR  LES  SURFACES  RÉELLES  DÉFINIES  PAR  L'ÉQUATION  l\^^^^  =  •; 

Par    M.     DE     MONTCHEUIL. 

Nous  avons  rattaché  les  surfaces  définies  par  Téquation 

au  mouvement  de  deux  plans  et  d'une  droite,  et  nous  en  avons 
déduit  un  mode  de  construction  de  ces  surfaces  (*).  Le  procédé 
indiqué  s'étend  à  toutes  celles  qui  vérifient  Téquation  (i),  aux 
réelles  aussi  bien  qu'aux  imaginaires.  Il  a  toutefois  l'inconvénient 
d'introduire,  dans  la  détermination  de  celles-là,  des  éléments  ima- 
ginaires, tels,  par  exemple,  que  les  développables  isotropes. 

Nous  nous  proposons,  ici,  de  considérer  à  part  les  surfaces 
réelles  et  de  déduire,  du  mode  de  génération  précédemment  ex- 
posé, un  mode  particulier  à  celles-ci,  où  n'entrent  que  des  élé- 
ments réels. 

Mais  avant  d'aborder  directement  la  question,  nous  allons,  en 
vue  d'en  préparer  la  solution,  présenter  sous  deux  nouveaux 
aspects  notre  méthode  générale  de  construction. 

Rappelons  que  notre  première  méthode  consiste  à  mener  une 
droite  parallèle  à  Fintersection  de  deux  plans  roulant  sur  deux 
développables  isotropes,  et  passant  par  le  milieu  du  segment 
qui  joint  les  points  de  contact  de  ces  plans  avec  deux  courbes 
tracées  respectivement  sur  les  développables.  Cette  droite  est  l'élé- 
ment de  la  congruence  normale  aux  surfaces  cherchées. 

Nous  pouvons  présenter  ce  mode  de  construction  sous  un  autre 
point  de  vue,  en  énonçant  une  proposition  que  nous  allons  dé- 
montrer. 

Théorème.  —  Si  l'on  imprime  à  un  système  de  trois  plans  : 
P,  P',  P',  aux  intersections  parallèles  I,  T,  F,  un  mouvement 
tel  que  les  deux  premiers  plans  P,  P'  roulent  respectivement 
sur  deux  développables  isotropes,  le  troisième  plan  V"  passant 

(')  Voir  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  (.  XXVI,  p.  io3. 
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constamment  par  le  segment  de  droite  qui  joint  les  points  de 
contact  des  plans  P,  P'  avec  deux  courbes  respectivement 
tracées  sur  chaque  développable  isotrope,  toute  droite  du 
plan  \^"  parallèle  aux  trois  intersections^  et  dans  un  rapport 
de  distances  constant  avec  deux  droites  I,  F,  constitue  l'élé- 
ment le  plus  général  de  la  congruence  normale  aux  sur/aces 
définies  par  V équation  (r). 

Ce  théorème  est  évident,  dans  le  cas  où  le  rapport  des  distances 
est  Tunité;  car  alors  nous  avons  une  droite  passant  par  le  milieu 
du  segment,  et  parallèle  à  Pintersection  des  plans  isotropes;  nous 
avons  vu  qu'une  telle  droite  est  normale  aux  surfaces  en  ques- 
tion. 

Il  reste  à  établir  que  la   proposition  est  encore  vraie,  quand  le 

rapport  des  distances  r-  a  "ne  valeur  quelconque,  d'ailleurs  con- 

slante,  pour  toutes  les  positions  de  la  droile. 

Pour  cela,  continuons  à  définir  les  développables  isotropes,. et 

les  deux   courbes  Iracées  sur  ces  surfaces,  au  mojen  des  mêmes 

fonctions  A,  A4,  B,  B,  que  précédemment  (*)  et  donnons  à  ^  la 

forme  nouvelle 

XAM|-t-XtA,MH-XB-i-X,Bi 


J  =  u 


Xt 


où  r- représente  une  quantité  constante.  Cherchons  les  coor- 
données de  la  développée  moyenne  des  surfaces  correspondantes. 
En  désignant,  comme  nous  Pavons  fait  déjà,  par  X,  Y,  Z, 
X|,  Y^,  Zi  les  coordonnées  des  points  de  contact  des  plans  iso- 
tropes avec  les  courbes  tracées  sur  les  développables,  on  trouve 

_  XX-+-X|X|  _  XY-f-X|Y,  _  XZH-XtZ, 

^*^"     x  +  x,    '       ^''-     X-f-X,    '       ^'-    X  +  X,    * 

Un  tel  point  est  bien  situé  sur  le  segment  qui  relie  les  points 
de  contact,  et  dans  un  rapport  de  distances  constant  à  ses  extré- 
mités. Or,  la  normale  aux  surlaces,  par  définition,  passe  par  ce 
point.  On  vérifie  d'ailleurs  qu'elle  est  parallèle  à  Pînlersection 


(')  Voir  Tartirle  déjà  cité. 
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des  plans  isotropes;  elle  est  donc  située  dans  le  plan  P^  et  vérifie 
toutes  les  conditions  du  théorème. 

Deux  développables  isotropes  étant  données,  ainsi  que  les 
courbes  tracées  sur  chacune  déciles  (ce  qui  revient  à  donner  les 
(onctions  A,  B,  A| ,  B<),  on  peut  étudier  la  variation  des  surfaces, 

correspondant  à  la  variation  du  rapport  y--  On  constatera,  par 

exemple,  que  tout  point  du  segment  est  susceptible  de  décrire  une 
surface  minima,  pour  une  détermination  convenable  des  fonc- 
tions. 

Pour  X  =  X|  on  obtient  les  surfaces  dont  la  développée 
moj^enne  est  tracée  par  le  point  milieu  du  segment. 

Pour  ^  =  o  ou  X,  =  o  les  surfaces  se  réduisent  aux  courbes 
tracées  sur  les  développables. 

Remarquons  que  les  fonctions  qui  figurent  ici  dans  l'expression 
de  i  sont 

A,       ;r — — T— Al,       r — — c- D,       ^ — — v-  «i. 


X-^Xi     *     X-4-X,     *'     X-4-Xt    '     X-4-X, 

Nous  pouvons  encore  envisager,  sous  un  autre  aspect,  le  sys- 
tème des  plans  mobiles. 

Considérons  un  faisceau  de  plans  et,  dans  un  de  ces  plans, 
donné,  une  droite  D,  parallèle  à  Finlersection  du  faisceau.  Sup- 
posons tous  ces  éléments  mobiles,  et  dépendant  de  deux  para- 
mètres. La  droite  D  constitue  l'élément  d'une  congruence.  Le 
mouvement  du  système  étant  donné,  si  l'on  veut  que  cette  droite 
soit  normale  à  une  famille  de  surfaces,  il  faudra  définir  convena- 
blement sa  distance  à  l'intersection  du  faisceau.  D'ailleurs,  la  na- 
ture des  surfaces  dépendra  de  la  nature  du  mouvement  du  système. 
On  peut  donc  se  poser  les  deux  problèmes  suivants  : 

1°  Etant  donnée  une  famille  de  sur/aces,  déterminer  les 
conditions  que  doit  remplir  le  moui'ement  du  faisceau  ; 

2°  Etant  donné  le  mouvement  du  faisceau,  déterminer  la 
nature  des  surfaces. 

Implicitement,  nous  avons  considéré  un  pareil  système,  et  les 
résultats  obtenus  peuvent  se  résumer  dans  ce  théorème  : 

Théorème.   —  Soit  un  faisceau  mobile ,  dépendant  de  deux 


% 
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variables f  tel  que  deux  de  ses  plans  roulent  sur  deux  dévelop- 
pables  isotropes;  soient  encore  deux  courbes  tracées  respecti- 
vement sur  ces  développables ;  dans  tout  plan  du  faisceau, 
partageant  dans  un  rapport  constant  le  segment  qui  relie  les 
points  de  contact  des  courbes  aux  plans  tangents,  il  existe 
une  droite  parallèle  à  l'intersection  du  faisceau  et  normale  à 
une  famille  de  surfaces  définies  par  l'équation  (  i  )  ;  cette  droite 
est  celle  qui  passe  par  le  point  d'intersection  du  plan  et  du 
segment. 

On  pourrait  choisir,  pour  plan  contenant  la  normale,  Tun  des 
plans  isotropes,  mais  alors  la  surface  se  réduirait  à  une  courbe. 

I. 

Ces  préliminaires  établis,  nous  pouvons  aborder  la  question 
des  surfaces  réelles. 

Ecrivons  Texpa-ession  de  $  sous  sa  forme  primitive 

Ç  =  A  //i  -4-  Al  M  -4-  B  -h  Bi, 

où  A,  B  sont  des  fonctions  de  u,  A|^  1>|  des  fonctions  de  u^.  On 
vérifie  que  la  condition  nécessaire  et  sufGsante  de  réalité  des  sur- 
faces correspondantes  est  que  les  quantités 

M,    A,     B;        Ml,    Aj,     Bi 

soient  respectivement  conjuguées.  Nous  supposerons,  désormais, 
qu^il  en  est  ainsi. 

Nous  nous  proposons  donc  de  rattacher  ces  surfaces  à  un 
système  de  plans  mobiles,  analogue  à  celui  que  nous  avons  consi- 
déré, dans  le  cas  général,  mais  dont  tous  les  éléments  soient 
réels. 

Dans  ce  but,  nous  allons  faire  une  étude  sommaire  du  faisceau 
mobile  de  plans,  dont  Tintersection  commune  est  celle  des  deux 
plans  isotropes  définis  par  les  équations 

(  (i  —  u^)x  -^  i{î  -^  u*)y  -\-  2UZ  -f-2C  =  o, 

(2)  ' 

I  (i  —  u])x  —  i( i-^  u\)y  -h  'iUyZ -h  9.Ci  =  o. 
Nous  désignons  ici  par  C,  C,  les  fonctions  A  —  w  B,  A,  —  u^  B< . 
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Par  suite,  C  et  C|    sonl  ici  des  fonctions  conjuguées,   et  l'inter- 
section des  plans  est  une  droite  réelle. 

C  et  C(  étant  des  fonctions  respectives  (d ^ailleurs  conjuguées) 
de  u  et  de  iiy^  des  considérations  analytiques  très  simples  permet- 
tent de  vérifier  qu'on  peut  les  écrire  sous  la  forme 

Co  dtanl  une  solution  réelle  de  l'équation 

en  d'autres  termes,  Cq  étant  une  fonction  harmonique. 
Nous  avons  supposé  a  et  ^  définis  par  les  relations 


Posons 


(3) 


M  =  a  -h  ip,         Ml  =  a —  «p, 


di 


/  est  ici  une  quatrième  coordonnée  que,  à  moins  de  mention  spé- 
ciale, nous  supposerons  toujours  égale  à  l'unité. 

Si  l'on  tient  compte  de  ces  formules,  le  système  (2),  qui  définit 
le  faisceau  mobile,  peut  s'écrire 

p  r 

\l.x-\-  f  Gj.=  o. 

Nous  sommes  ainsi  amenés  à  considérer  le  syslcmc  des  quatre 
plans  du  faisceau  défmis  par  les  équations 

j  E^— /Gj=o,         Ex=<>' 
j  l!:;|.4-  iÇ>z—  o,        Gj.—  o. 
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auquel  on  peul  substituer  le  système  plus  géuéral 

I  Ki:--«Ga:=o,         X'E^-hX'Gx=o, 

(  o  ) 

/  E^-f-/Ga.=  o,         A*  Ex — X'Gx=o. 

Oq  vérifie  que  le  système  de  plans  délini  par  les  deux  équa- 
tions de  la  seconde  colonne  constitue  le  système  le  plus  général 
des  plans  orthogonaux  du  faisceau;  d'ailleurs  les  quatre  plans 
forment  un  faisceau  harmonique. 

Remarquons  que,    pour   les   valeurs    réelles   de  r^9   les   plans 

orthogonaux  sont  réels.  Nous  supposerons  qu'il  en  est  toujours 
ainsi. 

Le  système  des  plans  orthogonaux  du  faisceau  est  appelé  à  jouer, 
par  rapport  aux  surfaces  réelles,  un  rôle  analogue  à  celui  du  sys- 
tème des  plans  isotropes  primitivement  considéré  par  rapport  aux 
surfaces  quelconques;  aussi  allons-nous  l'étudier  avec  quelques 
développements. 

11. 

Le  premier  système  orthogonal  qui  attire  notre  attention  est 
celui  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  les  parties  réelles  et  les 
parties  imaginaires  des  premiers  membres  des  équations  des 
plans  isotropes.  On  a  ainsi  les  deux  équations 

(-)  Ej.=  o,        Ga:=o. 

Nous  allons  chercher  à  caractériser  nettement,  au  point  de  vue 
géométrique,  le  mouvement  de  ces  deux  plans  orthogonaux, 
comme  nous  l'avons  fait  pour  le  mouvement  des  deux  plans  iso- 
tropes. 

Dans  ce  but,  écrivons  d'abord  les  deux  systèmes  d'équations 
qui  définissent  les  enveloppes  de  chacun  de  ces  plans,  a  et  ^  étant 
ici  considérées  comme  les  variables  indépendantes.  En  dérivant 
les  premiers  membres  des  équations  (7)  par  rapport  à  chacune  de 
ces  variables,  on  trouve  les  deux  systèmes 

Ejr=o,        Gj.=  o, 
K.C  —  o,         Hx=  o. 


•^ 
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Nous  avons  tenu  compte  de  l'équation 


H T?rr  =  O. 


On  remarque  que  les  deux  dernières  équations  sont  les  mêmes 
dans  les  deux  systèmes.  La  droite  qu'elles  déterminent  contient 
donc  les  deux  points  de  contact  des  deux  plans  avec  leurs  enve- 
loppes et  n'est  autre,  par  conséquent,  que  le  segment  qui  relie 
les  deux  points.  Il  est  l'analogue  du  segment  relatif  aux  plans  iso- 
tropes que  nous  avons  déjà  considéré.  Pour  la  brièveté  du  lan- 
gage, nous  appellerons  désormais  ces  deux  segments  :  segment 
isotrope,  segment  orthogonal. 

Les  équations  de  celui-ci  peuvent  s'écrire 


X 


a 

d«Co 

^  d{J« 

a* 

a«Co 

D'autre  part,  les  paramètres  directeurs  de  l'intersection  du  fais- 
ceau, étant  proportionnels  aux  cosinus  de  la  normale  aux  surfaces 
définies  par  Téquation  (i),  le  sont  aux  quantités 

Si  l'on  lient  compte  de  ces  relations,  et  qu'on  désigne  par  y, 
l'angle  de  l'intersection  du  faisceau  avec  l'axe  des  5,  on  trouve 
pour  valeur  du  cosinus  de  l'angle  du  segment  orthogonal  avec 
celte  intersection  l'expression 


/ 


-HCOSY  Y 

*~  =  cos  -  • 

2  '?. 


Or,  si  l'on  cherche  maintenant  la  valeur  du  cosinus  de  l'angle 
du  même  segment  avec  l'axe  des  :;,  on  trouve  celte  même  valeur. 
Le  segment  fait  donc  un  angle  égal  avec  Taxe  des  z  et  avec  l'inter- 
section du  faisceau,  et  cet  angle  est  la  moitié  de  celui  que  font 
cnlre  elles  ces  deux  dernières  droites.  Le  segment  est  donc  parai- 
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lèle  à  chacune  d'elles.  On  vérifie  d'ailleurs  celte  dernière  pro- 
priété en  remarquant  que  le  segment  orthogonal  est  situé  dans  le 
plan 

Hx=:?x-a^-h-^  =  o, 

plan  parallèle  à  l'intersection  du  faisceau  et  à  l'axe  des  s.  Nous 
pouvons  donc  formuler  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Quand  deux  plans  d^un  faisceau  niobile 
roulent  respectivement  sur  deux  développables  isotropes  con- 
juguées; si  l^  on  égale  ào  les  parties  réelles  et  imaginaires  des 
premiers  membres  des  équations  de  ces  plans,  on  obtient  un 
système  orthogonal  réel  du  faisceau.  Ses  deux  plans  roulent 
sur  deux  surfaces  dont  les  points  de  contact  respectifs  sont  sur 
une  ligne  droite,  bissectrice  de  V angle  formé  par  une  direc- 
tion fixe  et  par  V intersection  du  faisceau. 

Nous  prenons  ici  le  terme  angle  dans  le  sens  où  il  s'applique  à 
des  droites  non  concourantes. 

Remarquons,  en  passant,  que  si  l'on  élimine  les  quantités  a,  |î, 
Co  et  les  dérivées  de  Co  enlre  les  trois  équations 

qui  définissent  l'enveloppe  de  l'un  des  plans  orthogonaux,  et  les 
deux  équations 

on  obtient  l'équation  aux  dérivées  partielles 

Nous  obtenons  ainsi  une  équation  de  la  forme 

Arn-  B5  -h  Gf  =  o, 

où  A,  B,  C  sont  des  fonctions  de  />  et  de  ^r  et  dont  nous  connais- 
sons l'intégrale  générale.  Cette  intégrale  définit  l'enveloppe  des 
plans  déterminés  par  l'équation 

xxvn.  9 


Eli  permutant /J  avec  q  el  /*  avec  l^  on  aurait  l'équation  relative 
au  second  plan  orthogonal. 

II  existe  une  relation  intéressante  entre  le  segment  orthogonal 
et  le  segment  isotrope.  Tous  Jeux  rencontrent  chaque  cléveio|>- 
pable  suivant  la  même  génératrice  et  forment,  par  suitCr  avec  ces 
deux  génératrices  un  quadrilatère. 

En  efTet,  si  Ton  se  reporte  au  système  (3),  on  constate  aisément, 
que  les  génératrices  des  dévcloppables  sont  définies  respective- 
ment par  les  deux  systèmes 

Ex  -  i^x  =  o,         Fx  -I-  I  G^r  =  o, 
H^  -  iKj.  =  o,        Hx-4-  iK.r  =  o. 

D'ailleurs,  le  segment  orthogonal  est  donné  par  les  équations 

llx=:o,        Kx=o. 

On  voit  donc  que  ce  segment  rencontre  les  génératrices.  I^e 
segment  isotrope  les  rencontre  également  par  définition.  Notre 
proposition  reste  donc  établie. 


III. 

Si  Ton  considère  Tensemble  des  quatre  plans  isolropes  et  ortho- 
gonaux définis  par  les  équations  (5)  avec  les  deux  segments  cor- 
respondants, on  remarquera  qu'il  existe  une  droite  parallèle  à 
l'intersection  du  faisceau  et  rencontrant  les  deux  segments.  On 
peut  chercher  à  délerminer  un  système  orthogonal  du  faisceau  par 
la  condition  que  cette  droite  ]>artage  le  segment  isotrope  dans  un 
rapport  constant.  C'est  ce  système,  que  nous  allons  chercher  à 
déterminer,   en   calculant  la   valeur   correspondante  de  la  quan- 

.  .  r 

Partons  du  système  orthogonal  le  plus  général,  tel  qu'il  a  été 
défini  par  les  équations  (G),  et  déterminons  les  enveloppes  de  cha- 
cun de  ces  |)lans. 

Si  nous  désignons  par  Xi,  >'i,  r<,  /»  ^  ^21^2»  ^21  '2»  les  coor- 
données respectives  de  ces  deux  enveloppes,  nous  obtiendrons, 
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en  tenant  compte  des  équations  (3),  les  deux  systèmes 

X'E^,-hX'Gr.=  o, 

T-  E".  +  ^  G...  +  2 X*  H,.  -  2 X' K,,  =  o, 

i 

!^  E.,  _  ^!  G^.  -  a  X'  H..  -  a  X'  K..,  =  o, 


Posons 


dX'  ^         f>X' 


0^  ^-*  -  '^  ^-*  -^  '  ^''  "  »  *  -  ^  ^'>^  ' .  =  ^• 


Un  calcul,  dont  nous  omettons  le  développement,  substituera 
aux  systèmes  précédents  les  deux  systèmes  suivants 

"•*•-?*  '2COS2I0        '  K^.-  — pi  2COS2«0        ' 

I  E^,=  p,«^  G...^=p,e-e, 

Pi  et  p2  sont  ici  des  facteurs  de  proportionnalité. 

Constatons,  en  passant,  l'existence  de  deux  relations  entre  les 
coordonnées  des  enveloppes,  indépendantes  du  système  ortho- 
gonal choisi. 

On  trouve,  en  efiel. 

Ex,  E.r,  -h  Gx,  G.» ,  =  o, 

Cela  posé,  écrivons  Féquation  générale  des  plans  passant  par 
les  deux  points  de  coordonnées  Xy,  y^^  Z|,  t^  \^%f  y2i  ^2?  ^-j)  ou,  en 
d'autres  termes,  par  le  segment  orthogonal  qui  relie  ces  deux 
points.  Si  nous  désignons  par  j?3,j^3,  5»,  /»  les  coordonnées  d'un 


troisième  point  variable  quelconque,  nous  aurons  l'équation 


ÛT 

y 

z 

/ 

Ti 

y\ 

Si 

^1 

Xi 

y% 

^1 

tt 

^3 

ra 

^s 

h 

=  o. 


Eu  tenant  compte  du  système  (3),  les  propriétés  des  détermi- 
nants permettent  d'écrire  cette  équation  sous  la  forme 


E 


^'x 


H-r         K- 


E.r,     Gx,     Hj-,     Kx 


Er,       Gj-, 
E.r.      Gx, 


1      ---«l 

Hj-.     Kx. 


=  o. 


Supposons  les  quantités  ^3,  J^s,  ^3,  h  choisies  de    telle   sorte 

qu'on  ait 

Ex,  =  o,        Gx,  =  o, 

Téquation  précédente  deviendra 


Ex 

(Jx 

Hx 

Ex 

Gx 

Kx 

E^r. 

Gx, 

Hx, 

Kx.- 

Ex, 

Gx. 

Kx, 

Ex. 

Gx, 

Hx, 

Ex. 

Gx. 

Kx. 

H^.  = 


o 


et,  en  tenant  compte  des  deux  systèmes  (8)  et  (9), 


K..[ 


E 


ai 

à? 


Gx  ss  "^"  ^'  COS216  Hx  I 


à? 


""'•[*^'Jâ"^^'5Î^^^'''^' 


fe  Kx]  =  o. 


Si  Ton  a  donné  le  système  orthogonal,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  la  quantité 


Téquation  précédente  définit  le  faisceau  des  plans  passant  par  le 
segment  orthogonal.  Ce  segment  lui-même  peut  donc  être  défini 
par  les  deux  équations 


(lO) 


l    hx  "   —  Gx   so   -h  t»  (*OS'2l6  Hx  =  o. 


à? 


Ti 
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On  vérifie  que  le  premier  de  ces  plans  esl  parallèle  à  l'inlersec- 
iion  du  faisceau  qui  contient  les  plans  orthogonaux  et  isotropes. 
Du  reste,  il  suffit,  pour  s'en  rendre  compte,  de  remarquer  que,  des 
trois  plans  définis  par  les  équations 

les  deux  premiers  contiennent  cette  intersection,  tandis  que  le 
dernier  lui  est  parallèle.  • 

Le  plan  défini  par  Téqualion  (lo)  contient  la  droite  que  nous 
avons  considérée  au  début.  Cette  droite,  en  effet,  rencontre  le 
segment  orthogonal,  et  par  suite  le  plan  (lo),  qui  contient  ce 
segment.  Elle  est  parallèle  à  l'intersection  du  faisceau;  le  pian, 
étant  lui  aussi  parallèle  à  cette  intersection,  contient  la  droite 
tout  entière.  Par  suite,  il  contient  le  point  où  cette  droite  ren- 
contre le  segment  isotrope,  point  que  nous  voulons  déterminer, 
de  telle  sorte  qu'il  partage  ce  segment  dans  un  rapport  constant. 
Pour  cela,  écrivons  les  équations  des  coordonnées  d'un  point  véri- 
fiant cette  condition  ;  portons  ces  valeurs  dans  l'équation  du 
plan  (lo)  en  question  et  nous  obtiendrons  ainsi  une  équation  où 
figureront  6  et  ses  dérivées.  Cette  équation  définissant  6  définira, 
par  le  fait  même,  le  système  orthogonal  cherché. 

Les  coordonnées  du  point  sont  données  par  les  formules 

fjiX-4-îXiXi  îxVH-fji,Y,  îxZ-+-[iiZî        ^         ,aT-+-.u,T, 

|x-f-[ii  -^  Hi-+-Htt  [^-+-[^1  JAH-f^i 

où  —  garde  une  valeur  constante. 

En  portant  ces  valeurs  dans  Téquation  du  plan  il  vient 

(II)  ^-^"dâ    -  ^^.  J3 -^c^**"^*^H.r,  =  o; 

E:r,i  C^^,  Hj.^  étant  des  fonctions  connues  de  a  et  de  p,  on  voit  que 
le  problème  dépend  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  et  du  premier  degré. 

IV. 

Au  point  où  nous  en  sommes  de  notre  étude,  nous  nous  trou- 
vons en  état  de  résoudre  le  problème  que  nous  nous  sommes  pro- 
posé au  début.  La  solution  ressort,  comme  un  simple  corollaire, 
des  résultats  que  nous  venons  d'établir. 
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Nous  venons,  en  effet,  d'établir  Texistence  d'une  droite  parallèle 
à  Tintersection  du  faisceau  et  coupant  le  segment  isotrope  en  un 
point  dont  le  rapport  de  dislances  aux  extrémités  est  constant. 
Or,  diaprés  ce  que  nous  avons  dit  au  commencement,  une  telle 
droite  constitue  Télément  d'une  congruence  normale  aux  surfaces 
délinies  parTéquation  (i).  Cette  droite  et  ces  surfaces  sont  d'ail- 
leurs réelles,  puisque  les  fonctions  qui  y  figurent  sont  deux  à  deux 
conjuguées.  Il  suffit  donc,  pour  résoudre  le  problème  que  nous 
avons  en  vue,  de  rattacher  cette  droite  mobile  à  un  système  d'élé- 
ments géométriques  réels.  C'est  ce  qu'il  est  aisé  de  faire. 

Considérons  le  système  des  deux  plans  orthogonaux  réels,  que 
nous  venons  de  définir  au  moyen  de  la  relation  (i  i)  et  du  seg- 
ment orthogonal  reliant  les  points  de  contact  de  leurs  enve- 
loppes (*).  La  droite  de  la  congruence  normale  aux  surfaces 
réelles  est  parallèle  à  l'intersection  des  deux  plans  et  coupe  le 
segment  correspondant.  Elle  est  donc  liée  à  ce  système  orthogo- 
nal comme  la  droite  normale  aux  surfaces  quelconques  définies 
par  l'équation  (i)  l'est  aux  plans  isotropes  et  à  leur  segment.  Seu- 
lement, dans  le  cas  actuel,  au  lieu  de  décrire  deux  courbes,  les 
extrémités  du  segment  décriront  deux  surfaces  dont  les  points 
sont  associés  deux  à  deux;  ce  sont  les  surfaces-enveloppes  des 
plans  orthogonaux. 

On  peut  encore  considérer  le  système  de  trois  plans  aux  inter- 
sections parallèles,  formé  de  deux  plans  orthogonaux  et  d'un  troi- 
sième plan  passant  par  le  segment  orthogonal.  Une  droite  de  ce 
plan,  mais  ici  une  droite  seulement,  d'ailleurs  parallèle  à  leur 
intersection,  constituera  la  normale  aux  surfaces  cherchées. 

On  connaît  la  position  de  celte  normale  par  rapport  aux  extré- 
mités du  segment  isotrope.  Si  l'on  voulait  déterminer  complète- 
ment sa  position,  au  moyen  d'éléments  géométriques  exclusi- 
vement réels,  il  faudrait  chercher  son  rap|)ort  de  distances  aux 
extrémités  du  segment  orthogonal.  Nous  croyons  inutile  de  déve- 
lopper ce  calcul. 

Des  considérations  précédentes,  appuyées  sur  un  calcul  facile 
que  nous  omettons,  on  déduit  la  proposition  suivante  : 

Tnkoukme.  —  Soil  an  faisceau  harmonique  de  quatre  plans, 


(')  Nous  supposons  (ju'on  a  pris  pour  0  une  solution  réelle. 
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dont  deux  tangents  à  des  développables  isotropes,  et  deux 
orthogonaux  réels;  si  Von  choisit  le  système  de  ces  derniers 
de  telle  sorte  que  la  droite  parallèle  à  V intersection  du  fais- 
ceauy  qui  s^ appuie  sur  les  deux  segments  orthogonaux  et  iso- 
tropes, soit  normale  à  une  famille  de  sur/aces,  ces  sur/aces 
ne  seront  autres  que  les  sur/aces  réelles  définies  par  l'équa- 
tion 


du^âu\ 


=  o. 


Nous  allons  considérer  un  troisième  système  orthogonal  du 
faisceau.  Chacun  des  plans  de  ce  faisceau  partage  le  segment  iso- 
trope dans  un  rapport  donné.  Cherchons  à  déterminer  un  système 
orthogonal  dont  les  deuK  plans  coupent  le  segment  isotrope  en 
deux  points  dont  les  rapports  de  distances  aux  extrémités  du 
segment  aient  une  valeur  constante. 

Désignons  par  Xt^  j'ij  5| ,  /|  ;  ^2,  J^a,  ^2,  t^  les  coordonnées  des 
points  de  rencontre  des  plans  orthogonaux  avec  le  segment  iso- 
trope. Ces  points,  appartenant  au  segment  en  question,  pourront 
être  représentés  par  les  formules 

'  [^-+-1^1  f^-+-î^i  f*-+-î^i  f^-^-î^i 

li'\-^li\\y        ,.   _  f^^Y-4-tiîY,  ^_H^'Z-,a;Z,  /T  +  jilT, 

»  [x'-f-Hiï  •"  î^-^-I^i  l^-^lK  K-^-î^î 

^y  ^  représentent  ici  des  quantités  constantes. 

Ije  système  orlhogonal  le  plus  général  a  pour  équations 

X'Ea:,-+-X''G^,  =  0, 
X-'E^, -X'G^.  =  o. 

Si  Ton  cherche  a  exprimer  que  ce  système  est  satisfait  quand 
on  fait  X  =  Xi^  ...  dans  la  première,  x  =  x-x^  . . .  dans  la  seconde, 
on  trouve  Téquation  de  condition 

Ex,  Ex,  -+-  Gx,  Gx,  =  o 
qui,  en  tenant  compte  des  relations  faciles  à  vérifier 

Ex  —  iG\  =  o,         Ex,  H-  iGx,  =  o, 
se  réduit  à  la  relation 

[»•' \^\  -^  \X\  \L     =0. 
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On  volt  donc  qu'il  suffira  d'écrire 

iiX  -h  UiXi 
xi  = 1 


X*  =   y        •  •  •  I 

cl  les  équations  du  svslème  orthogonal  peuvent  s'écrire 

Gjr,  Ex  —  Ej.,  Gjr.  =  o, 
Gjr,  Ej:  -h  Ej.,  Gx  =  o. 

Si,  par  le  point  de  rencontre  de  ces  plans  avec  le  segment  iso- 
trope, nous  menons  une  parallèle  à  Tintersection  du  faisceau, 
cette  droite  partagera  le  segment  isotrope  dans  un  rapport  con- 
stant, et,  par  suite,  sera  normale  à  une  famille  de  surfaces  cher- 
chées. D'ailleurs  les  plans  et  le  segment  étant  réels,  les  surfaces 
le  sont  elles-mêmes.  Nous  avons  donc  un  svslème  orthogonal  de 
plans  du  faisceau  qui  contiennent  chacun  une  droite  normale  à  une 
famille  de  surfaces  réelles  définies  par  l'équation  (i).  Nous  obte- 
nons ainsi  une  nouvelle  solution  du  problème. 

Parmi  les  couples  de  plans  orthogonaux,  que  nous  venons 
d'étudier  en  dernier  lieu,  considérons  celui  j)Our  lequel  on  a 

et  aux  fonctions 

^ï     Xi?     Y,     Yi,     Z,     Zi,     T,     T| 

substituons^  dans  les  formules  qui  donnent  les  coordonnées  des 
points  de  rencontre  du  segment  isotrope  avec  les  plans  orthogo- 
naux, les  fonctions  analogues 

(I-+-OX,     (i— i;-)X,,     (I-+-OY,     (I— t)Y,,    .... 

Les  coordonnées  de  ces  points  seront  alors  données  par  les  for- 
mules 

:r,  =      X-+-X,,        ^,  =      Y-f-Y,,         2,=      Z-4-Z,,         /,  =     T-hTj,, 

X,  =  /(  X  -  X,),       rt  =  i{\-  Y,),       z,  =  i(Z  -  Z,),        /,  =  KT  -  T.). 

Telles  sont  les  coordonnées  de  ces  points  de  rencontre,  c'est- 
à-dire  des  points  qui  décrivent  les  développées  moyennes  des  sur- 
faces, dont  les  normales  sont  situées  dans  chacun  de  ces  plans. 
Or,  dans  le  cas  des  surfaces  minima   (surfaces  qui,  on  le  sait,  se 
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confondent  avec  leurs  développées  moyennes),  les  deux  groupes 
de  formules  que  nous  venons  décrire  définissent  les  surfaces  que 
M.  Ossian  Bonnet  a  qualifiées  de  surfaces  adjointes  {^),  Nous 
pouvons  conserver  cette  dénomination  pour  tous  les  couples  de 
surface  vérifiant  Téquation  (i)  dont  les  coordonnées  des  dévelop- 
pées moyennes  sont  données  par  les  formules  précédentes. 

D'après  cette  convention,  si  Ton  étudie  la  déformation  des  sur- 
faces qui  correspond  au  déplacement  d\in  point  du  segment  iso-^ 
trope,  allant  d'un  plan  orthogonal  à  l'autre,  on  constate  que  la 
surface  initiale  se  transformera  finalement  en  son  adjointe,  après 
s'être  identifiée  successivement  avec  toutes  les  surfaces  associées. 
On  pourrait  établir,  pour  toutes  les  surfaces  vérifiant  l'équation  (i), 
une  théorie  analogue  à  celle  des  surfaces  associées  et  adjointes, 
relatives  aux  surfaces  minima. 

On  voit,  par  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  quel  lien  étroit 
rattache  les  surfaces  définies  par  l'équation 


du'^  du] 

au  faisceau  de  plans  que  nous  venons  d'étudier.  Les  surfaces  et  le 
faisceau  dépendent  des  mêmes  fonctions,  en  sorte  que,  de  part  et 
d'autre,  le  degré  de  généralité  est  le  même.  A  toute  propriété  des 
surfaces  correspond  une  propriété  du  faisceau  et  réciproquement. 
On  peut  même  distinguer,  dans  les  équations  des  coordonnées 
des  surfaces,  les  fonctions  d'où  dépendent  les  développables  iso- 
tropes de  celles  d'où  dépendent  les  diverses  courbes  tracées  sur 
les  développables.  Si  l'on  écrit,  en  effet,  $  sous  la  forme 

5  =  (l  -h  MM,)(B  -+-  B,)-+-  wCi-f-  Ml  C 

les  développables  isotropes  dépendent  seulement  des  fonctions  C, 
C|,  tandis  que  les  fonctions  B,  B|  caractériseront  les  courbes 
tracées  par  ces  développables. 


(  '  )   Voir  Darboux,  Théorie  des  Surfaces,  T.  I,  Liv.  III,  Ch.  V. 
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'    SUR  LES  ÉQUATIONS  FONCTIONNELLES  QUI  CARACTÉRISENT 
LES  OPÉRATIONS  ASSOCIATIVES  ET  LES  OPÉRATIONS  DISTRIBUTIVES; 

Par  M.   Lémeray. 


Dans  une  Communicalion  précédenle  ('),  j^ai  considéré  les 
algorithmes  d\ine  même  série  [NJ;  ce  sont  ceux  qui  expriment  les 
itérées  successives  d*une  fonction  donnée 

de  la  variable  x  et  d^un  paramètre  a.  Si  Ton  se  donne,  pour 
N(a,  x),  la  fonction  a-^x^  on  obtient  la  suite  des  algorithmes 
naturels  :  addition,  multiplication,  élévation  aux  puissances  ...  ; 
de  sorte  qu^expliciter  une  fonction  au  mo^ren  des  signes  usuels, 
c'est  pouvoir  l'exprimer  par  les  fonctions  directes  et  inverses  dé- 
finies par  les  itérées  de  l'addition  (=*). 

On  peut  généraliser  ce  point  de  vue  en  choisissant  pour  N(a,  j?), 
non  plus  a  +  j?,  mais  une  autre  fonction.  Les  algorithmes  que 
l'on  formera  ainsi  constitueront  une  série  différente,  en  géné- 
ral, de  la  série  usuelle,  et  permettront  d'expliciter  un  certain 
nombre  de  fonctions. 

Je  vais  donner  une  application  des  fonctions  générales  puis- 
sances-P,  puissances-/' i  etc.,  considérées  dans  ma  Note  précédente, 
aux  solutions  de  quelques  équations  fonctionnelles. 

Abel  (')  a  étudié  l'équation  (I),  et  a  ramené  sa  solution  à  une 
quadrature;  plus  récemment  M.  Bourlet  (*)  a  considéré  les 
équations  (Ul)  et  (V);  il  a  montré  qu'elles  se  ramènent  à  celle 
d'Abel  et  a  donné  leur  condition  de  possibilité. 

La  solution  de  ces  équations  se  rattache  élroilement  au  problème 
de  l'itération. 


(')  Bulletin  de  la  Société  mathémalkjue,  1898,  p.  10. 

(^)  Les  théorèmes  concernant  l'utldilion.  la  inullipiicalion,  l'élévation  aux 
puissances  se  tirent  comme  cas  particuliers  des  lliéorëmes  de  ma  Note  précé- 
dente. C'est  CD  clierclianl  à  atteindre  ce  résultat,  que  j'ai  été  amené  à  considérer 
les  algorithmes  d'une  même  série.  (  l'oz/- aussi  :  Assoc.  française,  li(»rdeau\,  i'^'ij.) 

(•*)  Œ usures  complètes,  t.  l,  Mémoire  VI. 

(*)  Annales  de  l'Kcole  .\ormale,  avril-mai   i>^<>7. 
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1.  Equation  d^AbeL  —  Celte  équatioo  est  la  suivante 

(I)  ?/(^,j')  =  ?^H-?r; 

si  »  est  donné,  il  existe  toujours  des  fonctions/  qui  y  satisfont. 
En  effet,  l'on  a 

Remplaçons  dans  le  deuxième  membre  j^  pary(j',  5),  on  a 

et,  comme  ©co~*  u  =r  u. 

le  deuxième  membre  étant  symétrique  en  x^  y^  5,  il  doit  en  être 
de  même  pour  le  premier.  Donc,  quand  /  est  donnée  et  qu'on 
cherche  o,  il  faut  que/  présente  ce  genre  de  symétrie  reconnue 
par  Abel.  La  condition  est  d'ailleurs  suffîsante.  D'après  la  défini- 
tion de  la  commutativilé  et  de  Tassociativité,  les  fonctions  f  qui 
présentent  la  symétrie  abélienne  sont  associatives  et  commuta- 
tives  (*). 

Prenons  les  notations  générales  déjà  employées,  et  posons 

ça?  =  (N-i-i)(a,  — i;ar), 
alors 

t^-^x  =  (N  H-  i)(a,  I  ;a:)  =  N(a,  J7)        (par  définition), 

clf{x^y)  peut  s'écrire 

/(^,  J')  =  îV[a,(N -+- 1  )(a,  —  I  ;a') -h  (N -f- 1)  (a,  —  I  ;^)] ; 
or, 

N(a,/?-+-y)  =  N[a,y?;N(a,y)J; 
donc 

/(^,^)  =  NÎa,(NH-i)(a,-i;jr);N[a,(N-i-i)(a,-i;^)j. 

On  voit  que,  si  l'on  considère,  ce  que  l'on  peut  toujours  faire,  'fx 
comme  un  logarithme-/  de  mode  N,y(a:,^)  est  le  produit-M  de 
même  mode;  les  fonctions,  produils-M,  possèdent  la  symétrie 
abélienne. 


(')  Les  fonctions  déCmies  parles  opérations  associatives  et  comiputatives  jouis- 
sent évidemment  de  la  propriété  d'être  indéfiniment  symétriques  au  sens  em- 
ployé par  M.  Bourlet  {loc.  cit.). 
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Considérons  maînlenanl  le  problème  inverse.  On  vérifiera 
d'abord  que  f{x^y)  est  un  produil-M.  Il  y  aura  ensuite  à  voir 
quel  est  le  mode  N  de  ce  produit;  alors  la  fonction  cherchée  çjr 
sera  le  logarithme-/  de  mode  N.  Pour  trouver  le  mode  àe  f{x^y)y 
il  suffit  de  l'itérer;  d'après  notre  Note  précédente,  cette  itéra- 
tion fournira  la  puissance-/?  de  mode  N.  Remplaçons  j'  par  jtq  et 
itérons  par  rapport  à  y^]  c'est-à-dire  calculons  /[jc,/(a:,  ^o)]» 
/[x,  f{x  . . .  ,yo)]-  •  •  ?  soit  m  le  nombre  des  substitutions  ;  on  arri- 
vera à 

/'"(^^yo)  =  (/-+-  i)(a:,  m;7o); 

écrivant  N  au  lieu  de/-+- 1 ,  nous  aurons  pour  l'itérée  Y 

(A)  Y  =  N(^,m;^o); 

pour  m  =  I,  on  retrouvera /(x,j^n);  on  peut  fixer  y©»  p^^  Téqua- 
tion 

yo  sera  l'inilial  d'effet  nul;  en  inversant  l'équation  (A),  on  aura 

m  =  (N-i-i)(6,-i;Y)-(NH-i)(6,-i;7o); 
la  fonction  cherchée  est  donc  de  la  forme 

i  étant  un  initial  convenable,  R  un  facteur  constant  arbitraire. 
L'équation  est  donc  satisfaite  par  les  fondions  logarithmes-/  géné- 
ralement. 

A  côté  de  Téquation  d'Abel,  il  convient  de  considérer  Téqnation 

(H)  '^f{x,y)=  cpx-  ^y. 

On  verrait  facilement  que /doit  être  un  quotient-D,  '^  est  encore 
un  logarilhnie-L  et  plus  génrraleinenl  un  logaritlimc-/. 

î2.  Fonctions  admettant  un  théorème  d' addition  donné  : 
(Ifl)  'E.{u  -+-  v)  =  /{:Eu,  ^s>). 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  (|uey  possède  la  sy- 
mélrie  abéllenne.  Posons  avec  M.  Bourlel 
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d'où 

L'équation  peut  alors  s'écrire 

et  l'on  retombe  sur  l'équation  d'Abel.  On  a  vu  que,  si^estun  pro- 
duit-M,  S~*  est  le  logarithme-/  de  mode  N;  d'où 

S-i^  =  (N-+-i)(c,-i;a7), 

et,  par  suite, 

N(M  +  p)=N(M;Nt;), 

par  conséquent,  si  /est  un  produit-M  de  mode  N,S  est  la  fonc- 
tion directe  de  mode  N;  on  peut  multiplier  par  une  constante 
arbitraire  les  variables  elles-mêmes,  et  Ton  a 

N[K(m  +-i^)]  =  N[KM;N(Ki^)J. 

Donc,  plus  généralement,  les  puissances-/?  satisfont  à  l'équation. 
Les  puissances-P  et  les  puissances-/?  satisfont  aussi  à  l'équalion 

où  y  est  le  quotient-D  de  Sw  par  S.v. 

3.   Opérations  distributh'es,  —  On  peut  dire  que  A  est  distri- 
butive  par  rapport  à /si  l'on  a  (*) 

(V)  ^f{oc,y)=f(^x,^y), 

i^x  et  '\y  étant  reliés  de  la  même  manière  dans  le  second  membre 
que  X  ely  sous  le  signe/,  dans  le  premier.  La  multiplication  est 
distributive  par  rapport  à  l'addition;  l'élévation  aux  puissances, 
par  rapport  à  la  multiplication.  Chercher  quelle  est  l'opération  A 
distributive  par  rapport  a  une  opération  donnée/,  c'est  résoudre 
(V)  par  rapport  à  ^.  Pour  que  l'équation  puisse  êlre  résolue,  il 
faut  que/soii  un  produit-M  (ou  un  quotient-D).  Posons 

l'équation  devient 

^//(îii,fv)=/(4/î//,t}.$M); 


(  '  )  Ce  terme  a  été  employé  par  M.  S.  PiNCHF.nLF.  dans  un  sens  différent  {Math. 
Annalen,  B.  49.  Sur  le  Calcul  fonctionnel  dislrihutif,  §  55.) 
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si  /esl  un  produit  de  mode  N,  el  si  l'on  choisit  pour  $  la  foDCtioii 
directe  de  mode  N,  $5  =  N(/i:;)  (//,  constante  arbitraire),  le  pre- 
mier membre  se  réduira,  d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  liant,  à  ^i(w-l-r) 
et  l'équation  devient 

équation  qui  sera  à  son  tour  satisfaite,  d'après  le  même  théorème, 
si  l'on  pose 

h'  étant  une  constante  arbitraire;  on  a  donc 

^^(hz)  =  N(/i'-8); 
posant 

d'où 
on  a 

où  K  est  un  facteur  constant  arbitraire. 

Si  l'on  fait  K  =  i ,  on  trouve  ^x  =  x^  solution  évidente  a />/70/*i; 
si  K.  esl  quelconque,  on  a  une  puissance-/^  de  mode  N.  Ainsi  les 
puissances-/;  sont  distributives  par  rapport  aux  produîts-M  de 
même  mode.  Les  puissances-P  ne  jouissent  pas,  en  général,  de 
celte  propriété. 

La  notion  un  peu  vague  de  puissances  symboliques  (*)  doit, 
comme  on  le  voit,  être  remplacée  par  les  notions  de  puissances-P 
et  de  puissances-/?  qui  répondent  à  des  fonctions  distinctes  en 
f;énéral. 

4.  Ces  fonctions  el  les  logarithmes-/  permettent  d'exprimer 
les  solutions  des  équations  fonctionnelles  précédentes,  mais  n'in- 
diquent pas  les  calculs  à  faire  pour  obtenir  leurs  valeurs  (c'est 
d'ailleurs  ce  qui  se  présente  quand  on  explicite  une  inconnue  au 
moyen  d'irralionnelles  ou  de  logarithmes)  :  il  est  donc  nécessaire 
de  donner  des  expressions  limites  permettant  de  les  calculer;  \e> 
puissances-/?  et  les  logarithmes-/  se  ramenant  à  des  puissances-P 
et  aux  logarithmes-L,  il  suffit  d'avoir  les  expressions  de  ces  deux 


(  ')  Voir  Comptes  rendus  de  /'Académie  des  Sciences,  n  téwicv  iX|»8,  j».  58J 


% 
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fonctions;  les  formules  suivanles^  auxquelles  il  esl  fail  allusion  à 
la  fin  de  ma  Note  précédente  et  dont  je  me  réserve  de  déterminer 
les  conditions  de  validité,  répondent  à  ce  but.  ** 

Soit  a  un  zéro  de  N(a:)  — x;  N(x)  et  son  inverse  sont  suppo- 
sées uniformes,  continues  et  régulières  en  a.  On  sait  qu'il  existe, 
d'après  MM.  Kœnigs,  Grévy  et  Leau,  une  région  R  au  voisinage 
de  a,  telle  qu'en  prenant  x  dans  son  intérieur,  Tune  au  moins  des 
substitutions  x,  N(a:);  x,  N"*  (;r)  converge  vers  a,  à  condition  de 
prendre  parmi  les  difierentcs  déterminations  de  N~*  (x)  celle  qui. 
pour  x=  a,  se  réduit  à  a.  Supposons  de  plus  a  réel,  Nx  réel 
pour  les  valeurs  réelles  de  x  voisines  de  a,  et  N'a  positif  ou  nul. 
Plaçons  l'origine  en  a  et  soit  ^x  ce  que  devient  la  fonction  de 
substitution  et  'f~^x  son  inverse.  Les  expressions  suivantes  four- 
nissent une  itérée  que  nous  désignerons  par  •]/(//,  j:). 

Premier  cas,  —  o  -<  'f'(o)  <  i 

^(ii,x)  =  lim<j>  j[ç-'«'(o)]"  9"«a?j. 

Deuxième   cas.  —  ?'(o)  =  <  et,  plus  généralement,  les/?  —  i 
premières  dérivées  de  o.r  —  x  sont  nulles  pour  x  =  o 

d/(M.  X)  =  lime-'"  )     I -. ^'"x  f. 

il        'nip  —  Oi^       ) 

Troisième  cas.  —    ?'(^^)  ^==  ^  ^^»  P^"*  généralement,  les  p  —  i 
premières  dérivées  de  cpx  sont  nulles  pour  a:  =  o.  Posons 

e 

T(0)    _  p 

/>'■ 
et  supposons  P  positif  dans  le  cas  où  p  est  impair.  On  a 

[nu — 1  -, 

' 1  n»'| 

IV-I  (Y"X)      J. 

Dans  ces  expressions  m  esl  un  entier  positif  qu'on  fait  croître 
au  delà  de  toute  limite.  Si  x  est  pris  dans  la  région  R,  elles  repré- 
sentent une  fonction  analytique  des  variables  x  el  u  et  pouvant 
être  réelle  quand  u  et  x  seront  réelles;  elles  s'appliquent  s'il  y  a 
convergence  par  la  substitution  directe;  dans  le  cas  contraire,  on 
changerait  le  signe  de  m.  L'inversion  de  ces  formules  donnerait 
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les  expressions  correspondantes  des  logarithmes-L;  dans  le  pre- 
mier cas,  par  exemple,  posons  <K//,  x)  =  X,  on  aura  l'expression 

du  logarilhme-L 

I      ,      ç"»X 
I r  log  -i , 

X  et  j:  et  doivent  être  pris  dans  la  région  R.  On  possède  déjà,  du 
reste,  des  formules  d'itération.  M.  Kœnigs  a  donné  la  solution 
dans  le  cas  |çp'(o)|  <  i;  notre  formule,  pour  ce  cas,  peut  se  tirer 
immédiatement  de  la  sienne.  Dans  le  même  cas,  M.  Bourlet  (*)  a 
appliqué  la  formule  d'interpolation  de  Newton.  Quant  au  cas 
|{p'(o)|  =  I,  M.  Leau  {^)  exprime  non  la  fonction  itérée,  mais  sa 
dérivée,  par  un  produit  infini. 

5.  Pour  éclaircir  ce  qui  précède  par  un  exemple  simple,  soit 

dans  ce  cas  le  calcul  peut  s'achever  au  moyen  des  symboles  usuels. 
On  vérifie  que/(j;,  j^)  possède  la  symétrie  abélienne. 
La  puissance-/?  m'""'  est 

C*(  mx  -\-y)  -+-  C(m  -h  i)xy 
C[C  —  (m  —  \)x\  —  mxy 

Déterminons  la  valeur  de  y  qui  soit  d'efl'et  nul;  il  suffit  de  ré- 
soudre, par  rapport  à  yoj  l'équation /(a:,  ^o)  = -^î  on  trouve 
j^Q=o;  donc  o  est  l'initial  d'eflel  nul,  ef  nous  aurons  la  puis- 
sance-/? m'*""  particulière 

que  l'on  peut  écrire 

(B')  Y  =-'■"!-. 

S  --  m 

Pour  avoir  la  fonction  inverse  cherchée,   itérons  (B')  par  rap- 


(  '  )  Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse,  1898. 

(')   Thèse. —  Je  pense  montrer  plus  tard  que  la  fonrtion  définie  par  la  formule 
donnée  plus  haut  coïncide  avec  l'itérée  de  M.  Leau. 
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porl  à  m  ;  ce  (jiii  donne 

(C)  Y^-      '""' 


s'  — m 

r  —  s 


OÙ  /  est  Tindicc  d^itération. 

Pour  tirer  m  en  fonction  de  Y  dans  (B)  faisons,  dans  (C), 
t  = —  1 ,  permutons  Y  et  /w  et  remplaçons  /*  et  s  par  leurs  valeurs  ; 
il  reste  une  relation  de  la  forme 


m  =  K  7:, — 


ainsi  qu^on  aurait  pu  le  tirer  de  (B)  dans  ce  cas  particulier. 

La  fonction  cherchée  C5  est  donc  de  la  forme  K  ^^ On  vérifie 

facilement  que  Ton  a  : 

Equation  (I)  ,       y       _      ^  \    •»  r  , 


C-^x       C-^y       G-h/{x,y) 


Equation  (III)       -, -,=/{  ' ) 


Équation  (V) 


Cni/{x,y)  _     r         Cmx 

-(m-  \)f{x,y)      ^  [g  -(m  -  \)x 


Cm  y 


En  terminant,  une  remarque  est  nécessaire  :  nous  avons  parlé 
d'algorithmes  d'une  même  série;  or  une  fonction  n'a  pas  seule- 
ment une  itérée,  mais  bien  une  infinité  d'itérées.  Celles  qui  ap- 
partiennent à  un  même  point-limite  diffèrent,  comme  l'on  sait, 
par  l'introduction  d*une  fonction  périodique  arbitraire  ayant 
Tunité  pour  période;  si  l'on  considère  seulement  celles  qui  sont 
définies  par  les  formules  données  plus  haut,  il  pourra  en  exister 
autant  qu'il  y  aura  de  régions  distinctes  pour  lesquelles  ces  mêmes 
formules  définissent  une  fonction  analytique.  Un  algorithme  sera 
caractérisé  non  par  l'initial,  mais  par  la  région  où  est  choisi  l'ini- 
tial et  dans  laquelle  ce  dernier  peut  prendre  toutes  les  valeurs 
possibles. 
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SUR  LES  HYPOTHÈSES  FONDAMENTALES  DE  LA  GÉOMÉTRIE; 

Par  M.  H.  Duport. 

On  sait  que  Helcnhoitz  a  proposé  de  prendre  pour  base  de  la 
Géométrie  les  propositions  suivantes  : 

I.  Si  l'on  désigne  par  coordonnées  d'un  point,  dans  un  espace 
à  n  dimensions,  un  système  de  variables  définissant  sa  position, 
il  existe  une  fonction  des  coordonnées  de  deux  points  qui  est  telle 
qu'un  système  quelconque  de  points  puisse  être  modifié  de  façon 
que  cette  fonction  conserve  la  même  valeur  pour  chaque  groupe 
de  deux  points.  Cette  fonction  porte  le  nom  de  distance  des  deux 
points.  Cette  modification  du  système  qu'on  appelle  son  mouve- 
ment doit  pouvoir  se  faire  de  façon  que  tout  point  puisse  se 
transporter  d'une  manière  continue  en  tout  autre  point.  Seule- 
ment, pour  les  différents  points  d'un  seul  et  même  système,  il 
existe  des  restrictions  à  ces  mouvements  tenant  aux  équations  qui 
existent  entre  les  coordonnées  des  points  pris  deux  à  deux. 

II.  On  doit  pouvoir  fixer  n  —  i  points  du  système  et  le  système 
devra  encore  pouvoir  se  mouvoir.  On  donne  à  ces  mouvements  le 
nom  de  rotations. 

III.  La  rotation  d'un  système  suffisamment  prolongée  ramène  le 
corps  à  sa  position  primitive.  On  donne  à  cette  condition  le  nom 
de  monodromie. 

En  partant  de  ces  principes,  Helmhoitz  a  démontré  que  l'élé- 
ment de  la  dislance  est  la  racine  carrée  d'une  fonction  homogène 
du  second  degré  dans  les  difi'érentielles  des  coordonnées,  fonction 
dont  les  coefficients  dépendent  eux-mêmes  des  coordonnées. 

Il  retombait  ainsi  sur  le  point  de  départ  adopté  par  Hiemann 
dans  sa  Leçon  d'habilitation.  La  question  ainsi  posée  a  fait  le  sujet 
de  nombreux  travaux  parmi  lesquels  je  citerai  ceux  de  Riemann 
lui-même  et  ceux  de  MM.  Sophus  Lie  et  Poincaré. 

Je  me  suis  proposé  de  reprendre  ce  sujet  en  partant  des  prin- 
cipes mêmes  d'Helmholtz.  Je  ferai  voir  que  Thypothèse  II  est  suffi- 
sante pour  que  la  question  proposée  puisse  trouver  dans  l'Analyse 


sa  solution  complète.  On  peut  ensuite  fixer  les  hypothèses  plus 
spéciales  qui  conduisent  à  la  Géomélrie  réelle. 

Dans  un  travail  d'ensemble,  il  sera  nécessaire  de  débuter  par 
l'espace  à  trois  dimensions  ;  mais  dans  cette  Note  je  me  horoerai  à 
exposer  la  méthode  que  j'ai  suivie,  dans  le  cas  d'un  espace  à  deux 
dimensions. 

En  prenant  pour  coordonnées  d'un  point  tes  distances  de  ce 
point  à  deux  points  fixes,  on  voit  qu'il  doit  exister  une  relation 
entre  les  distances  de  quatre  points  pris  deux  à  deux.  C'est  cette 
relation  que  je  me  propose  de  chercher.  Pour  plus  de  clarté,  je 
m'aiderai  d'une  figure.  Soient  quatre  points  A,  B,  C,  D.  Leurs 


disUnces  muluetles  seront  désignées  par  les  lettres  suivantes 

AB  =  X,        AC  =y,        AD  =  s,        BC  =  t,        BD  =  «,        CD  =  f . 

Soit  un  cinquième  point  A|.  Posons  encore 

AA,  =  L,        A|B=îar,,        A,C  =  ^„        A|D  =  a,; 

on  devra  avoir  les  relations  suivantes 

*>-'V(x,  y,  z,    t.  «)  =  o.         t-¥r{x,x,,y,y„^)  =  f, 

v-V^{y,yt,  z,zu  L)  =  o. 

Écrivons  que  la  figure  BCD  peut  tourner  autour  du  point  A,, 
le  point  A  étant  fixe;  on  aura 


dy 

rfF,   . 
-j-dx-^ 
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On  tire  des  trois  dernières 

dFt  dFj  cflFv 

dx  dz  dy 

rfFf  t/Fj  t/F^ 

dy  dx  dz 
ou  bien 

R(a?,  a?,,  y,  j^,,  L)S(^,  Zi,  x,  arj,  L)T(j^,j^i,  2,  Z|,  L)  -4-  i  =  o. 

Ou  tire  sans  peine  de  cette  relation,  toutes  les  quantités  qui  y 
entrent  étant  indépendantes  les  unes  des  autres, 

A(ar,a?,,L)'  C(«,  ^,,  L)'  B(j^,^i,  l/ 

On  aura  donc  les  quatre  équations 

2j  A(ar,  jTi,  L)  -h  ^  B(^,  j^j,  L)  H-  ^  C(z,  Z|,  L)  =  o, 
-^'  A(x,  ar,,  L)  -♦-  ^  B(7,  j^,,  L)  =  o, 
^  C(z,  z,,  L)  H-  ^*  A(a:,  art,  L)  =  o, 
^  BCr,  j.„  L)  -h  ^*.  C(^,  ^„  L)  ;=  «. 

La  première  équation  peut  s'écrire,  en  remplaçant ji  et  z^  par 
leurs  valeurs  tirées  de 

<  —  Fj  =  o,        M  —  Fj  =  o, 
de  la  manière  suivante  : 

2^A(x,ari,L)-i-  ^81(3-,^, /,  x,,L)-+-  2^  C,(x,  «,  M,ari,  L)  =0. 

On  en  tire  que  l'on  doit  avoir  entre  A,  B,  G  une  relation  de  la 
forme 

\{\\{x,  z,  u)  -h  K(x,y,  /)]  -h  BM(x,y,  /)  -h  CN(ir,  z,  u)  =  o. 

On  aura  alors 

d¥  dF  dF 

dx  _         ^^  ^^ 

\\{x,z,u)-^K(x,y,t)  ~  M  i  X,  y,       "  M(ar,  3,  u) 
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Les  conditions  des  sjslèmes  complets  donnent 

En  remarquant  que  les  fonctions  H,  K,  M,  N  peuvent  être  mul- 
tipliées par  une  fonction  quelconque  de  x,  on  verra  que  Ton  peut 
prendre  ii{x)  nulle.  On  aura  donc 

dU.  ^      dN^  , 

dK  dfA  ^  .. 

On  en  tire,  en  désignant  par  p.  et  v  deux  fonctions  nouvelles, 

dF  dV  dF 

dx  _^  dy  dz 

Les  fonctions  F  et  [x  -|-  v  ont  leurs  dérivées  partielles  par  rap- 
port à  x^y^  z  proportionnelles,  on  aura  donc 

F  =  i»  =  *[a,  <,  fx(ar,  z,  u)  H-  v(ar,j^,  t)]. 

On  peut  donc  mettre  la  relation  cherchée  sous  la  forme 

(i)  Xfa,  i>,  <)-hfx(a?,  z,  a)4-v(a?,7,  t)  =  o. 

On  aura  de  même  les  trois  autres  formes 

IX, (m,  t,  v)-hiii{z,x,u)-h^i(v,y,z)  =  o, 
X,(P,  M,  t)-\-\it(y,  z,v)-hyi(y,x,t)-o, 
hiy,  ^  ^)  -^  [A3(^,  tt,  'S)  H-  v,(a?,  t,y)  =  o. 

On  est  donc  ramené  à  l'étude  du  système  des  quatre  équa- 
tions (i).  Dans  une  prochaine  Note^  j'exposerai  la  solution  que 
j'en  ai  trouvée. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE     DU     5     AVRIL    1899. 

PRÉSIDENCE  DE  H.  DE  POLIGNAC. 

Communications  : 

M.  Demoulin  :  Détermination  des  surfaces  dont  les  lignes 
asymptotiques  d^un  système  sont  égales  deux  à  deux, 

M.  Leau  adresse  une  Note  sur  la  Représentation  des  fonctions 
par  des  séries  de  polynômes. 

M.  Petrovitch  adresse  une  Note  înlilulée  :  Intégration  gra^ 
phique  de  certains  types  d^ équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre, 

M.  DE  PoLiGNAc  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  le  théorème  de  Tait  (}). 

Appelons,  pour  abréger,  diagramme  de  Tait  un  ensemble  de 
points  reliés  les  uns  aux  autres  par  des  lignes,  de  telle  sorte  que 
de  chaque  point  partent  trois  lignes,  et  trois  seulement;  toute 
ligne  issue  d'un  point  devant  aboutir  à  un  autre  point. 

En  prenant,  s'il  le  faut,  les  points  dans  Tespace,  on  pourra  tou- 
jours supposer  que  les  lignes  ne  se  rencontrent  qu'aux  points 
donnés.  Nous  appellerons  toute  ligne  joignant  deux  points  :  ligne 
•      de  jonction,  chemin  de  jonction,  ou  chemin  partiel. 

Un  caractère  obligatoire  de  tout  diagramme  de  Tait  est  que  le 
nombre  des  points  donnés  soit  pair.  On  le  vérifiera  sans  peine. 

Cela  posé,  il  arrivera  de  deux  choses  l'une  : 

1®  On  pourra  composer  avec  les  chemins  partiels  un  chemin 
continu  passant  par  tous  les  points  sans  répétition  et  ramenant  au 
point  de  départ.  En  d'autres  termes  il  existera  dans  le  diagramme 
un  circuit  rentrant  comprenant  tous  les  points; 

2°  Il  n'existera  pas  de  tel  circuit. 

(•)  Celte  Noie  se  rapporie  à  la  question  3(50  de  V Intermédiaire  des  mathé- 
maticiens. 


"> 
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Dans  le  premier  cas,  rexactiliide  du  ihéoreme  de  Tait  est  en 

quelque  sorte  intuitive.  En  voici  la  raison  : 

Soient 

a,  6,  c,  dj  e,  /,  g^  A,  . . . 

les  points  dans  leur  ordre  de  succession  sur  le  circuit  rentrant. 

Outre  la  li^ne  de  jonction  ab,  qui  fait  partie  du  circuit,  il 
existe,  par  l'hypothèse  d^un  diagramme  de  Tait,  deux  autres 
lignes  de  jonction  issues  du  point  a,  L^une  des  deux  aboutit  au 
dernier  point,  par  Fhjpothèse  d'un  circuit  rentrant,  l'autre  à  un 
point  quelconque. 

Coupons-les  l'une  et  l'autre,  par  moitié  pour  fixer  les  idées; 
chacune  d'elles,  de  ligne  de  jonction  qu'elle  était,  sera  changée  en 
deux  lignes  distinctes  issues  de  deux  points  diflérents  et  ne  se 
rejoignant  plus. 

Du  point  b  partent  également  trois  chemins  de  jonction  6a, 
bc,  et  un  troisième.  Coupons  encore  ce  troisième,  et  faisons-en 
autant  à  chaque  point,  de  manière,  à  mesure  que  nous  procédons, 
à  ne  conserver  que  les  chemins  partiels  dont  l'ensemble  forme  le 
circuit  rentrant.  Quand  nous  serons  arrivés  au  dernier  point,  le 
diagramme  de  Tait  sera  transformé  en  une  ramification  dont  les 

Fig.  I. 


1  F/»  « 


nœuds  seront  tous  situés  sur  une  branche  principale.  Les  deux 
nœuds  extrêmes  auront  chacun  deux  branches  libres,  c'est-à-dire 
n'aboutissant  à  aucun  autre  nœud,  et  les  nœuds  intermédiaires 
une  branche  libre  chacun  {fig.  i). 

Les  branches  libres  se  correspondront  deux  &  deux^  chacune 
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d'elles  n'ëlant  que  la  moitié  d'un  même  chemin  de  jonclioD  coupé 
en  deux.  Une  des  branches  libres  du  premier  nœud  correspondra 
à  Tune  des  branches  libres  du  dernier  nœud,  par  rh)rpothèse  d*un 
circuit  rentrant. 

Maintenant,  il  est  aisé  de  voir  que,  dans  la  ramiOcation  entière, 
les  branches  pourront  être  affectées  des  numéros  i,  2,  3,  sans  que 
deux  branches  contiguës  reçoivent  jamais  le  même  numéro. 

L'annotation  en  est  exécutée  dans  la  figure  ci-jointe.  La  branche 
libre  du  premier  nœud,  qui  a  pour  correspondante  une  branche 
libre  du  dernier  nœud,  est  d'abord  affectée  du  numéro  i.  Les 
branches  de  jonction  sur  la  ligne  des  nœuds  sont  ensuite  aff'ectées 
alternativement  des  numéros  2,  i,  2,  i,  2.  Elles  sont  en  nombre 
impair  puisque  le  nombre  des  nœuds  est  pair.  Donc  la  dernière 
recevra  comme  la  première  le  numéro  2,  et,  par  conséquent,  la 
branche  libre  contiguë  au  dernier  nœud,  qui  correspond  à  la 
branche  libre  du  premier  nœud  déjà  numérotée  i,  pourra  être  nu- 
mérotée I  également.  Enfin  toutes  les  autres  branches  libres  seront 
numérotées  3. 

En  joignant  bout  à  bout  les  branches  correspondantes,  on  re- 
constituera le  diagramme  de  Tait,  et,  d'après  Tannotation  de  la 
ramification,  chaque  moitié  de  chemin  de  jonction  ayant  le  même 
numéro,  le  diagramme  sera  convenablement  annoté  suivant  le 
théorème. 

La  méthode  ne  s'applique  plus  s'il  n'y  a  pas  de  circuit  ren- 
trant. 

Les  cas  d'inexactitude  du  théorème  de  Tait  ne  peuvent  donc  se 
rencontrer  que  dans  les  diagrammes  qui  ne  présentent  pas  de 
circuit  rentrant  passant  par  tous  les  points.  Un  cas  général  d'ex- 
ception a  été  signalé  dès  le  début,  bien  que  non  rattaché  à  la  no- 
tion de  circuit.  Sont  exceptés  du  théorème  les  diagrammes  qui 
contiendraient  deux  constellations  distinctes  de  points  reliées 
l'une  à  Tautre  par  une  seule  ligne  de  jonction.  11  est  manifeste  que 
dans  ce  cas  il  ne  saurait  y  avoir  de  circuit  rentrant. 

M.  Petersen  vient  de  signaler  un  autre  cas  d'inexactitude,  spé- 
cial celui-là,  applicable  au  cas  de  dix  points.  11  est  aisé  de  s'as- 
surer, sur  l'exemple  qu'il  donne,  que  le  diagramme  n'admet  pas 
de  circuit  rentrant. 

[în  nouibro   pnir   de   points   éïani    donné,   on    pourra    toujours 
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former  avec  eux  un  diagramme  de  Tait  auquel  s'appliquera  le 
théorème.  Il  suffira  de  commencer  par  tracer  une  ligne  pol^'gonale 
dont  ces  points  seront  les  sommets.  On  achèvera  ensuite  le  dia- 
gramme, qui  sera  à  circuit  rentrant. 

La  question,  pour  être  complètement  élucidée,  exige  donc  la 
classification  des  diagrammes  de  Tait  qui  n'admettent  pas  de  cir- 
cuit rentrant,  au  point  de  vue  de  leur  adaptation  au  théorème,  en 
tant  que  cette  adaptation  est  possible. 


SÉANCE  DU  19  AVRIL  1899. 

PRÉSIDENCE  DE  H.  GUYOU. 

Commu nications  : 

M.  Félix  Lucas  :  Sur  les  surfaces  à  un  seul  côté, 
M.  Duporcq  :  Sur  la  transformation  de  Lie. 


SÉANCE   DU   3   MAI  1899. 

PRÉSIDENCE   DK  H.   TOUCHE. 

Communications  : 

M.  Laisant  :  Sur  la  notion  d^aire  d^une  courbe  gauche  fer- 
niée. 

M.  Félix  Lucas  :  Sur  le  plan  sur  lequel  la  projection  de 
Vaire  d*  une  courbe  fermée  est  maxima. 

MM.  Bourlet  et  Blutel  présentent  quelques  observations  sur  le 
même  sujet. 

M.  Bourlet  ;  Sur  la  stabilité  de  Véquilibre,  dans  le  déplace- 
ment d\in  point  assujetti  à  rester  sur  une  surface. 

M.  Lindelof  :  Sur  la  croissance  des  intégrales  des  équations 
différentielles  algébriques  du  premier  ordre. 

M.  Fontcné  :  Sur  les  soixante-trois  systèmes  de  coniques 
doublement  tangentes  à  une  quarlique. 

M.  Automne  adresse  un  Mémoire  Sur  les  variétés  unicursales 
n  plusieurs  dimensions. 
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M.  DupoRCQ  fait  ia  Communication  suivante  : 

Sur  ane  généralisation  de  la  transformation  de  Lie. 

La  transformation  de  Lie  associe,  comme  on  sait,  à  tout  point 
de  l'espace  une  droite  isotrope,  de  telle  sorte  qu'aux  points  d'une 
droite  quelconque  correspondent  les  génératrices  d'une  demi- 
sphère. 

Dans  la  généralisation  que  nous  avons  en  vue,  nous  considé- 
rons, au  lieu  du  complexe  des  droites  isotropes,  celui  des  droites 
qui  touchent  une  même  quadrique  S;  nous  allons  montrer,  en 
effet,  qu'on  peut  associer  à  tout  point  de  l'espace  une  droite 
tangente  à  S,  et  cela  de  telle  sorte  qu'aux  points  d'une  droite 
quelconque  correspondent  les  génératrices  d'une  demi-quadrique 
circonscrite  à  la  quadrique  fixe  S  ;  la  définition  géométrique  que 
nous  donnons  de  cette  transformation  peut  s'appliquer,  en  parti- 
culier, à  la  transformation  de  Lie,  dont  l'existence  et  les  propriétés 
caractéristiques  peuvent  ainsi  être  établies  par  une  voie  élémen- 
taire et  géométrique. 

Désignons  par  (i),  (a),  (3),  (4)  et (5)  cinq  tangentes  arbitraires 
à  la  quadrique  S;  on  sait  qu'il  existe  deux  demi-quadriques  cir- 
conscrites à  S,  dont  les  génératrices  s'appuient  sur  les  tangentes 
(i)  et  (a);  choisissons  arbitrairement  l'une  d'elles,  que  nous  dé- 
signerons par  la  notation  [i  2];  considérons  de  même  trois  autres 
demi-quadriques  [1  3],  [1  4]  et  [i  5].  Les  deux  quadriques  [i  2] 
et  [1  3],  par  exemple,  sont  évidemment  bitangentes;  comme  elles 
ont  en  commun  la  génératrice  (i),  elles  ont  une  seconde  généra- 
trice commune  (i  2  3),  de  système  différent,  qui  s'appuie  à  la  fois 
sur  les  tangentes  (i),  (2)  et  (3);  cette  droite  appartient  donc  à 
l'une  des  demi-quadriques  circonscrites  à  S  et  dont  les  généra- 
trices s'appuient  sur  (2)  et  (3)  :  nous  désignerons  par  [23]  la 
demi-quadrique  ainsi  déterminée.  Nous  définirons  de  même  les 
demi-quadriques  [2  4],  [2  5],  ... ,  [4  5]  et  nous  désignerons  par 
{ijk)  la  génératrice  commune  aux  trois  demi-quadriques  [^y], 
[jk]el[ik\ 

Ceci  posé,  soient  1,  2,  3,  4  et  5,  cinq  points  quelconques  de 
Tespace;  à  tout  plan  1  2  a,  passant  par  les  deux  premiers,  on  peut 
faire  correspondre  anharmoniquement  une  génératrice  (t  2a)  de 
la  demi-quadrique  [i  2],  de  sorte  que  les  génératrices  (1  2  3), 
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(i  24)  el  (1  2  5)  correspondent  respectivement  aux  plans  i  2  3, 
I  2  4  et  I  2  5;  définissons  de  même,  sur  les  demi-quadriques  [1  3] 
el  [23],  les  génératrices  (1  3  a)  et  (2  3  a)  correspondant  aux  pians 
1  3a  et  2  3a. 

11  existe  deux  demi-quadriques  circonscrites  à  S,  dont  les  géné- 
ratrices s'appuient  sur  les  droites  (1  2a)  et  (i  3a),  par  exemple; 
Pune  d'elles  contient  la  droite  (i)  :  désignons-la  par  [i  a]  el  consi- 
dérons de  même  les  demi-quadriques  [2a]  et  [3a].  Ces  trois  sur- 
faces ont  en  commun  une  génératrice  (a),  qui  s'appuie  à  la  fois 
sur  les  droites  (1  2a),  (i  3a)  et  (2  3a).  C'est  cette  droite  (a)  que 
nous  associerons  au  point  a,  commun  aux  irois  plans  12a,  i3a 
et  23  a. 

Si  ce  point  décrit  une  droite  arbitraire,  la  droite  (a)  engendre, 
comme  on  peut  le  voir  aisément,  une  demi-quadrique  circonscrite 
à  S. 

Dans  le  cas  où  S  se  réduit  à  un  cône  ou  à  une  conique,  les  con- 
sidérations précédentes  se  simplifient,  car  il  n'existe  plus  qu'une 
quadrique  circonscrite  à  S  et  passant  par  deux  tangentes  à  cette 
surface  :  la  transformation  se  trouve  alors  bien  définie  par  le  clioix 
des  cinq  droites  qui  doivent  correspondre  à  cinq  points  arbitraires 
de  l'espace;  dans  le  cas  général,  au  contraire,  suivant  le  choix 
qu'on  fail  des  surfaces  [12],  [i3],  [i4]  et  [i5],  on  obtient  seize 
transformations  satisfaisant  à  des  conditions  analogues. 

Une  autre  différence  essentielle  entre  cette  transformation  et 
celle  de  Lie,  c'est  que  toute  tangente  à  S  correspond  à  deux  points 
de  Tespace,  tandis  que,  dans  ]a  transformation  de  Lie,  il  n'existe 
qu'un  point  auquel  corresponde  une  droite  isotrope  déterminée. 
On  peut  voir  de  même  que  tout  élément  de  contact  correspond  à 
quatre  éléments  de  contact  différents. 

Si  l'on  suppose  que  S  est  une  sphère,  à  toute  droite  A  corres- 
pond une  quadrique  de  révolution  £,  circonscrite  à  S;  les  sphères 
orthogonales  à  S,  et  dont  les  centres  sont  sur  2,  enveloppent, 
comme  on  sait,  deux  sphères,  sjmétrique's  relativement  à  la 
sphère  S;  chacune  de  ces  sphères  correspond  à  A  par  une  trans- 
formation de  Lie. 
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SÉANCE  DU  n  MAI  ^899. 

PRÉSIDENCE    DE    M.     GUTOU. 

Communications  : 

M.  Bricard  :  Sur  une  généralisation  de  la  transformation 
de  Lie. 

M.  Ferber  :  Sur  un  symbole  analogue  aux  déterminants. 

M.  Fonlené  :  Sur  l^ inscription  du  polygone  régulier  de 
17  côtés. 

M.  Le  Roux  adresse  un  Mémoire  ialilulé  :  Extension  de  la 
méthode  de  Laplace  aux  équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles  d'* ordre  supérieur  au  second. 


SÉANCE   DU   7   JUIN    1899. 

PRESIDENCE   DE   M.   VICAIRE. 


Elections  : 


Sonl  élus,  à  Funanimilé,  membres  de  la  Société  :  M.  Thibaut, 
présenté  par  MM.  Leau  et  Borel;  M.  Syrieix,  présenté  par 
MM.  Laisant  et  de  Montessus. 

Communications  : 

M.  Fontené  :  Sur  V inscription  du  polygone  régulier  de 
257  côtés. 

M.  Ferber  :  Sur  les  simili-déterminants. 

M.  vo«  KocH  adresse  un  Mémoire  Sur  les  fonctions  implicites 
définies  par  une  infinité  d^ équations  simultanées. 

M.  Mannheim  envoie  l'énoncé  suivant  : 

AB,  CD  sont  les  côtés  parallèles  d'un  trapèze;  par  les  ex- 
trémités G,  D  du  plus  petit  de  ces  côtés,  on  mène  des  parais 
lèles  aux  diagonales  du  trapèze;  ces  droites  et  le  côté  AB 
prolongé  forment  un  triangle  dont  le  centre  de  gravité  coin- 
cide  avec  celui  du  trapèze. 
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M.  Painlevé  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  le  calcul  des  intégrales  d'an  système  différentiel 
par  la  méthode  de  Cauchy-Lipschitz. 

Considérons  un  système  de  n  équations  diflTérentielles  du  pre- 
mier ordre 


dw 


dx 

Convenons  de  dire  que  le  point  (j^qj  ynt  ^oî  •  •  •?  <^o)  de  l'espace 
à  (/i-f-i)  dimensions  est  un  point  régulier  du  système  S  si, 
dans  un  domaine  D  sudQsamment  petit, 

(D)       \x  —  Xo\<a,     1^— ^o|<6,     1^  — -5oi<*,     ...,     |w  — iToK^, 

les  fonctions//  sont  des  fonctions  continues  des  variables  réelles 
^t  y^  ^1  •  •  M  ^9  ^^  satisfont,  de  plus,  à  la  condition 

du  moment  que  {^x^y^ ...,  w)  et  (:F,yi,  ...,  iV|)  sont  deux  points 
du  domaine  D,  (A*!,  . . .,  kn  sont  des  constantes  numériques 
positives)  (*).  Si  ces  conditions  ne  sont  pas  remplies,  le  point 
(d?o>yo>  •••?  ^o)  sera  dit  singulier. 

Le  point  (^oi^O)  ^o>  •  •  ">  ^o)  étant  un  point  régulier  du  sys- 
tème (S),  on  sait  que  les  conditions  initiales  x^^yo^  z^^  . . .,  c^o 
définissent  une  solution  (et  une  seule)  y{x)^  ^{x),  . . .,  iv(x)  du 
système  (S),  solution  qui  reste  sûrement,  continue  dans  un  certain 
intervalle  \x  —  Xo\<ik^  et  qui  représente  une  courbe  F  (à  une 
dimension)  de  l'espace  à  {n  -\-  i)  dimensions.  Nous  dirons  que  la 
solution  y{x)y  z{x)j  . .  .,  iv(x)  est  régulière  dans  Tintervalle 
*  =  J?=?(qui  comprend  Xq)  si,  dans  cet  intervalle,  y(x),  ..., 


(*)  Voir  au  sujet  de  ces  coodiiioos  deux  Notes  de  M.  Peano  cl  de  M.  Osgood 
{Wiener  Monatshefte,  1896,  1897). 


—  150  — 

w{x)  sont  conlinues  el  si  I3  courbe  F  ne  passe  par  aucun  point 
singulier  du  système  (S).  Si  a^  est  le  plus  ^ra/irf  intervalle  de 
régularité  de  la  solution,  la  solution  ne  peut,  en  général,  être 
prolongée  d^lne  façon  continue  au  delà  de  p  (non  plus  que  de  a), 
ou  peut  Tétre  de  plusieurs  manières. 

Trois  méthodes  principales  permettent  de  calculer  la  solution 
y{x)j  •  •  «9  <^(^)i  qi>i  répond  aux  conditions  initiales  Xqj  yoj  •••9 
(Vo  -  Id  méthode  de  Cauchy-Lipschitz,  la  méthode  d'approximations 
successives  de  M.  Picard,  la  méthode  déduite  du  calcul  des 
limites.  Des  trois  méthodes,  la  première  est  la  plus  simple.  Elle 
permet  aussi  d'obtenir  très  aisément  (  *  )  tous  les  résultats  auxquels 
conduisent  les  autres  méthodes.  Mais  son  avantage  le  plus  remar- 
quable, c'est  qa^elle  définit  la  solution  y  (x). . .  iv(x)  dans  tout 
son  intervalle  de  régularité,  c'est-à-dire  dans  tout  l'intervalle 
où  la  solution  est  continue  et  définie  sans  ambiguïté  pcLr  les 
conditions  initiales. 

Tout  d'abord,  on  sait,  d'après  la  démonstration  classique,  que 
la  solution  est  sûrement  continue  et  définie  par  la  méthode  de 
Cauchj  dans  Tintervalle  \x  —  Xq  |  <C  '7  l désignant  la  plus  petite 

des  quantités  a  et  t;>  et  M  le  module  maximum  des//  dans  D.  A 

cet  intervalle,  il  est  facile  de  substituer  un  autre  intervalle  (en 
général  plus  grand),  introduit  déjà  par  M.  Lindelof  dans  l'étude 
de  la  méthode  de  M.  Picard;  appelons  Mo  le  module  maximum  des 

fonctions //(;r,  jo» -So»  •  •  •>  «0)  dans  l'intervalle  \x  —  •^oI<«î 
appelons  ^  la  plus  grande  des  quantités 


M  A, -4- 


^i.,[,^"'".^^..^*.)i 


cl  \  la  plus  petite  des  quantités  a  et  ^  ;  la  solution  y{x) . . .  %v{x) 
est  sûrement  continue  dans  l'intervalle  \x  —  Xq\<c\  cl  \9i  mé- 
thode de  Gauchy  la  définit  dans  cet  intervalle. 

En  eUel,  la  méthode  de  Cauchy  consiste  à  diviser  l'intervalle 


(*)  Par  exciiiple^  on  connaît  les  belles  applications  que  M.  Picard  a  faites  de 
sa  méthode  aux  équations  du  second  ordre  dont  l'intégrale  y(x)  est  définie  par 
les  valeurs  de  y  pour  deux  valeurs  j:,,  j:,  de  j:;  (»n  peut  retrouver  ces  résultats 
par  la  méthode  de  Caucby-Lipschitz,  mais  les  raisonnements  sont  assez  profondé- 
ment modifiés. 
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XqX  en  q  intervalles  (que  nous  supposons  égaux)  et  à  assiniiler 
les  équalîons  (S)  à  des  équations  aux  différences;  la  quantité 
yq{x) — ^oî  ainsi  obtenue,  reste  moindre  en  module,  comme  on 
le  voit  aussitôt,  que 


kx 


Mo  \\         {x-^Xo),j  ,    /]9       } 


donc  moindre  que  t — 7- (e^-^-^«^^*i+-+*«^  —  1);  la  démon- 

stration  classique  établit  dès  lors  que  yq{x)  tend  vers  la  solu- 
tion y{ûc:)  quand  q  tend  vers  Tinfini,  du  moment  que  x  vérifie 
rinégalité 

l^-^oK;^^^  _^^.Jog|^i+ g J. 

Mais  la  propriété  vraiment  essentielle  de  la  méthode  de  Caucliy, 
c^est  qu'elle  converge  dans  tout  l'intervalle  a^  où  la  solution  est 
régulière,  et  qu'elle  converge  uniformément  dans  tout  intervalle 
intérieur  à  a^3.  Pour  établir  celte  propriété,  il  suffit  de  préciser 
un  peu  la  démonstration  classique. 

Dans  le  cours  que  j'ai  professé  au  Collège  de  France  (1896- 
1897),  j'ai  pris  cette  proposition  comme  point  de  départ  pour 
étudier  le  mouvement  d'un  s^^stème  matériel  dans  l'intervalle  de 
temps  le  plus  grand  possible,  et  avec  le  minimum  de  restrictions 
relatives  à  la  continuité.  J'ai  appliqué  la  proposition  à  des  classes 
nombreuses  de  problèmes  de  la  Dynamique,  et  notamment  au 
problème  des  trois  corps. 

J'ai  indiqué  un  procédé  pour  déduire  de  là  un  développement 
de  la  solution  considérée  ^(;r), ...,  (v(;r)en  série  de  polynômes  : 
mais  ces  développements  sont  artificiels. 

Enfin,  j'ai  comparé  les  intervalles  de  convergence  des  trois 
méthodes  d'intégration  énumérées  plus  haut.  La  méthode  du 
calcul  des  limites  exige  que  les  équations  (S)  soient  analytiques  : 
si  R  désigne  le  ra}ron  du  cercle  (de  centre  x^)^  à  l'intérieur  duquel 
la  solution ^(j:),  ...,  iv{x)  est  ho lomorphe,  l'intervalle  de  con- 
vergence attaché  à  cette  méthode  est  exactement  l'intervalle  Xq  —  R 
à  j:o+  R.  Quant  à  la  méthode  de  M.  Picard,  on  ne  connaît  encore 
aucun  moyen  de  déterminer  son  intervalle  exact  de  convergence  : 
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cet  inlervalle  est,  suivant  les  cas,  égal  à  Tinlervalle  Je  convergence 
Je  la  méthode  Je  Cauchj-Ltpschilz  (intervalle  maximum),  ou,  au 
contraire,  plus  pctil  que  l'intervalle  (xo  —  R,  Xo-f-R)  attaché  au 
calcul  des  limites. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 

dy            ,    ,    ,       I— y(n-jr^) 
-f-  =  — 4j7'7«h ^^—- -y 

"^  I  —  /a  x^y 

et  la  solution^(jT)  qui  répond  aux  conditions  initiales  x  =  o,j'=i . 

Cette  solution  n'est  autre  que^  =  r*  La  méthode  de  Cauchy- 

Lipschitz  définit  l'intégrale  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x  ; 
la  série  de  Mac  Laurin,  formée  d'après  le  calcul  des  limites,  con- 
verge seulement  entre  —  i  e/  -4-  i .  Quant  à  l'intervalle  de  conver- 
gence de  la  méthode  de  M.  Picard,  il  est  sûrement  compris  entre 

^  et  —r\  car,  dès  la  première  approximation,  le  coefficient  dif- 

férentîel,  où  Ton  doitfaire^^i,  devient  infini  pour;r=iti  -j- 

La  méthode  de  Cauchj-Lipschitz  est  donc  la  seule  qui  définisse 
la  solution  dans  le  plus  grand  intervalle  de  continuité.  Toutefois, 
si,  dans  le  calcul  des  limites,  on  substitue  aux  développements 
tajloriens  les  nouveaux  développements  de  M.  Mitlag-Leffler, 
ces  développements  définissent  la  solution  dans  tout  l'intervalle 
où  elle  est  holomorphe. 


SÉANCE    DU   21   JUIN    1899. 

PRKSIDRNCB    DE   M.   TOUCHE. 

Communications  : 

M.  Bricard  :  Théorème  sur  des  quadriques  qui  touchent  des 
droites, 

M.  Painlevé  :  Sur  les  équations  différentielles  du  troisième 
ordre  à  intégrale  générale  uniforme. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  CERTAINES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENCES  MÊLÉES; 

Par  M.  L.  Lecornu. 


i 


L'élude  d'un  problème  d'élasticité  m'a  conduit  à  chercher  les 
fonctions /(jr)  vérifiant  identiquement  l'équation 


nx^h)-f{x^h)  _ 


'}. 


=  pf(T) 


dans  laquelle  h  et  /)  désignent  deux  constantes  réelles  données. 
Géométriquement,  l'intégration  revient  à  trouver  les  courbes  telles 
que,  pour  tout  arc  dont  les  extrémités  ont  des  abscisses  Xq  et  .r, 
ditTérant  de  2/1,  le  coefficient  angulaire  de  la  corde  soit  dans  un 
rapport  constant,  p,  avec  celui  de  la  tangente  au  point  d'abscisse 

raovenne  ^îî — ^«  Dans  le  cas  où  p  est  égal  à  l'unité,  une  droite 

quelconque,  ainsi  que  toute  parabole  admettant  l'axe  des  ^  comme 
diamètre,  fournissent  évidemment,  quel  que  soit  A,  des  solutions 
particulières. 

Si  nous  faisons  la  substitution^  =  e  ^*,  nous  obtenons  la  rela- 
tion 

qui  doit  être  vérifiée  par  la  nouvelle  constante  s.  Si  p  est  positif 
et  supérieur  à  Tunité,  il  y  a  deux  racines,  égales  et  de  signes  con- 

traires,  qui  conduisent  aux  courbes  logarithmiques  j/'rzs  e    ^'.  On 

voit  aussi  que  la  chaînetle^  =  A\^e  '*-he    '*y  répond  à  la  question. 
Si  p  est  égal  à  Tunité,  il  y  a  une  racine  nulle.  La  solution  cor- 
respondante est  figurée  par   la  droite  y=:const.   Pour  obtenir 
une  droite  de  direction  quelconque,  il  faut  partir  de  la  solution 


^=A 


e'n-e-'n 


et  faire  tendre  s  vers  zéro,  ce  qui  donne  à  la  li- 


mite^  =  2  A  y  De  même,  pour  obtenir  une  parabole,  on  n'a  qu'à 


xxvii. 


1 1 


f 
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faire  lendrc  s  vers  zéro  dans  réqualion  y  =  A -^ •  LV- 

quation  limite  est  j^^A^j- 
Si  /?est  positif  et  inférieur  à  l'unité,  il  y  a  deux  racines  purement 
imaginaires,  ±im^  qui  conduisent  à  la  sinussoïde  j^  =  Acos/n-r- 
La  constante  m,  qu'on  peut  toujours  supposer  positive,  est  assu- 
jeltie  à  vérifier  la  relation =P*  Pour  les  valeurs  de  p  supé- 
rieures à  £»  il  ny  a  qu'une  solution.  Pour  les  valeurs  de  p  com- 

prises  entre-  et  7-^ >  il   v  a   trois  solutions,  et  ainsi  de  suite  :  le 

nombre  des  solutions  augmente  indéfiniment,  par  couples,  à  me- 
sure que  p  se  rapproche  de  zéro. 

Pour  /?  =  o,  rintégrale  générale  est  évidemment  une  fonction 
admettant  la  période  2 h. 

Dans  le  cas  où  p  est  négatif,  Téquation  en  s  n'a  jamais  de  solu- 
tions réelles;  mais  il  y  a  encore  des  solutions  purement  imaginaires 

tant  que  p  est  supérieur  à  —  ^  • 

Cherchons  maintenant  les  solutions  complexes  de  l'équation 
en  s.  Si  nous  posons  s  =z  u  -{-  /r,  nous  avons  à  trouver  les  valeurs 
réelles  de  tf  el  c  vérifiant  le  système  d'équations 

(  e"  —  <•-"  )  cosv'  =  '!/>//, 

(  e"  -+■  e-"  )  sin  v  :^  'ipv. 

Ces  équations  ne  sont  pas  modifiées,  quels  que  soient  les  signes 
atlribués  à  u  et  c.  Il  suffit  donc  d'examiner  le  cas  où  ces  quantités 
sont  positives.  Dans  ces  conditions,  et  en  supposant  également 
que  p  est  positif,  on  reconnaît  que  smv  et  cosi^  doivent  être  si- 
multanément positifs,  ce  qui  exige  que  Texlrémité  de  l'arc  trigono- 
métri(|ue  i'  tombe  dans  le  premier  quadrant;  ç  est  donc  de  la  forme 

2  AT -h  A- »  fk  et  À  étant  deux  constantes  positives,  dont  la  pre- 

mière  est  entière  et  la  seconde  est  inférieure  à  Tunité.  Si  l'on 
fait  croître  A  de  zéro  à  un,  la  valeur  //»  de  u  donnée  par  la 
première  équation  croît  constamment  jusqu'à  devenir  infinie. 
La  valeur  //j  donnée  par  la  seconde  équation  part  de  00  et  dé- 
croît  constamment.    Il    y    a   donc,    dans    l'inlervallc    considéré. 


^ 


iK>    — 

une  racine  et  une  seule.   On  doit  toutefois  faire  une  exception 

pour  le  premier  intervalle  io<iç  <i  -h  Quand  ç  varie  dans  cet  in- 

lervalle,  U2j  au  lieu  de  partir  de  oo,  part  d^ine  valeur  donnée  par 
Téquation  e"-|-  e~"  =  2/>.  Cette  valeur  (qui,  jointe  à  i'  =  o,  vérifie 
les  deux  équations)  est  réelle  ou  purement  imaginaire  suivant  que 
p  est  supt^rieur  ou  inférieur  à  Tunité.  Mais^  dans  tous  les  cas,  une 
discussion  aisée  montre  que  la  branche  1/2  ne  coupe  pas  la  branche 
Ui  et  que,  par  conséquent,  le  premier  intervalle  ne  fournit  au- 
cune racine  complexe. 

En   particulier,    pour/?  =  f,  la  première  racine  complexe  est 

celle  qui  se  trouve  dans  l'inlervalle  de  ^' =  27r  à  i':=— ^-  Cette 

racine   est  à   peu   près  2j8h-^-,5v/ — 1  et  conduit  à  la  courbe 

Quand  p  est  négatif,  on  trouve  encore  qu'il  y  a  une  infinité  de 
racines  complexes.  Pour  ces  racines  cbst'  et  sinr  sont  simultané- 
ment négatifs,  ce  qui  exige  que  v  soit  de  la  forme  (2  A' -1-1)7:  + )v-- 

Il  reste  à  former  l'intégrale  générale.  La  fonction  inconnue /(x) 
peut  évidemment  être  choisie  d'une  maniéré  arbitraire  dans  un 
intervalle  2  A,  et,  une  fois  ce  choix  fait,  elle  se  trouve  déterminée 
de  proche  en  proche  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x.  Pour  es- 
sayer de  parvenir  à  l'expression  analytique  d'une  pareille  fonction, 
nous  nous  servirons  de  la  formule  suivante,  indiquée  par  M.  Pi- 
card (Traité  d* Analyse,  t.  U^  p.  173)  : 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  lés  racines  de  l'équatiou 
7:(X)  =  o.  Cette  formule  est  dénlontrée  seiilement  pour  l'intervalle 
de  Xq  d  Xij  et  sous  les  conditions  que  voici  :  Les  fonctions  'l  et  iz 
sont  holomorphes.  La  fonction  F  satisfait  aux  conditions  dites  de 
Dirichlet  (nombre  limité  de  discontinuités  et  de  maxima  Ou  de 
minima  dans  l'intervalle  considéré).  En  outre,  quand  la  variable 
complexe  >3  =  re^?  augmente  mAèfuùvntui  sa  ns  q  ne  sa  pa  rlie  rée  lie 

soit  nesiatwe^  les  expressions  -^ »    ~ ; — ^ —   lendcnt   vers 
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Tunité  et  les  expressions  V-r  e'^^^'^^K  r(—^)-~<}^(       )  ^(-r,-x)  ^e„. 

dent  vers  zéro  (on  suppose  ici  que  les  valeurs  attribuées  à  z  for- 
ment une  suite  discontinue,  ne  s'approchant  d'aucune  racine  de 
Tz(z).  La  formule  précédente  reste  valable  si  les  expressions  pré- 
cédentes, pour  certaines  valeurs  particulières,  en  nombre  fini,  de 
Tangle  <p  ne  tendent  pas  vers  les  limites  indiquées,  pourvu  qu'elles 
restent  finies  au  voisinage  de  ces  valeurs  particulières. 
Ceci  rappelé,  prenons  pour  ^  et  pour  tz  les  fonctions 

Tz{z)  =e- —  e-^  '-  ipz. 

Nous  savons  que  Téquation   ir(z)  =  o   a   une  infinité   de    ra- 
cines \  dont  les  modules  croissent  sans  limite.  On  a 


<}^( —  z)  _  —  6- 

it( — -3)        ^-- — e^-k-'ipz 


f 


expression  qui  tend  bien  vers  Tunité    lorsque  le  module  de    z 
augmente  indéfiniment,    avec   un  argument  compris   entre  —  - 

et  H — «Si  l'argument  de  z  est  égal  à  dz  ->  la  limite  est  nulle  :cir- 

constance  qui,  d'après  les  conditions  énoncées  ci-dessus,  n'in- 
flue pas  sur  le  résultat  final.  En  second  lieu,  l'expression 

t:(z)  —  ^(s)  e^ — 'Jtpz 


t:{z)  e^ — <?-= — 'àpz 


tend  vers  Tunité,  même  pour  cp  =  r 
Considérons  maintenant  l'expression 


•71 
•1 


71(5)  e^ — <?-- — ipz 

Sa  limite,  pour  mod  ^  =  oc  et  pour  un  argument  cp  compris  entre 
et  -  ou  égal  à  l'une  de  ces  limites,  sera  nulle  si  l'on  a 

Si    X    atteint    la    valeur    .Tq  H- 2,    l'expression     se    réduit     à 

et  clic  a   une    limite  r^ale   à    — i  (ou    nulle   pour 


—  e- 


6"  —  e~'' —  'ipz 
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^  =  zb  ^  )•  Il  faut  donc  que  x  n'alleigne  pas  Xo  -h  5^?  tout  en  pou- 
vant s'en  rapprocher  autant  qu'on  le  veut. 
Enfin  l'expression 

r( — z)  e-- — e^-hipz 

a  une  limite  nulle  pourvu  que  l'on  pose  Xi  —  x  —  i  <!  o,  d'où 
x'^Xi  —  I,  l'inégalité  excluant,  ici  encore,  Tégalilé. 
En  résumé,  la  formule  est  applicable  si  l'on  a 

Ti  —  I  <  j:  <  a^o  -+-  a. 

Faisons  d'abord  Xi  =  Xq-^-  i.  Cette  double  inégalité  devient 

Elle  est  vérifiée  du  moment  où  x  est,  comme  nous  Tavons  sup- 
posé, compris  entre  Xq  et  Xi. 

Faisons  en  second  lieu  Xi  =  Xq-^-  2.  11  vient 

iFo  -+-  I  <  a?  <  a7o  -+-  2. 

D'après  cela,  si  Ton  connaît  les  valeurs  de  la  fonction  F(^) 
pour  un  intervalle  allant  de  Xokxo-^-  2,  on  pourra  représenter 
celte  fonction,  dans  cet  intervalle,  par  la  formule 

la  limite  supérieure,  Ç,  des  intégrales  définies,  étant  Xq-^-i  ou 
jCoH-  2  suivant  que  x  est  compris  entre  Xq  et  Xo-{-  i  ou  entre 
Xq~t^  I  et  Xq'~j~  2. 

Changeons^  dans  la  formule  précédente,  x  en  t>  [JI  en  JJ^  et  po- 
j  j  =zf{x).  Remplaçons  en  outre  Xq  par  -r  —  i .  Il  vient 

La  nouvelle  limite,  a,  est  égale  à  a  ou  à  a  +  A  suivant  que  x  est 
compris  entre  n  —  h  et  a  ou  entre  a  ei  a  -{-  h. 
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Nous  avons  ainsi  Texpression  de  f(x)  sous  forme  d'une  série 
de  termes,  dont  chacun,  pris  isolément,  vérifie  l'équation  proposée. 
Il  resterait  à  cliercher  pour  quelles  formes  de  la  fonction  y  (^r), 
et  dans  quelles  conditions,  la  formule  peut  être  utilisée  en  dehors 
des  limites  pour  lesquelles  elle  est  étahlie. 

Sans  chercher  à  élucider  ce  point  d.'liçal,  je  me  horne  à  faire 
remarquer  qu'en  prenant  iin  nombre  limité,  mais  aussi  grand 
qu'on  le  voudra,  de  termes  de  la  série,  on  obtient  une  fonction 
analytique  qui  répond  à  la  ques.tipn  et  qui,  dans  rinlervalle  de 
a  —  /*  à  a  '\-  h^  diffère  aussi  pe^  qu'on  le  veut  d'une  fonction  arbi- 
trairement choisie.  C'est  là,  au  |)oint  dç  vue  pratique,  sinon  au 
point  de  vue  théorique,  un  résultat  suf^sant. 

La  question  que  nous  venons  de  traiter  po.urrait  être  considé- 
rablement étendue.  Considérons  une  équation  qui  ne  renferme 
pas  explicitement  la  varia\i>le  x  et  qui  soit  linéa.ire  et  homogène 
par  rapport  aux  quantités. 

y\t     y xt     •. •  •  f   y n- \ » 

J    9      '.       J   l       >  '  •   •  f        J  H-\' 

Dans  ce  Tableau  jj^oj^i?  •  •  \^yn-\^  Résignent  les  valeurs  prises 
par  une  m^ème  fonction,  y,  de  x  lorsqu'on  donne  à  x  les  /i  va- 
leurs 

(les  11  étant  des  const^jUtes).  y'^^^  y\  ,  .  .  . ,  y^^^  (o'^k'^n  —  i)  sont 
les/?  premières  dérivées  dç-yi^. 

Comment  intégrer  une  pareille  équation? 

On  se  procure  immédiatement  une  infinité  de  solutions  parti- 
culières en  \)osaï}l y  =  e^^  et  choisissant  convenablement  la  con- 
stante s.  On  a,  en  effet, 

>„  =    f*-^...        yi=    e^^'ie^^o,  ....         j-„_,  =  <?*''— «f^'^c, 


•  • 


f  •.•••'•.      ••••!  ••• 


•      •      •     » 


^.(/')_  ç/,,..<.r., 

Mil  substituant   ers   val<Mii's  dans    ré<|uatlon   proposée,  ou  voit 
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disparaître  e'^«  en  vertu  de  riiomogénéilé  supposée.  11  reste  sim- 
plement une  relation  ti'anscendante  en  5,  et  chacune  des  racines, 
en  nombre  infini,  fournit  une  solution.  Ceci  est  vrai  sans  que 
Téquation  ait  besoin  d^étre  linéaire.  L'équation  étant  linéaire,  on 
peut  ajouter  que  toule  combinaison  linéaire  et  homogène  d'un 
nombre  fini  de  solutions  particulières  est  encore  une  solution. 

Admettons  que  les  coefficients  de  l'équation  proposée  soient 
réels,  ainsi  que  les  /t,  et  qu'on  ne  donne  à  la  variable  x  que  des 
valeurs  réelles.  Dans  ces  conditions  les  racines  en  $  sont  réelles 
ou  deux  à  deux  imaginaires  conjuguées,  et  l'on  peut  évidemment 
s'arranger  de  manière  à  n'avoir  pour  les  solutions  particulières  y 
que  des  fonctions  réelles. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  si  les  k  sont  rangés  dans  l'ordre  des 
grandeurs  croissantes,  la  fonction  inconnue  peut  être  choisie  ar- 
bitrairement dans  un  intervalle  inférieur  à  //««i,  mais  aussi  voisin 
qu'on  le  veut  de  h_\  :  il  faut  seulement  que,  pour  la  valeur  limite, 
•2"o  ■^- /'//-M  de  la  variable  les  quantilés  ^',,_|,  ...,.)'^/^',  vérifient 
l'équation  donnée.  Quand  on  fait  croître  ensuite  x  au  delà  de 
^o-f-/^i-iî  Téquation  fournit  à  chaque  instant,  et  de  proche  en 
proche,  une  relation  entre  des  quantités  déjà  connues  et  les  y?  -f-  i 
quantitésy,,,,,j';,_,,  ...,yj_,. 

D'après  cela,  à  partir  de  la  valeur  x  z=i  Xq-\-  hn^\i  l'inconnue  jk 
se  trouve  déterminée  par  une  équation  linéaire  du  y>»«™«  ordre, 
dont  l'intégration  introduityr?  constantes  arbitraires,  indépendantes 
des  valeurs  arbitraires  attribuées  à  y  dans  l'intervalle  de  x^  à 
^0-1- /'//_!*  Toutefois,  si  l'on  vent  que  pour  .r  =  Xq  4- A/i_«  l'inté- 
grale ne  présente  aucune  discontinuité,  non  plus  que  ses  p  —  i 
premières  dérivées,  les  constantes  d*intégralion  se  trouvent  déter- 
minées par  cette  condition.  Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  si  la  fonc- 
tion et  ses  p  —  I  premières  dérivées  sont  continues,  il  en  est  de 
même  des  dérivées  suivantes:  on  le  reconnaît  •en  joignant  à 
l'équation  proposée  celles  qu'on  en  déduit  par  des  différentiations 
successives.  Des  remarques  analogues  s'appliquent  au  prolonge- 
ment de  la  fonction  pour  les  valeurs  de  x  inférieures  à  x^\  mais 
alors  y^  prend  la  place  de  yn-\'  Dans  le  cas  011  les  dérivées  de 
yn^\^  ou  de  j^'oi  ^^  figurent  dans  l'équation  que  jusqu'à  un  ordre 
inférieur  à  /?,  le  nombre  des  constantes  arbitraires  se  trouve  néces- 
sairement réduit. 
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Il  est  naturel  de  chercher  à  exprimer  Tinlégrale  générale  par 
une  série  de  lerraes  de  la  forme  Ae'^y  en  prenant  pour  5  les  ra- 
cines de  Téquation  transcendante,  rangées  dans  un  ordre  conve- 
nable. Les  constantes  devraient  être  calculées  de  manière  à  faire 
coïncider  Tintégrale,  dans  un  intervalle  égal  à  A//.i,  avec  une 
fonction  arbitrairement  choisie.  Mais  un  pareil  problème  paraît 
bien  difGcilement  abordable,  et  le  cas  particulier  traité  en  com- 
mençant montre  qu'on  ne  peut  guère  espérer  une  solution  un  peu 
simple. 

SOLUTION  COMPLÈTE  EN  NOMBRES  ENTIERS  DE  L'ÉQUATION 

I  I        ,  it 

ni  arctaiii:  — h  /larclanc-  =  A  -r  ; 

Par  M.  Carl  Stùhmkr. 

1.   Notions  prélimimaiees.  —   Point  de  départ. 

La  solution  complète  en  nombres  entiers  /;i,  n,  x  ely  de  l'équa- 
tion ci-dessus,  quand  k  est  entier  ou  nul,  a  été  l'objet  d'une 
question  posée,  en  1894*  dans  V Intermédiaire  des  mathémati- 
ciens, par  M.  D.  Gravé,  de  Sainl-Pétersbourg  (*). 

J'ai  réussi,  il  y  a  quelques  années,  à  résoudre  ce  problème  (^). 
Voici  ma  solution,  que  je  viens  d'abréger  considérablement. 

Je  vais  d'abord  rappeler  les  définitions  principales  (')  dans  hi 
théorie  des  nombres  entiers  complexes. 

On  appelle  nombre  entier  complexe  un  nombre  w  =  r/  -+- 16, 
où  a  et  b  sont  des  nombres  entiers  ou  nuls  et  /  l'unilé  imaginaire. 

o>  =  a  -h  ib  et  ci>'=  a  —  ib  sont  appelés  des  nombres  conju- 
gués. Si  a  =  liw,  où  a,  ^  et  v  sont  des  nombres  entiers  complexes. 


('  )  Tome  ï.  p.  T\\^. 

(^)  Noir  Solution  complète  en  nombres  entiers  m,  /î,  x^y  et  k  de  l'équation 

m  arclang 

X 


p        T^ /i  arc  la  n  g  -    =  A'   ->  »  dans  les  Christiania  Vidensskabsselskahs- 

y  I 


skri/ter,  iStjj. 

i^)  Voir,  par  oxciiif)le,  LEJEiiNE-DiniciiLET,  licclierches  sur  les  formes  t/ua- 
flrntit/ites  à  roej/icients  et  à  indéterminées  complexes,  dans  le  Journal  de 
C relie,  iS'j }. 
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on  dil  que  a  est  divisible  par  ^.  Cela  posé,  on  a  les  mêmes  règles 
de  divisibilité  que  pour  les  nombres  naturels. 

On  a  quatre  unités,  i,  —  i,  «et  —  i.  On  appelle  w,  —  eu,  lo) 
et  —  iw  nombres  associés  ;  ils  se  présentent  de  la  même  manière 
dans  toutes  les  questions  de  divisibilité. 

a  et  p  ?ionl  dits  premiers  entre  eux,  s'ils  n'ont  que  des  unités 
comme  diviseurs  communs.  Deux  nombres  réels,  sans  diviseur 
réel  commun,  ne  peuvent  non  plus  avoir  des  diviseurs  complexes 
communs. 

Un  nombre  entier  complexe  q,  qui  n'est  pas  une  unité  com- 
plexe, est  appelé  nombre  premier  complexe,  s'il  n'a  pour  divi- 
seurs que  des  unités  et  ses  propres  associés.  On  démontre  que 
tous  les  nombres  premiers  complexes  appartiennent  à  l'une  des 
catégories  suivantes  ou  sont  associés  aux  nombres  ainsi  définis  : 

i"  Le  nombre  i  -f-  «  ; 

'2°  Les  nombres  premiers  réels  de  la  l'orme  4^  +  3,  h  étant 
entier  positif  ou  nul; 

3**  Les  nombres  premiers  complexes  u  -h  «V  et  w  —  /V,  u  étant 
pair  et  i^  impair,  résultant  de  la  décomposition  unique  (*)  en  deux 
carrés  /i*-}-  ç^  de  tout  nombre  premier  réel  de  la  forme  4  A  -}-  i . 

Avec  ces  notations  on  trouve  que  la  théorie  des  nombres  entiers 
complexes  est  tout  à  (ait  la  même  que  celle  des  nombres  naturels 
et  on  les  manie  avec  la  même  facilité  que  ceux-ci. 

Pour  appliquer  cette  théorie  à  Tétude  de  notre  équation  indé- 
terminée, prenons  pour  point  de  départ  la  formule  bien  connue 

a  -f-  «6  =  re'?, 


où  r  =  ^ a^-\-  b'^  est  le  module  et  o  =  arctang-  l'argument  de  la 
quantité  complexe  a  -H  ib.  Elle  nous  donne 

Î(a,-f-*6,)(rt|-r-  «6,)...(a„-i-  ib„) 

OÙ  R  est  le  module  du  premier  membre.  On  voit  alors  que  la  con- 
(')  Voir,  par  exemple,  Lhoenduk,  r/iéorie  des  Aombres,  seconde  Partie,  §111. 
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ditioii  nécessaire  el  siiffisanle  pour  que  la  somme 

b\                      />s  bn 

arctaiif;: h  arc  lan;; r . . .-+-  arclang  — 

soil  nulle  ou  é<;;ale  ù  un  inulliple  de  t:  esl  que  le  prodiiil 

(rt  1  H-  1^1  )  (  ûf  1  ->-  £^t  )  . .  •  ( ^'/i  -^-  '^/i ) 
soit  réel. 

Si  maintenant  les  «  et  les  h  sont  des  nombres  entiers,  le  produit 
ci  dessus  sera  un  nombre  entier  complexe  et  l'on  peut  lui  appli- 
quer la  théorie  de  ces  nombres.  Je  me  suis  servi  de  cette  méthode 
dans  mon  travail  déjà  cité.  Plus  lard,  j'ai  reconnu  que  Gauss(*) 
avait  déjà  remarqué  celle  liaison  entre  les  nombi-es  entiers  com- 
plexes et  les  arcs  tangentes,  liaison  qui  se  présente  d'ailleurs  très 
nalurellement. 


2.  C 


ONDlTIOJtr    DU    PROBLEMK. 


Nous  allons  d^abord  résoudre  complètement  en  nombres  enliei^ 
p,  A',  a  et  6,  Téquation 


,   ^  b       ,  .. 

(a)  p  arclani»  -  =  a:  - 


On  peut  supposer  que  p  et  k  sont  posiliis  el  premiers  cnlre  eii\ 
et  que  a  et  h  sont  premiers  entre  eux.  Alors,  pour  que  réqusilion 
soit  vérifiée,  il  faut  que  le  produit  P  =  (i  —  if  [a  -j-  £7>)P  soit  réel. 

Soit  q  un  diviseur  premier  complexe  divisant  P.  Si  y  n'est  pas 
égal  à  di  I  ±:  I,  il  divisera  {a  -\-  ib)9  et  par  conséquent  a  -i-  ib^  et 
Pétant  égal  à  son  conjugué  P',  il  divisera  aussi  a  —  /7>.  Mais  alors 
q  divisera  ia  et  lib,  ce  qui  est  impossible,  a  el  b  élanl  premiers 
entre  eux. 

Il  faut  donc  que  q  =  ±  i  zhi,  c'est-à-dire  que  a  -\-  if)  ne  peut 
pas  admettre  d'aulres  diviseurs  premiers  (pie  i  H-  £  el  ses  associés. 
D'un  aulrecôté,  a  cl  b  étant  premiers  entre  eux,  a  -\-  tb  n'admet 
pas  de  diviseui's  réels  et  par  consécpient  il  ne  peut  pas  être  divi- 
sible par  y^=  zt  i/.  Il  faut  donc  que 

a  H-  ib  —  î(i  -+-  / j, 


(')   Voir  «l.itss,  ll'erke,  l.  Il,  p.  .tj.>. 
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e  étant  une  unité  complexe,  ce  qui  donne 

rt=z*-|,         ^=drr,         arc  tang- =  A| -^^ , 

a  4 

/.'i  étant  entier,  ce  qui,  substitué  à  (2),  donne  oki  =  k\  équation 
qui  exige  que 

Cela  posé,  nous  allons  trouver  les  solutions  en  m,  n,  ;r  el^  de 
Téquation 

(3)  m  arclanîî  — h  n  arctan<;;  ~  =  /c  --• 

où  k  est  entier  ou  nul.  On  peut  évidemment  supposer  (pi^aucun 
des  coefficients  m,  n  et  k  n'est  négatif.  Quant  aux  x  et  y,  on  peut 
les  supposer  diflerents  entre  eux  et  en  valeur  absolue  plus  grands 
que  I.  En  ell'et,  dans  le  cas  contraire,  on  voit  aisément  qu'on 
est  conduit  à  une  équation  de  la  forme  (2),  ce  qui  exige  que 
\x\  =  \y\  =  ,. 

(^uani  aux  coefficients  m  et  //,  on  peut  les  supposer  premiers 
entre  eux.  En  efiel,  si  A*  rr-r  o,  la  chose  est  évidente.  Si  k '^  o, 
posons  m  =  p/??i,  n  =  f/ii,  on  ^i  et  /i|  sont  |)remiers  entre  eux. 

Il  vient 

/  »  J  \       *  ^ 

p  (  miarctang  — h  ^i  arc  tan  g  -  j  =  A*  -  * 

\  X  y  J        \ 

où  p  et  k  sont  premiers  entre  eux.  Or,  en  appliquant  le  théorème 
hien  connu  d'addition  des  arcs-tangentes,  on  réduit  l'expression 

entre  crochets  à  la  forme  arc  tang^-»  où  a  et  6  sont  entiers  ou  nuls. 

Si  a  ou  h  est  nul,  arc  tang  -  sera  un  multiple  de  -  et  si  a  et  h  sont 

différents  de  o,  on  peut  les  supposer  premiers  entre  eux  et  l'on 
est  alors  conduit  à  une  équation  de  la  forme  (2),  ce  qui  exige  que 

arc  tang-  soit  un  multiple  de  ^'*  On  aura  ainsi  dans  tous  les  cas 

arc  tang—  =  A'i  7? 
a  4 

A'i  étant  entier;  tl'où  ,  en  substituant  la  valeur  de  arc  tang-  1 


I  1,7: 

1  arc  tang — h  /*•  arc  tang  —  =  Ai  - 
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équation  de  la  même  forme  que  (3),  mais  où  nii  et  /ï«  sont  pre- 
miers entre  eux. 

Cela  posé,  pour  que  Inéquation  (3)  soit  vérifiée,  il  faut  que  le 
produit  (i  —  iy  {^ -{- i)"^ (y -h  i)"  soit  réel,  c'est-à-dire  il  faut 
que 

(4 )  (I  -  t)*-(a:  -+-  ir^iy  -h  t)"  =  («  -+-  0*(^  -  »Xj^  -  Op- 

posons 

ar-hi  =  (i-+-*)v(a-+-  i6)  )  ^,  (    H- x»  =  2^  (  a»  H- 6«  ), 

> )        d  où       j 

OÙ  v  =  o  ou  =1,  selon  que  i-f-x^  est  impair  ou  pair,  et  éta- 
blissons les  mêmes  conditions  pour  a.  Or,  une  somme  de  deux 
carrés  premiers  entre  eux  n'étant  jamais  divisible  par  4^  «  H-  ib 
et  c  -h  id  ne  sont  pas  divisibles  par  i  -f-  i.  Enfin,  un  diviseur  com- 
mun à  X  -{-  i  et  X  —  i  divisant  21,  a  -h  ib  et  a —  ib  seront  pre- 
miers entre  eux  et  de  même  les  nombres  c  -f-  irf  et  c  —  id. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (4)  et  remarquant 
que  I  -f-  I  =  «(i  —  1),  il  vient 

(a-i-t6)"»(c-M'e/)«  =  i9(a-'ibY'{c  —  id)'^y 

p  étant  entier.  Or,  les  nombres  {a -\- ib)  et  (a  —  ib)  étant  pre- 
miers entre  eux,  il  faut  que 

(a-+-  ib)n*  =  e(c  — tV)«, 

s  étant  une  unilé  complexe*,  et,  en  se  rappelant  que  m  et  n  sont 
premiers  entre  eux,  on  en  tire 

a  -h  lô  =  Êi  (a  -h  *?)", 
c  —  id=  s',  (a  -h  «?)'", 

e,  el  Sj  étant  des  unités  complexes  et  a  -f-  /^  étant  un  nombre  en- 
tier complexe,  ce  qui  donne 

j^-i-£  =  £,(,-f./)Ix(a-t?)'«. 

Il  faut  donc  que  x  ei  y  satisfassent  à  ces  conditions.  On  en  tire 
aisément 

'  0"  —  V  -  o(  inofi  A), 


-  165  — 

où  A  =  a^-f-  p^  est  un  nombre  impair  >  i  el  où  v  el  [jl  sont  nuls 
ou  égaux  à  i  (*). 

3.  Solution  complète  des  équations  (6). 

On  est  ainsi  conduit  à  trouver  toutes  les  solutions  entières  posi- 
tives et  >  I  (lea  équations  indéterminées 

i-|-a7'=<5'»        et         i-+-ar'=  2  2". 

M.  Lebesgue  (^)  a  démontré  que  la  première  est  impossible  en 
nombres  entiers  x  elz,  si  n  >►  i. 

Nous  allons  appliquer  à  la  seconde  un  procédé  analogue  à  celui 
de  M.  Lebesgue.  Supposons  d'abord  n  impair  et  >  i.  Comme  x 
est  impair  et  >- 1 ,  posons  j:  =  2  p  -H  i ,  p  étant  positif,  d'où 

p*-4-(pH-  l)*=4î«, 

équation  qui  peut  s'écrire 

[p^(p^  i)i]  [p  —  (p  -^  t)i]  =  z". 

Or,  un  diviseur  entier  complexe,  commune  p -|- (p -|- i)i  et 
à  p  —  (?  -i-  0*)  divise  aussi  ap,  a(p  -|-  i)  et  p^  +  (p  -h  i)^  et  se 
réduit  par  suite  à  une  unité.  11  faut  donc  que 

(7)  p-f-(p-+-i)t  =  e(a-M*P)», 

où  e  est  une  unité  complexe  et  où  a-|-  i^  est  un  nombre  entier 
complexe  dont  la  norme  a^-H  p*  est  égale  à  z.  En  multipliant  les 
deux  membres  par 

(i--t)/«  =  (~aO  »  (r-i) 
il  vient 

n-\  n-\ 

•y.  '^    a?  H- a  *    «  =  Ej  [«-+-?  — (a  —  ?)i]'', 
Cl  étant  une  unité  complexe,  équation  qui  peut  s'écrire 

n  -t  n-\ 

a  «    a: -+-2  «   t  =  ei[(a -h  P)A -f- (a  —  p)Bi] 

(*)  On   peut  aussi  démontrer  que  ces  conditions  (  6)  sont  suffisantes;  mais 
nous  n'en  n'avons  pas  besoin  ici.  Voir  les  Comptes  rendus,  1896,  n"  4  el  5. 
(')  Vçir  les  Nouvelles  Annales,  l.  IX,  p.  180;  iSfio. 
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oii  A  el  B  sont  des  nombres  entiers  réels.  Mais  cela  exige  que 

n-\ 

ou 

'lui 
(a  — P)B  =zh'A  »   . 

Or,  a^-f-  ^2  étant  égal  au  nombre  impair  z^  l'un  des  nombres  a 
et  p  sera  pair,  Tautre  impair  el,  par  conséquent,  a  ±:  ^  sera  im- 
pair, ce  qui  donne 

Si  a  est  pair  et  égal  à  2 ai ,  on  en  lire 

et  si  ^  est  pair  et  égal  à  2^1,  il  vient 

a -r-i?  =  ii=  I  di  îi?, -+- 2?,  *  =  d=  f  I  rb  ^3,(1  ±:  01» 
c'fsl-à-dire  que  Ton  aura,  dans  tous  les  cas, 

a  -H  ip  =  Éj[n-  2r(i  ±:  i)J, 

où  /'  est  un  nombre  entier  el  où  £2  est  une  unité  complexe,  ce 
qui,  substitué  dans  (7),  donne 

(8)  p-+-(p-M)t=:e,[n-2r(i±0]«, 

£3  étant  une  unité  complexe. 

En  développant  le  second  membre,  on  aura 


ou 

n 


I>  =  i-+-(ï)(2r)-^2(3)(2r)'-.-]^.Wu(ï)(2r)^ 


A—» 


Q-(î)('^/0-+-2(ï)(2/-)=-i-2(ï)(7./-)3-|-^4^.^,;)(.2/-/, 


fi  —  '» 


df<  el  bii  élanl  d^s  riombres  entiers  ou  nuls  et  où  Ton  a  posé 

n{n  —  I  )(  /t  —  2  ) . . .  ( /i  —  A  -h  I  )         , 

1>2<J    •>.    A' 

Pour  que  Téquation  (8)  soit  vérifiée,  il  faut  que 

P  ±:  Q  =  ib  I . 


On  aura  donc  les  cas  snlvanls  : 

I"   P  ■+- Q  =  I ,  ce  qui  donne 

I  -f-  f\nr  H-  8Mr 


=  I» 


où  M  est  un  enlier,  d'où 


n  H-  55  M   =::  O, 


ce  qui  est  impossible,  n  étant  impair» 

^o  p  :43  Q  =r —  I,  ce  qui  donne  une  équation  de  la  forme 

•2  -H  4  M  =  o, 
M  élant  enlier,  ce  qui  est  aussi  impossible. 

3"  |>  —  Q  =  I  j  ce  qui  donne 


n 


7,(;)(7.r)'-  Ug)(2/-)3  4-24(^A-^A)(ï.)(-ir)*=o, 


d^où 


k  =  k 


n 


n{n  —  I  ) 


*=» 


Or,  n  élant  impair  et  >•  i ,  on  peut  poser  n  —  i  =  a****'  a,  où  a 
doit  être  supposé  impair  et  a  entier  positif  ou  nul,  ce  qui  donne 


n 


(9) 


•i/x^iM  ^^'^{ak—  bk){%){'irf''^=  'l'aria, 


k-\ 


OÙ  M  est  un  nombre  entier.  Considérons  le  terme  général  sous  le 
signe  de  sommation 

\Jk=i{ctk—Ok) — — ^r (2r)^-« 

I.2.)     •••     A. 

(A:  =  4)  ^1  ^)  *  '  ">  ^)* 

Ce  terme  Ua  est  un  nombre  entier  ou  nul.  En  disposant  autre- 
ment les  facteurs  et  en  remplaçant  n  —  i  par  sa  valeur  a*"*"*  «,  on 
aura 


Ujt=  1^-*-^  na( n  —  i)...{n  —  k  -h  i) 


»A— I 


IcSc.O   ...   K 


(«A— ^aOa-*-'. 


Or,  comme  on  le  sait  (*),  la  plus  grande  puissance  de  9.  qui  di- 

(•)   Voir  Lrqp.ndrk,  Théorie  des  \ombrrs.  Introduction,  XVÎÎI. 
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vise  1.2.3  ...  A*  sera  égale  ou  inférieure  à  2*   *   el,  par  consé- 
quent, la  forme  irréductible  de  la  fraction 


►*-i 


ne  contiendra  pas  le  diviseur  a  dans  son  dénominateur.  Tous 
les  autres  diviseurs  de  1.2.3  ...  A*  divisant  le  produit 
na{n  —  2) . . .  (/i  —  A:  -+-  i),  on  peut  écrire 

N;^  étant  entier  ou  nul;  en  substituant  ces  valeurs  en  Téqua- 
tion  (9),  il  vient 

2«-^*M  -4-2«^-«  N  =  2«/lrt, 

N  étant  entier  ou  nul;  d'où 

4  M  -+-  a  N  =  wa, 
ce  qui  est  impossible,  na  étant  impair  et  I>o. 

Donc,  Téquation  1  -h  j:^  =  22"  n^admet  pas  pour  x  el  z  des  va- 
leurs entières  supérieures  à  i ,  si  n  est  un  nombre  impair  >>  i . 

On  en  déduit  que  Timpossibilité  subsiste  encore  si /i  contient 
un  diviseur  impair  >-i.  En  effet,  si  /i  =  pm,  m  étant  impair 
et  >>  I,  Téquation  se  réduit  à  i  -f-^*=  2(5?)*^. 

Donc  pour  que  Péquation  i  4-  ^^  =  2  5",  où  n  >  i ,  admette  des 
solutions  entières  supérieures  à  i,  il  faut  que  n  soit  une  puissance 
de  2.  Or,  Lagrange  (')  a  démontré  que  Tunique  solution  en  nom- 
bres entiers  >•  i  de  Téquation  i  H-  o*^  =  25'  est  x  =  239,  3  =  i3, 
et,  par  conséquent,  noire  équation  devient  impossible  pour /i  >-4- 

Nous  sommes  ainsi  conduit  au  théorème  suivant  : 

Les  valeurs  entières  posiln^es  de  n,  pour  lesquelles  l'équa- 
tion I  4-  a:*-^  =  2  z"  admet  des  solutions  entières  plus  grandes 
que  I ,  sont  n^=iyn  =  2etn  =  ^. 

Si  /i  =  I,  il  y  a  une  infinité  de  solutions,  si  /i  =  2,  V  équa- 
tion se  réduit  à  V équation  de  Pell  x'*^ —  25^  =  —  1  qui  a  aussi 
une  infinité  de  solutions  données  par  des  formules  bien  con- 
nues  (^)^  et  si  n  =:  ^,  on  a  Punique  solution  x  =  aSg,  5  =  1 3. 

(  '  )   Voir  LAGnANQF,  Œuvres,  l.  IV,  p.  394,  et  aussi  V Intermédiaire,  l.  V,  p.  94* 
(•)  Voir,  par  exemple,  I.kokndrf,  Théorie  des  /Vontbres,  première  Parlie.  §  VI. 


"> 
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A.    Solution   complètk   du   piioBLÈ\fE. 

Les  équallons  (6)  ne  peuvenl  donc  être  résolues  que  dans  les 
cas  suivants  : 

il  H- rr*  =    A,  i   i-f-x*=    A,  i  i-j-x*  =  2A, 

(II)  (III)  ' 

i-hy^=  i\,  {   i-Hj*='2A*,  /   i-+-^*=2A*, 

(    i-f-ar2=     A,  .,     (    i-+-a:*=2A, 

(IV)  (V) 

j     ,-H7»=2A*,  (     I-f-^»=2A4. 

Nous  allons  en  déduire  toutes  les  solutions  de  notre  équation  (3) 
en  étudiant  les  équations  (5)  correspondanles. 
Dans  /('premier  cas,  on  aura 

ar  H-  t  =  £i(a  -h  ïp), 

y^i=  £,(i-f-i)(a— '?)» 
d'où 

y-^i=  ej(i  -h  i){x  —  i)  =  z^[x -i-  i  -+■  {x  —  i)ej, 

£3  étant  une  unité  complexe.  En  identifiant  les  parties  purement 

imaginaires,  il  vient 

zhxàii  =  1, 

qui  donne  x  =z  o  k  rejeter  et  x  =  =b  -2,  d'où  A  =  5  et^  =  ±:  3. 
Or,  pour  que  x  -\- y  soit  divisible  par  A,  il  faut  que  x  ely  aient 
le  même  signe  et  Ton  aura  la  première  solution  de  notre  équation, 
celle  d^ Eu  1er, 

(10)  arclang  - -H  arciang  -  =  -  • 

Dans  le  deuxième  cas,  on  aura 

j:-h  e  =  £|(ai-f-  i'P), 

^  -+.  I  =  £j(i  -f-  i)(a  —  i^  )ï, 
d'où 

j^-4-  f  =  £j(i-f-  i)(ar_  i)t  =  £j[;p2_^.  'XX  —  I  4-  (ar*—  aj:  — i)t], 

ce  qui  donne 

x^±:'?.x  —  I  =  zt  I , 

d'où  X  =  ±  i  ±  ^3  elx  =  0^  valeurs  à  rejeter,  et  j:  =  zb  îî,  ce  qui 

donne  A  =  5  et  j^  ==li  7.  Pour  que  j: -f-/ soit  divisible  par  A, 
XXVII.  12 
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il  faut  que  x  et  y  aient  des  signes  opposés;  on  trouve  ainsi  comme 
deuxième  solution 

(il)  2arctang arctang^  =  7- 

2  7       4 

Dans  te  troisième  cas,  on  aura 

57-+-  t  =  £i(i-f-  t;(a-h  ip), 
^  -+-  i  =  Ej(i  -h  0(a  —  t?)*, 

2/  -haï  =  es(i  -h  0(^"-  0*> 
ar'diîar  —  i  =±2, 


d'où 

ce  qui  donne 


d'où  ^  =  iti  I,  à  rejeter,  el  x  =  dz3y  d'où  A  =  5  et^  =iii  7. 

Pour  que  x  -f-y  soit  divisible  par  A,  il  faut  que  x  ei  y  aient  le 
même  signe;  on  aura  ainsi  la  troisième  solution  de  notre  pro- 
blème, celle  de  Vega, 


I      7: 


(12)  2  arctang  -  -\-  arctang  -  =  -  . 

J  74 

Dans  les  deux  derniers  cas,  on  a  A  =  i3,y  =  ih  289. 

Le  système  IV  n'a  donc  pas  de  solution  et  dans  le  dernier  cas 
on  a  a:  ==d=  5.  Pour  que  x  -^y  soit  divisible  par  A,  il  faut  choisir 
les  signes  opposés  de  ^  et  de^  et  l'on  trouve  ainsi  la  dernière  des 
solutions,  celle  de  Machin, 

I  I         ir 

(i3)  4at*<*tang-  —  arctang -5- =  7  • 

Les  équations  (10),  (i  1),  (12)  et  (i3)  sont  ainsi  les  seules  solu- 
tions de  notre  problème  (*  ). 

(')    J*ai   fait   aussi   une   étude  assez    détaillée    de  l'équation   à   trois  termes 

1  I  I  ^ 

Xarctang — hptarctang — h  v  arc  tang  -  =  A- j    et  de  Féqualion    générale   à    n 
X  y  z  i\ 

termes.  Voir  sur  ce  sujet  :  Comptes  rendus,  1896,  n"»  4  et  5,  et  mon  Mémoire  : 

Sur  r application  de  la  théorie  des  nombres  entiers  complexes  à  ia  solution 

en  nombres  rationnels  de  l'équation  c,  arctang jr, -H  ...  -h  c^arctanj:j7„  =  /,•  ^, 

4 
publié  dans  VArchiv  for  Mathematikog  Aaturvidenskab^  Christiania,  iStjT). 
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SUR  UN  SYSTÈME  DE  SEPT  CLEFS; 
*  Par  M.  G.  Fontené. 

Les  expressions  symboliques  à  huit  termes,  un  réel  et  sept  sym- 
boliques, qui  seront  définies  plus  loin  et  que  j^appelle  des  octants, 
ont  en  général  une  multiplication  non  associative;  si,  malgré  ce 
grave  défaut,  je  me  décide  à  en  donner  l'idée,  c'est  que,  dans  ma 
pensée,  sous  une  condition  qui  reste  à  trouver,  les  octants  doivent 
être  propres  à  représenter  le  mouvement  hélicoïdal  par  lequel  on 
peut  amener  une  figure  de  l'espace  d'une  position  à  une  autre.  On 
verra  tout  au  moins  qu'ils  conduisent  à  la  formule  de  Brioschi 
pour  la  décomposition  du  produit  de  deux  sommes  de  8  carrés  en 
somme  de  8  carrés,  et  le  fait  qu'une  formule  analogue  n'existe  plus 
pour  2"  carrés,  avec  /i  >>  3,  montre  que  les  octants  sont  le  der- 
nier terme  du  groupe  «  quantités  complexes,  quaternions,  oc-^ 
tants  »  ;  les  />^-nions  de  M.  Cartan,  comprenant  les  nouions  de 
Svlvester.   sont  l'extension  des  quaternions  dans  une  autre  voie. 

§  I- 

1.  Considérons  trois  clefs  fondamentales,  /,  y,  /  et  les  sept 
termes  symboliques  du  produit 

(i-4-i)(i-+-y)(i4-/) 
effectué  régulièrement,  savoir 

h  y,  y,  l,  ily  yV,  (/7; 

nous  obtenons  sept  clefs  dérivées,  que  nous  désignerons  par  lefi 

lettres 

«,  y,  A,  /,  m,  /i,  /?, 

en  posant,  par  conséquent, 

ij  =  ky        il  =  m,        jl  =  w,         kl  =/>. 

Nous  conviendrons  que  le  carré  de  chaque  clef  est  égal  à  —  i, 
et  pour  définir  le  produit  de  deux  clefs  distinctes,  qui  devra  être 
une  clef  ancctée  du  signe  -f-  ou   du  signe  -—   selon  l'ordre  des 
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deux  facteurs,  nous  aurons  recours  au  système  triple  formé  par 
les  sept  symboles;  nous  devrons  d'ailleurs  nous  conformer  aux 
égalités  ci-dessus,  dont  la  première  est  empruntée  aH  calcul  des 
quaternions,  et  dont  les  trois  dernières  donnent  les  produits  des 
symboles  i,  y,  k  par  le  symbole  /. 

2.  On  sait  que  sept  objets  A,  B,  C,  ...,  G  donnent  lieu  à 
sept  triades,  deux  objets  pris  à  volonté  faisant  partie  d'une  triade 
et  d'une  seule,  de  manière  à  déterminer  un  troisième  objet;  en 
outre,  le  procédé  suivant  de  formation,  qui  est  connu,  donne  la 
notion  de  sens  cyclique  pour  chaque  triade;  on  suppose  les  lettres 
A,  B,  C,  .  . .,  G  rangées  sur  un  cycle,  et,  pour  former  une  triade, 
on  prend  deux  lettres  consécutives,  on  passe  la  suivante,  et  l'on 
prend  celle  qui  vient  ensuite  : 


\ 


le  sens  direct  pour  la  première  triade,  par  exemple,  est  le  sens 
ABD,  ou  BDA,  ou  DAB. 

Avec  les  sept  clefs  ci-dessus,  on  peut  former  le  système  triple  : 


A 

B 

C 

D 

E 

F 

G 

B 

C 

D 

Ë 

F 

G 

A 

D 

E 

F 

G 

A 

B 

C 

(1) 


I 


m 

• 

• 

I 

l 

k 

n 

P 

i 

m 

J 

l 

k 

n 

-P 

m 

l 

k 

n 

P 

m 

m 

I 

• 

J 

la  flèche  indiquant  le  sens  direct  pour  chaque  triade;  les  quatre 
premières  colonnes  sont  organisées  en  vue  de  retrouver  les  éga- 
lités du  n**!,  et  elles  déterminent  les  trois  dernières.  Nous  con- 
viendrons que  Ton  a,  par  exemple,  en  tenant  compte  du  sens  cy- 
clique dans  la  première  triade, 

mil  =  Uni  =  Inii  =  —  i  ^ 
iml  =  Uni  =  m  fi  =  -h  i , 


et  de  même  pour  les  autres  triades.  Eu  égard  aux  conventions 

iî  =  —  I ,       y«  =  —  I ,         . . . ,        pi  =-  i^ 

on  a  alors,  par  exemple, 

mi  =      /,         /'/ =      m,         /m  =      i, 
im  — —  /,         ti  ——  m.         ml  =—  i. 


^ 
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c'est-à-dire  que,  dans  chaque  triade  du  tableau  (i),  le  produit 
de  deux  clefs  donne  la  clef  restante  avec  le  signe  +  ou  le 
signe  —  selon  que  i ordre  des  deux  facteurs  conduit  à  par- 
courir la  triade  dans  le  sens  direct  ou  dans  le  sens  rétrograde. 
Les  quatre  premières  triades  font  bien  retrouver  les  égalités  du 
n"  i.  On  peut  écrire,  pour  la  pratique, 

Iilniy  i  ipn,y 

jln,         =  I  jmp, 
klp,  \  knm  ; 

on  retient  facilement  les  quatre  premières  triades,  et,  pour  les 
Irois  dernières,  on  peut  observer  qu'une  permutation  circulaire 
de  £,  y,  Â*,  et  une  autre  relative  à  /w,  /i,  /?,  conduisent  de  la 
triade  ipn  aux  deux  autres. 

On  peut  toujours  supposer  que  /,  y,  k  dans  leur  ensemble  sont 
B,  G,  ¥jj  mais  cela  donne  lieu  à  six  arrangements;  D  est  alors  /, 
ou  /w,  ou  n^  ou  /?,  à  volonté;  les  divers  tableaux  que  Ton  obtient, 
en  se  conformant  aux  égalités  du  n"  1,  donnent  tous  le  même  ré- 
sultat. 

La  multiplication  n^ est  pas  associatii^e;  on  a,  par  exemple, 
i.j  ./  =z  k,l  z=  p,         i  :><  (j  .1)  =  i.n  =  —  p. 

3.   Nous  appellerons  oc^a^/Texpression  symbolique 

q  =a-î-b.i-}-cjH-d.k-\-  e.l-h'f.m  -h  /^.n  -h  h.p^ 

qui  n'est  pas  un  biquaternion,  la  clef  nouvelle  /  n'étant  pas  com- 
mutalive  avec  les  clefs  i,j\  k;  l'octant  conjugué  Kq  s'obtiendra 
en  changeant  les  signes  dans  la  partie  symbolique;  le  carré  du 
module  sera  par  définition  Sa^.  On  a  un  quaternion  en  supposant 
Cy  y,  ^,  A  =  o;  on  a  une  quantité  complexe  ordinaire  en  suppo- 
sant de  plus  c,  d  =  o, 

i"  La  multiplication  étant  dislributive  par  définition,  le  pro- 
duit de  deux  octants  conjugués  est  égal  au  carré  du  module  ; 
on  a,  en  effet, 

\  =  n*  -f-    ^«  -+-  f;2  -+-...  -f-  /l^ 


-  Mi  - 
à  cause  de  ij  =  —  j'i,  etc. 

a**  L'octant  conjugué  du  produit  de  deux  octants  est  égal 
au  produit  des  conjugués  de  ces  facteurs  multipliés  dans 
V ordre  inverse;  on  a,  en  effet, 

(a'—  S6'i)(a  —  S60  =  aa' —  al,b  i —  a'^bi'\-  Zb'i.Zbi; 
la  partie  réelle  est  la  même  que  dans 

.et  toute  la  partie  symbolique  est  changée  de  signe  à  cause  de 
ij  = — y/,  etc.  ;  on  a  donc 

(4)  K(qq')=Kq'xKg, 

3"  D'une  manière  générale,  si  Ton  prend  (à  cause  du  n"  A) 


L   q=za-\-bi-^cj-h...-hhp, 
\  q'  =z  a'  —  b' i  —  c'j  —  ...  —  h'p. 


(7) 


(5) 

on  trouve 

(6)  <jr<2,'=  A  -f-  Bi  -h  Cy  -h  . . .  -+-  H/>, 

en  posant 

A  =  aa'-h  bb'  -^  ce'  -h  dcF -+-  ee'  -h/f'-h-  /^g'-hhh' 
B  =—  ab'  -h  ba'—  cd' -\-  de'  —  ef  -+-/e'  h-  gh'^  hg  , 
G  =-  ac'  H-  bd'  '-^  ca'-^db'^  eg'-fh'-\-  ge' -^  hf\ 
D  =—  ad'-^  bc'  -t-  cb'  -h  da'  —  eh'  -^fg'  —  gf  -t-  he\ 
P:  =—  ae'  -4-  bf  -h  cg' -+-  dh'-^  ea'  -/b'—gc'  —  hd*, 
V=-af—  be'  4-  eh'  -  dg' -^  eb' -+-  fa' -^gd'^  hc', 
G  =--ag'-  bh'—  ee'  -f-  df'-+-  ee'  -fd'-hga^  hb', 
\\=—  ah'  H-  bg'--  cf  —  de'  -h  ed'-hfe'  —  gb'  -+-  ha'. 

On  a  disposé  les  lettres  non  accentuées  dans  Tordre  alphabé- 
tique. Si  l'on  forme  alors  le  tableau  des  lettres  accentuées,  on  ob- 
serve que  ce  tableau  peut  être  obtenu  par  le  procédé  de  formation 
des  mosaïques  de  M.  Ionisant;  on  écrit  d'abord 

a'      b' 

//      a'; 


% 


—  175  — 


on  forme  ensuite  un  tableau  analogue  en  remplaçant  a!  par  la  ta- 
ble (a),  et  y  par  un  tableau  qui  se  déduit  de  (a)  en  mettant  d  et 
d  au  lieu  de  a!  et  V  : 


(P) 


a' 

b' 

c' 

d' 

h' 

a' 

d' 

c' 

c' 

d' 

a' 

b' 

d' 

c' 

b' 

a'; 

en  opérant  sur  (p)  comme  on  a  opéré  sur  (a),  on  forme  un  ta- 
bleau (y)  qui  est  celui  des  lettres  accentuées  dans  les  expressions 
des  quantités  A,  B,  • . .,  H. 

4.  En  désignant   par  {ab')  la  quantité  (ab' — ba')  on   peut 
écrire 

A  =  Zaa, 

B=-(a6')~(c^)-(e/')4.(^A'), 

C=-(ac')  +  (6cr)-(^^')-.(/A'). 
D=-(arf')-.(6c')-(e/r')-+-(/r'), 
E  =-  (ae')  -t-  (bf)'h{cg')  4-  (dh'), 

F=-(a/)-(6e')-t.(cA')-(rf^'), 

G=-(a^')-(ô^^-(ce')-+-(rf/'), 
i   H=-(a/i')-h(6^')-.(c/')-(rfe'). 

5.  Le  module  du  produit  de  deux^^octanis  est  égal  au  pro- 
duit de  leurs  modules.  On  a,  en  effet, 


(8) 


(9) 


2a«x  Sa'«=SA*, 


comme  on  le  voit  en  développant  SA*  :  on  trouve  d'abord  le  pre- 
mier membre  de  la  formule,  et  les  doubles  produits  se  détruisent, 
parce  que  les  binômes  auxquels  donnent  lieu  les  formules  (7)  se 
correspondent  deux  à  deux  comme  il  suit  : 


— db'     ...     -+-  ge' 


—  de      . . .     — /^b' 
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§   II- 

6.  Brioschi  a  donné  la  formule  ci-dessus  en  i856  dans  le 
Journal  de  C  relie  ;  sa  mélhode,  dégagée  des  généralités,  consiste 
en  ceci  :  On  considère  un  déterminant  S',  dont  les  éléments  sont 
précisément  les  quantités  qui  multiplient  a,  />,  c,  d^  . .'.  dans 
les  expressions  de  A,  B,  C,  D,  ...,  et  la  multiplication  de  ce 
déterminant  par  lui-même  montre  qu'il  a  pour  valeur  la  qua- 
trième puissance  de  Sa'-;  or  on  trouve  que  le  produit  de  deux 
déterminants  analogues  o  et  o'  est  un  déterminant  analogue  A, 
construit  avec  A,  B,  C,  D,  ....  On  peut  observer  ceci  :  Le  dé- 
terminant o'  contenant  le  facteur  n' -{-  b' i  -f-  c'y -h  •  •  •,  si,  comme 
dans  le  cas  des  déterminants  cvcliques,  on  ajoute  les  lignes  hori- 
zontales multipliées  respectivement  par  i,  —  c,  — y,  . . .,  on  ob- 
tient une  ligne  dont  le  premier  terme  est  le  facteur  en  question, 
les  sept  autres  termes  élant   les   produits   du  premier  par  ■ —  /, 

J  •)  •  •  •  • 

7.  Le  théorème  du  module  s'établit  facilement  pour  des  qua- 
ternions,  la  multiplication  étant  alors  associative;  on  a 

qqx  K(qg')  =  qq'x(Kq',Kq) 

=  q  X  iq'.Kq')  X  Kq 
=  {q'.Kq')x(q.Kq), 

Pour  des  octants,  la  première  des  égalités  ci-dessus  reste  exacte, 
la  troisième  aussi,  et  par  suite  la  seconde  a.  lieu  puisque  le  théo- 
rème du  module  se  conserve;  mais  comme,  en  général,  la  multi- 
plication des  octants  n'est  pas  associative,  cette  seconde  égalité  a 
lieu  ici  pour  des  raisons  spéciales  qu'il  faudrait  élucider. 

8.  La  méthode  que  M.  Hermite  a  donnée  pour  obtenir  la  for- 
mule d'Euler  relative  au  produit  de  deux  sommes  de  quatre  car- 
rés, méthode  fondée  sur  l'emploi  des  quantités  complexes,  se 
trouve  être  applicable  à  la  démonstration  de  la  formule  de  Brio- 
schi, en  remplaçant  les  quantités  complexes  par  des  quaternions; 
mais  la  multiplication  des  quaternions  n'étant  pas  commutative, 
la  démonstration  est  valable  pour  des  raisons  cachées  qu'il  fau- 
drait mettre  en  évidence,  Partons  de  ridentité 

(xz'—zyjij-f'—t/)  =  (jft'--.(x'){rz'—zy')  ^.{jry^j'x'){zt'—fz'), 


^ 
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équivalente  à  la  formule  d'Euler  pour  quatre  points  en  ligne 
droite,  et  admettons  provisoirement  que  cette  identité  reste  exacte 
avec  des  quaternions,  en  ce  qui  concerne  les  parties  réelles  des 
deux  membres;  si  l'on  fait 

j  X  =  a-^  bi-k-  cj -\-  dky  \  z  = —  (e  — f^—gj  —  ^'^* h 

/  z'  =  a  —  bi  —  cj  —  dk,  {  x'  =        e  -^fi  -H  gj  -H  hk, 

^y  =  a'^b'i^c'j-^d!k,         \t    =^{e'-fi-g'j-'h'k), 
\  t'^a'^b'i'-c'j-dk,         jy=       e'^fi-hg'j^h'k, 

de  sorte  que  le  premier  membre  de  Tidentité  devienne  Sa*  x  Sa'*-^ 
chaque  somme  portant  sur  huit  carrés,  il  arrive  ceci  :  le  conjugué 
du  produit  de  deux  quaternions  étant  le  produit  des  conjugués 
des  facteurs  pris  dans  Tordre  inverse,  le  conjugué  de  xt' —  tx' 
est  yz' —  zy'y  et  le  conjugué  de  xy' — yx'  est  zt' —  tz'  en  com- 
mençant par  le  second  terme;  de  sorte  que,  au  second  membre  de 
ridentité  ci-dessus,  chaque  terme  est  le  produit  de  deux  facteurs 
conjugués,  et  est  égal,  par  suite,  à  une  somme  de  quatre  carrés; 
on  trouve  d'ailleurs 

xt'  —  <J7'  =      A  -+-  B  e  -h  Cy  -4-  D A, 
xy  —  yx'  =-  E  —  Fi  —  Gy  -  lU, 

A,  B,  ...  ajant  le  même  sens  que  précédemment,  et  Ton  obtient 
la  formule  de  Brioschi.  (Si  Ton  prend  des  octants,  le  résultat  au- 
quel on  arrive  est  forcément  inexact,  le  produit  de  deux  sommes 
de  seize  carrés  n'étant  pas  une  somme  de  seize  carrés;  on  peut 
consulter  sur  ce  sujet  un  article  de  M.  Arnoux,  inséré  aux  Comptes 
rendus  de  l'Association  française  pour  l'avancement  des 
Sciences,  1896,  2*  Partie,  p.  48.) 

Relativement  à  la  question  de  savoir  si,  dans  l'expression 

(a6')(crf')  — (ac')(W)-h(a^')(6c'), 

la  partie  réelle  est  toujours  nulle  avec  des  quaternions,  voici  un 
exemple.  Par  analogie  avec  le  premier  membre  de  l'identité 
d'Euler  pour  quatre  points  en  ligne  droite,  identité  que  Bellavitis 
a  étendue  au  quadrangle  plan  par  l'emploi  des  vecteurs  plans, 
considérons,  pour  un  tétraèdre  ABCD,  l'expression 

AB.CD  — AC.BD-h  AD.BC, 
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dont  chaque  terme  est  un  produit  de  vecteurs;  en  prenant  A 
comme  origine,  on  a  Texpression 

(AB.ÀD  — AD.  AB) -h... -+-..., 

dont  la  partie  réelle  est  nulle,  comme  l'on  sait;  donc,  en  prenant 
une  origine  quelconque  O,  et  en  désignant  par  a\  b\  c',  d  les 
vecleurs  OA,  OB,  OG,  OD,  on  a  l'expression 

(6'— a')(rf'— c')  —  (c'— rt')(^'  — ^') -t- (^'— a')(c'— ^') 

dont  la  partie  réelle  est  nulle;  c'est  l'expression  ci-dessus  dans 
laquelle  on  suppose  a  =  6  =  c=:rf=i,  les  quaternions  a',  b\ 
d ^  d!  étant  toutefois  réduits  à  des  vecteurs.  (Le  fait  géométrique 
signalé  ici  conduit  à  un  théorème  intéressant  :  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques  y  i8g8,  p.  34o;  quant  à  l'énoncé  géométrique 
qui  résulte  de  la  formule  de  Bellavitis,  il  a  son  analogue  dans  l'es- 
pace, comme  je  me  propose  de  le  faire  voir  prochainement,  et 
M.  Laisant,  à  qui  j'ai  communiqué  le  théorème  général,  a  réussi 
à  le  démontrer  par  la  théorie  des  vecteurs.) 

9.  La  méthode  précédente  ramène  le  problème  à  un  problème 
sur  les  quaternions.  Dans  le  même  ordre  d'idées  on  peut  faire  la 
remarque  suivante,  analogue  à  celle  que  l'on  trouve  dans  les 
Œuvres  posthumes  de  Gauss  (^Œuvres  complètes,  t.  III,  p.  384) 
à  propos  de  la  formule  d'Euler  pour  le  produit  de  deux  sommes 
de  quatre  carrés.  Si  l'on  écrit  la  formule  de  Brioschi  sous  la  forme 

cha(|ue  somme  s'étendant  à  quatre  carrés,  on  peut  regarder  cha- 
cune des  qualre  premières  sommes  comme  la  norme,  ou  carré 
du  module,  d'un  quaternion,  et  poser 

/    =  a  -h  ^/  -h  c/  -h  dk,         V    =  a' —  b'  i  —  cj  —  d' k, 
m  =  t'  -f-  fi  -f-  gj  -f-  /i/i ,         m'  =  e  —  fi  —  g'j  —  /*  A , 

on  constate  alors  que  £A^  cl  SE-  sont  les  normes  des  deux  ex- 
pressions II' -i- m' m  et  m.K/'  —  Km'.l. 

10.  Si   Ton  cITecluc  régulièrement  le  produit 

(i^-MHi  4-  N)(i-f-P), 


■^ 
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et  si,  dans  la  formule  (9),  on  remplace  a,  b,  c^  . . . ,  A  par 

X,  ^v/M,  5v/N,  ^v/MN,  a/P,  V)/W,  (v/NP,  r/MNP, 

et  a',  b\  c',  . . .,  A'  par  x', y'y/M,  . . .,  on  Iroiive  que  le  produit 
de  deux  expressions  de  la  forme 

ar'-h  M^*-+- N^*-4- MNf*-i- Pw^-f- MPi^*-i- NPiv*-f- MNPr» 

est  une  expression  de  même  forme 

Xî4-M.Y«-4-N.Z«-4-MN.T«-t-P.U*-+-MP.V«-t-NP.VVî-hMNP.R», 

X,  Y,  Z,  . . . ,  R  étant  rationnels  et  entiers  par  rapport  aux  don- 
nées. C'est  l'extension  au  cas  de  huit  variables  d^ un  fait  bien 
connu  pour  le  cas  de  quatre  variables, 

§  iïi- 

H.  Cayley  a  remarqué  que  la  solution  du  problème  des  substi- 
tutions orthogonales  quaternaires,  telle  qu'Euler  Ta  donnée,  ré- 
sulte de  la  formule 

d{xx  i  -4-  x^j  -4-  iFj  A-  -h  0:4) 

=  (_  X'i  — [l'y— v'A- -h  p')(j^,i -4-j^jy -+-^3^ -+-rO(^« -+- [^y -^  ^^  ^-p)» 

dans  laquelle  la  séparation  des  facteurs  extrêmes  au  second  membre 
a  pour  but  d'empêcher  la  réduction  des  huit  paramètres  (sept  en 
réalité)  à  quatre  paramètres  L,  M,  N,  R;  la  règle  des  modules 
donne  en  effet 

ou 

en  prenant 

rf«=£Xî.2X'*. 

11  est  d'ailleurs  probable  qu'Euler,  voulant  satisfaire  à  des  rela- 
tions dont  les  quatre  premières  sont 

C?,  +  G?2H-C;3H-C?;  =  I  (t=I,  5i,  3,  4), 

est  parti  de  la  formule,  trouvée  par  lui,  pour  la  décomposition  du 
produit  SX^.S)/^*  en  somme  de  quatre  carrés,  décomposition  pos- 
sible de  plusieurs  façons;  il  déclare,  en  effet,  avoir  en  quelque 
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sorte  deviné  la  solulion.  Il  faut  seiilemenl  observer,  avec  Euler, 
que  la  condition  d^avoir  une  substitution  rationnelle  exige  que  le 
produit  SX^.SV-  soit  un  carré,  et  le  plus  simple  est  de  faire 

ce  qui  réduit  le  nombre  des  paramètres  à  six. 

Cayiey  a  montré  comment  la  solution  d'Euler,  avec  cette  der- 
nière condition,  se  ramène  à  la  solution  générale  pour  n  variables. 

Il  est  possible  que,  avec  des  octants,  on  pût  donner  une  solu- 
lion analogue  pour  huit  variables;  il  faudrait,  au  second  membre 
de  la  formule,  introduire  à  la  fin  deux  nouveaux  facteurs  avec 
a",  .  . . ,  a'",  .  ,  . ,  pour  avoir  y  x  4  -+-  i  paramètres,  que  la  condi- 
tion de  ralionnalité  réduirait  à  28,  nombre  nécessaire;  la  question 
est  de  savoir  si,  du  fait  que  la  multiplication  des  octants  n'est  pas 
associative,  il  arriverait  que  les  28  paramètres  fussent  distincts. 


CALCUL  DES  TRIQ UATERNIONS; 

Par      M.       COMBEBIAC. 

Le  calcul  des  qualernions  réalise  une  simplification  sur  la 
méthode  cartésienne,  en  supprimant  les  axes  de  coordonnées, 
sinon  Torigine. 

Les  méthodes  de  Y Ausdehnungslehre  de  Grassmann  se  pas- 
sent de  tout  système  de  référence,  mais  ne  constituent  pas  un 
système  numéricpie  complexe,  ce  qui  rend  leur  application  pénible 
et    très  limitée. 

Nous  nous  proposons  d'établir  un  SYSlème  numérique  complexe 
susceptible  de  re|)résenler  les  faits  géométri(|ues  sans  système  de 
référence. 

L 

SYSTÈME    Nl'MKIUOlK    COMPl.EXK     DKS    TU  IQUATERIS  lO.NS. 

Le  système  numérique  complexe  des  biqualernions  (*)  repré- 


(')  In  i)iqiiaternioD  est  une  expression  de  la  forme  ^/-i-ox/,,  où  q  el  7,  son! 
des  qualernions  et  m  une  unité  romplcxe,  dont  le  «arré  est  nul. 
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senle,  comme  on  sait,  le  groupe  des  mouvements  sans  déforma- 
tion de  l'espace. 

Les  mouvements  dont  l'angle  de  rotation  est  tz  et  les  complexes 
linéaires  se  correspondant  d'une  manière  univoque,  les  biquater- 
nions  permettent  de  représenter  les  complexes  linéaires,  et,  par 
suite,  les  lignes  droites,  qui  en  sont  un  cas  particulier. 

Mais  aucun  mouvement  n'est  caractéristique  d'un  point  ou 
d'un  plan.  Ces  cléments  essentiels  de  l'espace  ne  sont  donc  pas 
représentés  directement  dans  le  calcul  des  biquaternions. 

Pour  réaliser  un  calcul  présentant  cet  avantage,  il  suffit  d'intro- 
duire quatre  nouvelles  unités  obtenues  en  multipliant  les  quatre 
unités  quaternioniennes  i,  i,  y ,  A'  par  une  autre  [x  commutative 
avec  elles  et  formant  avec  w  et  l'unité  vulgaire  un  système  numé- 
rique ayant  les  règles  de  multiplication  suivantes  : 

JJl«  =   I  ,  tu*  =  O,  tO{Jl  =  —  [1(0  =  to. 

On  sait,  d'après  les  recherches  de  M.  Scheflers  (*)  sur  les  sys- 
tèmes numériques  complexes,  que  l'on  obtient  par  ce  procédé  un 
système  numérique  à  douze  unités,  comprenant  celui  des  quater- 
nions. 

Nous  appellerons  triquaternions  les  quantités  complexes  com- 
posant ce  système. 

Un  triquaternion  est  donc  une  expression  de  la  forme 

011  ^,  ^1,  q2  sont  des  quaternions. 

Les  douze  unités  du  système  sont  les  quatre  unités  quaternio- 
niennes et  les  produits  de  ces  unités,  soit  par  co,  soit  par  jx. 

Dans  ce  système,  les  mouvements  sont  représentés,  comme 
dans  le  système  des  biquaternions,  par  des  expressions  de  la 
forme 

q  -hioqiy 

avec  la  condition 

q  et  qt  étant  les  quaternions  conjugués  de  q  et  de  q^. 
(')  ScHEFFERs,  Complcxe-Zatilensysteme  {Math.  Anrt.,  B.  XXXIX;  1891). 
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Les  transformations  symétrales,  c'est-à-dire  les  Iransfornialions 
qui  résultent  d'un  mouvement  et  d'une  svmélrie,  sont  représen- 
tées par  des  expressions  de  la  forme 

liq-htaqtJ 

toujours  avec  la  condition 

gqi-^q\(j  -  o. 

Une  transformation  symétrale  générale  conserve  un  point  et 
un  plan  passant  par  ce  point. 

Le  vecteur  allant  de  l'origine  des  coordonnées  au  point  fixe  est 
représenté  par  la  partie  vectorielle  de  q^  divisée  par  la  partie  sca- 
laire de  q. 

Le  vecteur  perpendiculaire  au  plan  est  la  partie  veclorielle  de  q. 

L'angle  de  rotation  est  déterminé  par  q  comme  dans  les  mou- 
vements euclidiens. 

Les  triquaternîons  permettent  donc  de  représenter,  outre  les 
mouvements  euclidiens,  les  transformations  symétrales  (*),  et, 
par  suite,  les  points  et  les  plans,  qui  seront  naturellement  repré- 
sentés par  les  opérations  symétrales  les  plus  simples  qu'ils  déter- 
minent, savoir  : 

Un  point  de  coordonnées  '—",  —t  —,  par 

*  a^o     Xa     Xe 

\ixq-\-  10 ( ixx  -^jxi -\-  kx^) ; 

Un  plan  d'équation  [:>o«2^o  -H  ^\J^\  +  «0X2  H-  a^j^..,  =  o,  par 


(')  M.  Sludy  a  montré  [Study,  Paramcter-darsteUiinf^  der  Uewegungen  und 
Umlegungen  {Math.  Ann.,  R.  X\XI\;  1891)]  que  ia  rnulliplicalion  des  biqua- 
lernions  peut  représenter,  outre  la  composition  des  mouvements  entre  eux,  celle 
des  transformations  symétrales  entre  elles  et  avec  les  mouvements,  à  condition 
de  changer  les  signes  des  coefficients  de  wi,  wy,  wA,  lorsque  le  premier  des  deux 
facteurs  est  une  transformation  symétrale.  De  plus,  le  résultat  doit  être  pris 
comme  transformation  symétrale,  si  un  seul  des  facteurs  est  une  transformation 
symétrale,  et  comme  mouvement  dans  les  autres  ras.  C'est  ce  que  l'on  réalise  en 
posant  [iw  =  —  (0. 

(^(•Ite  remarque  est  l'origine  de  ce  Mémoire. 


'^ 
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Une  droite  de  coordonnées  Eîl  :  E^l  :P^  :^  :^  :^,  par 

avec  la  condition  a,  ^i  -+-  aa  p,  -f-  ol^  ^3  =  o. 

Appelons  similitude  une  transformation  résultant  d'un  mou- 
vement et  d'une  homothétie. 

Une  similitude  est  représentée  par  une  expression  de  la  forme 

où  X  est  un  nombre  vulgaire. 

Le  coefficient  d'homothétie  de  la  transformation  a  pour  valeur 

On  vérifie  directement  que  le  produit  de  deux  expressions  de 
cette  forme  a  la  même  forme. 

Si  l'on  veut  qu'une  similitude  soit  représentée  par  des  Iriqua- 
ternions  ne  différant  que  par  un  facteur  numérique,  il  suffit  de 
poser  la  condition  déjà  signalée 


n. 

FONCTIONS    FOHDAMENTALES. 

Écrivons  un  triquaternion  sous  la  forme 

où  w  représente  une  quantité  numériqqc  vulgaire,  p  un  plan  et  / 
une  quantité  de  la  forme 

On  voit  que  chacune  des  unités  entrant  dans  une  des  trois 
expressions  w,  /,  p  n'entre  dans  aucune  des  deux  autres,  de  sorte 
que  /•  ne  peut  être  mis  sous  la  forme  précédente  que  d'une  seule 
manière* 
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De  plus,  cette  lorme  de  /•  est  invariante  par  rapport  au  groupe 
des  mouvements  sans  déformation  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
est  indépendante  du  système  de  référence,  en  tant  que  l'on  ne 
considère  que  des  systèmes  de  coordonnées  trireclangulaires. 

En  efiet,  pour  effectuer  le  mouvement  représenté  par 

il  suffit  d'appliquer  l'opération 

(q  -^u)q^){,)(q-^uiq^)-i=^,  _^  (^  ^  t^^^  )  (.)  (^  -4-<»>9^), 

qui  représente  une  transformation  du  groupe  adjoint  au  groupe 
des  mouvements  euclidiens. 

Cela  résulte  de  la  théorie  des  groupes  de  transformations,  dont 
relève  la  théorie  des  systèmes  numériques  complexes.  Car  on  sait, 
d'après  les  travaux  de  M.  Poincaré  et  de  M.  Study,  que  chaque 
système  numérique  complexe  représente  un  groupe  projeclif 
simplement  transitif  dont  le  groupe  réciproque  est  aussi  projeclif. 

Ainsi  les  quantités  iv,  l  et  p  sont  bien  déterminées  par  le  Iri- 
quaternion  r,  c'est-à-dire  sont  des  fonctions  de  /•,  et  nous  pour- 
rons poser 

fv  =  Gr,         /  =  Lr.         p  —  Pr. 

H  résulte  des  règles  de  multiplication  du  système  des  triqua- 
ternions  que  le  carré  d'un  point  est  une  quantité  vulgaire  posi- 
tive, le  carré  d'une  droite  une  quantité  vulgaire  négative,  ainsi 
que  le  carré  d'un  plan. 

Kn  mettant  un  triquaternion  sous  la  forme 

r  -=.  w  -h  [JL.ro  ^  ri  -h  p, 
nous  introduirons  une  nouvelle  fonction  :  le  tenseur  de  /• 


Tr  =  v/m^*-+-  ^'5  —  d^  —  p^. 

Le  tenseur  d'un  produit  est  égal  au  produit  des  tenseurs  des 
facteurs. 
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III. 

ÉLÉMENTS    LINÉAIRES. 

Examinons  la  nature  des  éléments  géométriques  représentés 
par  les  expressions  de  la  forme 

Nous  nous  servirons,  pour  simplifier  Técriture,  des  fonctions 
quaternioniennes  S  et  V. 

Si  p  =  o^  /  représente  un  point. 

Si  oTo  =  o,  /  représente  un  complexe  linéaire,  qui  devient  une 
droite,  si  Sppi  =  o. 

Si  Ton  a  en  même  temps 

Texpression  se  réduit  à  (opi  et  représente  à  la  fois  le  point  à  Tin- 
fini  dans  la  direction  indiquée  par  pi  et  la  polaire  de  ce  point, 
par  rapport  au  cercle  imaginaire,  c^est-à-dire  la  droite  de  Tinfini 
commune  aux  plans  perpendiculaires  à  pi. 

Notre  calcul  ne  distingue  donc  pas  entre  les  points  et  les  droites 
de  Finfini,  et  ce  sont  ces  quantités  que  nous  appellerons  des 
vecteurs. 

Un  complexe  linéaire  p  +  (>>pi  peut  toujours  se  mettre  sous  la 
forme  de  la  somme  d'une  droite  et  d'un  vecteur  ayant  la  même 
direction.  Il  suffit,  pour  cela,  de  décomposer  (opi  en  deux  vecteurs 
ayant  l'un  la  direction  de  p,  l'autre  une  direction  perpendiculaire. 

Uexpression  l  peut  se  mettre  sous  la  forme  de  la  somme 
d^un  point  et  d'une  droite  passant  par  ce  point.  Il  est  facile 
de  le  voir  géométriquement.  On  le  voit  aussi  en  écrivant  /  sous  la 

forme 

(|ia:o-+-  cop)H-(p  -hwpi — top), 

OÙ  ^  est  déterminé  par  la  condition 

Vpp-+-a7o(p|  — P)  =  0, 

d'où 

(^0— ?*)P  =  ^oPi-+-^oVpp,  — pSpp,. 

Nous  dirons  que  /  représente  un  élément  linéaire. 

xxvii.  i3 
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Un  élëmenl  linéaire  dépend,  en  somme,  d'un  point  et  d'une 
direction.  L'expression  /  représente  aussi  un  élément  superficiel^ 
c'est-à-dire  un  point  et  un  plan  le  contenant,  savoir  le  plan  per- 
pendiculaire à  la  direction  déterminée  par  /. 

En  mettant  l'élément  linéaire  sous  la  forme 

/  =  m  -H  r/, 

où  m  est  un  point  et  d  une  droite  passant  par  ce  point,  nous 
appellerons  masse  de  l'élément  la  quantité  numérique  Tm  et  ojce 

fi 

de  l'élément  la  droite  -— •  La  longueur  de  l'élément  sera  la  lon- 

gueur  de  l'axe,  c'est-à-dire  1/*:— t"* 

Posons  encore 

l  =  m  —  d. 
On  a 

Il  =  m^  —  rf*  —  md  -h  dm  =  m*  —  c/*, 

car  l'expression   md — dm,   qui  est  égale  à  ^hmd,   est    nulle 
lorsque  le  point  m  est  situé  sur  d, 

La  fonction  l  de  l  est  donc  déterminée  par  l'équation 

On  a  évidemment 

/4-/         .      /-/ 
m  =  I       a  = • 

'À  x 

On  a 

xl  4-  p*  est  une  quantité  vulgaire.  L'expression  entre  parenthèses 
est  un  plan.  La  condition 

P/»  =  o 

exprime  que  /  est  un  point  (p  =  o)  ou  une  droite  (a:o  =  o, 
Sppi  =  o). 

On  vérifie  directement  que  P/^  représente  le  plan  perpendicu- 
laire à  la  direction  de  /  et  passant  par  le  point  de  /. 

Si  /  est  un  complexe,  c'est-à-dire  si  son  point  est  rejeté  à  l'in- 
fini, Pfi  représente  le  plan  de  l'infini  avec  un  coefficient  égal  au 
moment  du  complexe.  On  remarque  que  la  connaissance  de  Gl'^ 
et  de  T l'^  détermine  les  quantités  xl  et  p*,  c'est-à-dire  la  masse 


^ 
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du  point  et  la  longueur  de  la  droite,  qui  sont  ainsi  indépendantes 
du  système  de  référence. 

Le  produit  (i)/  se  compose  d'un  vecteur,  qui  représente  la  direc- 
tion de  /  et  d'une  partie  planaire,  qui  est  le  plan  de  Tinfini  to 
avec  —  Xq  pour  coefficient. 

La  notion  d'élément  linéaire  est  indépendante  du  calcul  des 
triquaternions,  et  la  Géométrie  des  éléments  linéaires  paraît  pré- 
senter un  intérêt  comparable  à  celui  de  la  Géométrie  réglée  et  de 
la  Géométrie  des  sphères. 

Considérons  les  transformations  projectives  de  la  variété  Me 
formée  des  éléments  linéaires,  c'est-à-dire  les  transformations 
linéaires  homogènes  des  coordonnées  dont  l'ensemble  est  repré- 
senté par  ^ot  P)  Pi* 

Ne  retenons  parmi  ces  transformations  que  celles  qui  con- 
servent la  variélé  linéaire 

Xq  =  o, 

et,  dans  cette  variété,  laquadrique  dont  les  équations  sont 

Xq  =  O,         Sppi  =  o. 

Remplaçons  les  sept  coordonnées  homogènes  par  six  coordon- 
nées obtenues  en  divisant  les  premières  par  ^o»  ce  qui  revient  à 
égaler  j^o  à  l'unité  et  à  prendre  comme  coordonnées  de  l'élément  p 
et  pi . 

Les  transformations  considérées  laissent  invariante  une  équa- 
tion dilTérentielle  quadratique 

Sdpdpi  =  o. 

Le  groupe  des  transformations  projectives  de  la  variété  Me  qui 
conservent  une  expression  quadratique  Sdpdpi  présente  des  pro- 
priétés tout  à  fait  analogues  à  celles  du  groupe  euclidien  de  l'es- 
pace ponctuel. 

Deux  éléments  linéaires  présentent  par  rapport  à  ce  groupe  un 
invariant  correspondant  à  la  distance  dans  l'espace  ponctuel.  Cet 

invariant  est 

S(p-p')(pi~p',) 

si  les  vecteurs  servant  de  coordonnées  aux  deux  éléments  sont 

(p,'pi)et(p',  p',). 
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On  peut,  dans  cette  expression,  remplacer  pi  et  p',  par  leurs 
expressions  en  fonction  des  vecteurs  ^  et  ^'  des  points,  savoir  : 

P.=  p-Vpp,        p',  =  p'-Vp'?'. 

L'expression  de  Pinvariant  devient 

S(p-pO(P'-P)^-Spp'(p'-P) 
S(p^p'-Vpp')(p-P'). 

On  voit  que  sa  valeur  est  indépendante  du  système  de  coordon- 
nées, car  le  premier  facteur  ne  dépend  que  des  axes  des  deux 
éléments,  et  le  second  facteur  est  le  vecteur  allant  du  point  ^  au 
point  P'. 

On  peut  donner  à  cet  invariant  le  nom  de  moment  des  deux 
éléments. 

Deux  complexes  linéaires  c  et  (/  ont  aussi  un  invariant  corres- 
pondant dans  l'espace  ponctuel  au  cosinus  de  Pangle  de  deux 
directions.  Cet  invariant  a  pour  expression 

C'est  le  moment  des  deux  complei^es. 

La  variété  linéaire  Mj  formée  des  points  de  l'espace  rencontre 
la  variété  linéaire  M5  formée  des  complexes  linéaires  suivant  une 
variété  linéaire  Mj  formée  des  points  ou  droites  de  l'infini.  Celle 
variété  M2  est  évidemment  une  génératrice  linéaire  de  la  qua- 
driquc  des  droites. 

L'expression  difTérentielle  Sdpdp^  joue  le  même  rôle  que 
dx^-i-  rfy*-f-  dz'^  dans  l'espace  ponctuel.  La  variété  Mj  des  com- 
plexes linéaires  correspond  au  plan  de  l'infini  ;  la  qoadrique  des 
droites,  au  cercle  imaginaire;  la  variété  M3  des  points  de  l'espace, 
à  une  droite  isotrope. 

La  différence  /' —  /  de  deux  éléments  linéaires  /  et  /'  ayant  des 
masses  égales  à  l'unité  est  un  complexe  linéaire. 

Le  moment  de  ces  deux  éléments  est  représenté  par  les  coef- 
ficient de  (0  dans  P(/' —  ly, 

La  condition 

P(/'-/)«  =  o 

exprime  que  le  complexe  /' —  /  est  une  ligne  droile. 


\ 
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Cette  condition  est  réalisée,  par  exemple,  quand  les  droites  des 
deux  éléments  sont  parallèles  et  égales;  /' —  /  est,  dans  ce  cas,  un 
vecteur. 

LU'  est  un  complexe  dont  Taxe  est  perpendiculaire  aux  axes  de 
/  et  /'. 

Si  les  deux  facteurs  sont  des  points,  L//'  représente  le  vecteur 
qu'ils  déterminent,  multiplié  par  les  masses  des  deux  points. 

Si  Vun  des  facteurs  est  un  point  et  Tautre  une  droite,  LU' 

représente  le  vecteur  perpendiculaire  au  plan  passant  par  ce  point 

et  cette  droite,  avec  une  longueur  proportionnelle  à  la  distance 

du  point  à  la  droite. 

L/équation 

L//'=o 

exprime  que  les  axes  de  /  et  P,  ainsi  que  leurs  points,  coïncident 
en  position,  la  masse  et  la  longueur  pouvant  être  diiTérentes 
pour  les  deux  éléments. 

En  particulier,  si  Tun  des  éléments  est  une  droite,  c'est-à-dire 
si  son  point  est  nul,  Fautre  élément  doit  avoir  son  point  sur  cette 
droite,  et  son  axe  dirigé  suivant  cette  droite,  de  sorte  que  si  l'un 
des  facteurs  est  un  point  et  l'autre  une  droite,  la  relation  précé- 
dente exprime  que  le  point  est  situé  sur  la  droite. 

Plt  est  un  plan  perpendiculaire  à  la  résultante  des  deux  axes. 
Il  est  rejeté  à  l'infini,  si  cette  résultante  est  nulle,  c'est-à-dire  si 
les  deux  axes  forment  un  couple,  ou  encore  si  les  deux  éléments 
l  et  t  sont  des  complexes.  Enfin  le  plan  à  l'infini  devient  nul  lui- 
même  si  les  points  de  /  et  /'  sont  situés  dans  un  plan  perpendicu- 
laire aux  deux  axes  ou  si  les  deux  complexes  sont  en  involution. 

Si  l'un  des  facteurs  est  un  point  et  l'autre  une  droite,  PIC  repré- 
sente le  plan  mené  par  le  point  perpendiculairement  à  la  droite. 

Si  les  deux  facteurs  sont  des  complexes,  PIC  a  pour  expression 
le  symbole  du  plan  de  l'infini  (o  pris  avec  le  signe  —  et  multiplié 
par  les  tenseurs  des  facteurs  et  par  leur  moment  (par  leur  distance^ 
si  les  complexes  sont  des  droites). 

Pour  terminer  l'interprétation  du  produit  de  deux  éléments 
linéaires,  remarquons  les  trois  formules  : 

Gmrf  =  o,        G/n/n'=TmT/H',        GdcT  =  -'TdTd'cos{d,d'), 
La  nullité  de  G  dct  exprime  la  perpendicularité  des  deux  droites . 


IV. 

PRODUIT   DE    DEUX   FACTEURS   DONT   l'uW    EST    U«    PLAN. 

Remarquons  les  formules  suivantes  où  /  et  /'  représentent  des 
éléments  linéaires,  p  et/?'  des  plans: 

Gfr  =  Sn,         L//'  =-L/7,         P//'=P/7, 
Gip  =o,  Lfp  =L/?/,  Plp  =  — P/?/, 

Gpp'  =  Sp'p,        ^pp'  =■  —  ^'P'Pt        ^PP'  =  ^• 

Ces  résultats  peuvent  être  résumés  ainsi  : 

La  fonction  G  admet  Tinversion  de  Tordre  des  facteurs.  La 
fonction  L  Tadmet  quand  les  facteurs  sont  d^espèces  différentes  et 
change  de  signe  dans  le  cas  contraire.  La  fonction  P  se  comporte 
d'une  manière  inverse. 

Nous  avons  interprété  dans  le  paragraphe  précédent  le  produit 
de  deux  éléments  linéaires. 

Examinons  maintenant  le  produit  de  deux  plans  et  celui  d^un 
élément  linéaire  et  d'un  plan. 

On  a 

pp'=^Gpp'-h  Lpp'  =  —  TpTp  cos(/?,  p')  -f.  TpTp'  o  sin(/>,  />'), 

où  0  est  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  p  et/>',  et  (p,  p') 
Tanglc  des  deux  plans,  c'est-à-dire  l'angle  déterminé  par  la  rota- 
tion positive  autour  de  8,  qui  amène  le  côté  positif  de />  en  coïn- 
cidence avec  le  côté  positif  de />'.  Le  sens  de  la  rotation  positive 
par  rapport  à  une  droite  dirigée  dépend  des  conventions  primi- 
tives que  Ton  a  dû  faire  en  posant  ij  =  A*.  On  voit  que  notre  défi- 
nition ne  détermine  pas  une  direction  positive  pour  o  ni  un  signe 
pour  sin  (/?,/>').  Le  signe  de  sin (/?,/?')  change  avec  la  direction 
choisie  pour  o,  mais  le  produit  S  sin(/?,  p')  est  bien  déterminé. 

L'expression  Lip  représente  un  élément  linéaire,  dont  le  point 
est  sur  le  plan/>  et  dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Si  /  se  réduit  à  un  point,  Llp  est  la  droite  menée  par  ce  point 
perpendiculairement  au  plan/?. 

Si  /  se  réduit  à  une  droite,  Llp  est  son  point  d'intersection  avec 
le  plan  p,  pris  avec  une  masse  proportionnelle  au  sinus  de 
l'angle  de  la  droile  et  du  plan. 
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L'équalion 

L  dp  =  o 

exprime  que  la  droite  d  e^t  située  dans  le  plan  p. 

L'expression  V Ip  représente  un  plan  perpendiculaire  au  plan  p 
et  parallèle  à  Taxe  de  /. 

Lorsque  l'élément  /  se  réduit  à  une  droite,  Vlp  représente  le 
plan  mené  par  cette  droite  perpendiculairement  au  plan/>. 

Si  /  est  un  point^  P//?  se  réduit  au  symbole  (o  du  plan  de  l'infini 
pris  avec  le  signe  —  et  multiplié  par  les  tenseurs  du  plan  et  du 
point  et  par  la  distance  du  point  au  plan,  affectée  d'un  signe  con- 
venable, de  sorte  que  l'équation 

P  mp  =  o, 
où  m  représente  un  point  variable,  est  l'équation  du  plan  p. 

V. 

APPLICATION    AU    MOUVE.XfENT    DES    SYSTEMES    INDÉFORMABLES. 

Cette  application  a  pour  but  de  montrer  la  simplicité  des  calculs 
en  triquaternions. 

Nous  savons  qu'un  mouvement  sans  déformation  est  représenté 
par  un  biquaternion 

satisfaisant  à  la  condition 

ou 

ao?o-+-aiPi-f-ajPj-+-a3ps=:  o. 

La  droite  qui  reste  invariable  dans  le  mouvement  est  l'axe  du 
complexe  Lr 

«  ai  -+-  y  a,  -+-  X-  as  -+-  co  (  i  pi  -+-  /  3,  H-  k  p,  ). 

L'angle  de  rotation  28  et  la  grandeur  du  glissement  2'/|  sont  dé- 
terminés par  les  formules 


tangO  = 
Supposons 


«0  Pi 

r  1  — 


/af  4-  a|  -h  a5  v^a}-h  «î -f-  a? 


1  ^  '^z 


Tr  =  i, 


—  192  - 
c'est-à-dire 

et  désignons  par  8  Taxe  du  mouvement  pris  avec  un  tenseur  ëgal 

à  l'unité. 

Nous  pouvons  alors,  d*après  ce  qui  précède,  écrire  r  sous  la 

forme 

/•  ^  cos  6  -h  8  sin  0  —  w  8?)  cos  6  -+-  tar^  sin  6. 

Un  point  [Ji  devient,  après  le  mouvement  représenté  par  r, 

l  |i'  =  /'-•  \xr  =  (cos  6  —  S  sin  6  -h  to  Ôtj  cos  6  -+-  wtj  sin  6) 

j  X  [Ji(cos6-+- Ssin  6  —  (oSt)  cos6  H- toTj  sin6), 

OU,  en  effectuant  les  calculs, 

(i)«  jji'=  jji  —  2  8Lfji8  sin'6  -+-  L|i  8  sin  26  -+-  2ai8T^, 

ou  encore,  en  mettant  en  évidence  la  projection  8P[jl  0  du  point  p. 
sur  Taxe, 

(i)A  |i'  =  —  8P|i8  -H  8Lfji8  cos  26  +  L{a8  sin  2O  +  2ci>8t). 

Les  droites  et  les  plans  donnent  lieu  à  des  formules  analogues. 
C'est  ainsi  que  Ton  a 

(2)  d'=r-^dr, 
ou,  en  supposant  d'abord  7;  nul, 

{ly  d^d  —  ilhd^  sin«e  -h  L  f/8  sin  26, 

(2 )^  rf'=  —  8P  ^8  -f-  8L  dh  sin«e  -h  L  rf8  sin  2O. 

Si  7;  n'est  pas  nul,  on  doit  ajouter  à  chacune  des  deux  expres- 
sions précédentes  7.iùhod'i\. 
Enfîn,  on  a,  de  même, 

(3)  p'=r-^pr, 

(  3  )a  p'  =  P  —  a  8P/?  8  sin* 6  -h  P/?  8  sin  2 b  -+-  2  Pw  op T^ , 

(3)*         p'  =  —  oLp  8  -+-  8P/'  8  cos  26  -+-  P/?  8  sin  26  -t-  2Pt«)8/?Tj. 

Supposons  que  r  représente  un  mouvement  infinitésimal,  c'est- 
à-dire  que  0  et  Ti  soient  infiniment  petits.  Dans  ce  cas,  en  dési- 
gnant par  X  le  rapport  ^  et  en  négligeant  les  infiniment  petits  du 


% 
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second  ordre,  le  biqiiaternion  r  deviendra 

,4.(8  — a>8X)0, 
et  Ton  aura 

(4)  fji'=  fJl-4-2Lf*($--a>5X)0. 

Faisons  maintenant  intervenir  le  temps.  On  pourra  poser 

(5)  ^=Lfxc, 

en  désignant  par  c  un  complexe  linéaire,  que  Ton  peut  appeler  le 
complexe  instantané. 

L'accélération  du  point  u  a  évidemment  pour  expression 

c?*u       .de      ^  dix         .de      ,    - 
dt*  ^  dt  dt  ^  dt  ^ 

Dans  le  mouvement  d'un  système  indéformable,  la  position  à 
un  instant  donné  peut  être  déterminée  par  le  biquaternion  r  re- 
présentant le  déplacement  unique  par  lequel  on  passerait  d'une 
position  arbitrairement  choisie  à  la  position  au  temps  t. 

Exprimons  le  complexe  instantané  en  fonction  de  r  et  de  ^* 

On  a,  en  désignant  par  [jiq  la  position  initiale  du  point  [x, 

d'où 

d[x       d(r-^)  .       dr  ,  dr      ,  ,      dr 

dr  dr  _       _  dr 

=  _;_._  ^  +  ^^._=_aL.HL^.r-', 

en  remarquant  que  P  -7-  /•  *  =  o. 

On  voit  donc,  par  comparaison  avec  la  formule  (5),  que  le 
complexe  instantané  a  pour  expression 

(6)  ^=-^^J''"*- 


Si  nous  supposons,  comme  nous  pouvons  toujours  le  faire, 

di 


que  r  conserve  son  tenseur  égal  à  l'unité,  l'on  a  G.r~*  —  =  o. 


Par  suite,  l'on  peut  écrire  simplement 


d'où 

(7)  /— »cr  =  — 2r-»-7-' 

r~^cr  représente  le  complexe  qui,  par  le  mouveoienl  /*,  devient 
le  complexe  instantané.  r~*  cr  représente  donc  la  position  du 
complexe  instantané  par  rapport  au  système  mobile. 

Avant  d^entreprendre  par  le  calcul  des  triquaternions  la  dyna- 
mique des  solides,  il  est  nécessaire  de  combler  une  lacune  de  ce 
calcul,  qui  a  en  effet  le  grand  défaut  de  ne  pas  permettre  Tintro- 
duction  commode  de  la  droite  joignant  deux  points  donnés  ou  du 
plan  contenant  une  droite  et  un  point  donnés. 

Ce  sera  Tobjet  d'une  prochaine  Communication. 


REPRÉSENTATION  DES  FONCTIONS  PAR  DES  SÉRIES  DE  POLTNOMES; 

Par  M.  L.  Leau. 

1.  M.  Âppell  et  M.  Painlevé  ont  montré  les  premiers  qu'une 
fonction  holomorphe  dans  une  aire  limitée  par  un  contour  con- 
vexe peut  être  développée  dans  cette  aire  suivant  une  série  de 
polynômes.  C'est  un  fait  intéressant  que  l'on  puisse,  par  la  sub- 
stitution, à  une  série  de  puissances  ascendantes  de  la  variable, 
d'une  série  de  polynômes  de  degrés  croissants,  obtenir  un  mode 
de  représentation  de  la  fonction,  valable  dans  une  aire  souvent 
plus  étendue  que  celle  du  cercle  de  convergence. 

2.  J'ai  appris  que  M.  Mittag-Lefïler  a  donné,  en  1898,  dans  un 
périodique  publié  en  langue  suédoise,  la  propriété  suivante  :  Si, 
de  la  région  qui  comprend  l'origine  et  où  la  fonction  donnée  est 
holomorphe,  on  supprime  les  prolongements  des  rayons  issus  de 
l'origine  et  aboutissant  aux  points  singuliers,  la  fonction  est  dé- 
veloppable  en  série  de  polynômes  dans  la  région  éloilée  ainsi 
obtenue.  Ayant,  depuis  quelque  temps,  établi  d'une  manière  in- 
dépendante une  propriété  un  peu  plus  générale  (*)»  j^  crois  utile 
d'en  donner  ici  la  démonstration. 

(')  l>cpui:>  l'envoi  de  la   présente  Cornnuinication,   M.  Mitlap-Lefflcr  «  donne» 


I 
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3.  Figurons  une  courbe  C  issue  de  Torigine  O  et  allant  à  un 
point  quelconque  A.  Si  l^on  multiplie  Taffixe  de  chaque  point 
de  C  par  une  constante  K,  on  a  une  nouvelle  courbe.  Toutes  les 
lignes  ainsi  formées  constituent  une  famille  telle  qu'il  existe  une 
courbe  et  une  seule,  Cp,  de  cette  famille  ayant  son  extrémité  en  un 
point  donné  P  du  plan.  Cela  posé,  soit  une  fonction  F(^),  holo- 
morphe  dans  une  région  àl  :  on  pourra  former  (et  d'une  infinité 
de  manières)  une  série  de  polynômes  dont  les  coefficients  sont 
les  produits  de  ceux  de  F  par  des  nombres  qui  ne  dépendent 
que  de  la  famille  de  courbes  considérée;  et  cela  de  manière  que 
la  série  représente  F(3)  en  tout  point  P  du  plan  tel  que  la 
courbe  Cp  soit  à  une  distance  de  tout  point  singulier j  ayant  un 
minimum  différent  de  zéro. 

4.  Calcul  préliminaire.  —  Soient  une  fonction  F(5)  holo- 
morphe  dans  une  certaine  aire,  et,  dans  cette  aire,  deux  cercles 
de  même  rayon  p,  de  centres  co  et  I,  ce  dernier  centre  à  l'inté- 
rieur du  premier  cercle.  Les  développements  de  F  relatifs  aux 
points  (jt>  et  I  sont  respectivement 

si  X  désigne  l'affixe  du  point  I  par  rapport  à  (o. 

Mais  on  suppose  qu'on  ne  connaît  des  coefficients  de  f{z)  que 
des  valeurs  approchées  des  premiers  :  a^^  a,,  ...,  a\^\  et  que 

n 

Ton  substitue  à/(5)  le  polynôme  ^{z)  =  ^^a^zP.  On  en  déduit, 

0 

au  lieu  de  la  série  ff{z),  le  polynôme 


,(.)=2*;>-=i;'-^^". 


P 

0  0 

qu'on  limitera  à  un  degré  s  inférieur  a  /?.,  degré  qu'on  se  réserve 
de  déterminer. 

une  .N'oie  (le  i5  mai)  aux  Comptes  rendus,  el  publié  dans  les  Acia  mathema- 
tica  une  démonstralion  de  son  théorème,  dans  laquelle  il  indique  qu'on  peut 
remplacer  les  droites  par  d'autres  lignes. 
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Alors  on  fait  Thypollièse  que,  ponr/?b/i,  on  ait 

et  que  £p  est  une  somme  de  termes  de  la  forme 

où  A,  a  et  h  sont  des  constantes  positives,  celte  dernière  étant  de 
plus  un  entier  et  les  a  inférieures  à  i .  On  se  propose  de  trouver 
une  expression  r^p  de  même  forme  que  £^,  et  telle  que  Ton  ait 

5.  f{z)  se  compose  de  deux  parties  : 

Posons  I X  I  =  Ç.  Considérons  l'erreur  qui  provient  de  la  diffé- 
rence /t{^)  —  ?(^)-  On  a  évidemment  (^  sera  plus  petit  que  i) 


i^  I  [/,cp)(^)- o(/')(5)],=,|<  2  A  7^^ 


ah-hp 


(,_a5)P-hi 


La  seconde  erreur  résulte  de  la  suppression  de  fi{z).  Or,  soit 
M  une  limite  supérieure  du  module  de  F(5)  dans  la  région  con- 
sidérée et  spécialement  sur  un  cercle  de  centre  (o  et  de  rayon  R 
supérieur  à  &.  Une  fonction  majorante  de  fx{z)  est 


IVU'»-»-» 


son  module  sur  le  cercle  de  rayon  p  est  donc  inférieur  à 

R-(.-i)' 
et,  par  suilc, 


(-i)"(-r 
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p  sera  suppose  plus  petit  que  i;  -^  et  -  resteront  inférieurs  à  des 

nombres  plus  petits  que  i.  Il  résulte  de  là  que,  011/  désignant  une 
nouvelle  constante,  si  l'on  choisit  par  exemple  n  >  is  et  que  Ton 
pose  /i=25-|-/i',  on  pourra  écrire,  en  désignant  par  u  le  plus 

grand  des  deux  nombres  ^>  -^>  et  par  /  une  limite  supérieure 
de  r  et  des  quantités     __  ^> 

~>  de  même  que  -^j  sera  assujetti  à  rester  inférieur  à  i .  Gomme 

p  ne  varie  dans  Tinégalîté  précédente  que  de  o  à  5,  nous  pren- 
drons 

(  3 )  r,p=zSïL  /'  WP+» -^^t  "^  2  ^  ^'^^  **"*^''' 

C'est  bien   là  une  expression  de  même   forme  que  celle  de  c^. 

6.  Remarquons  enfin  que  dans  x(«))  ordonné  par  rapport 
aux  a' y  le  coefficient  de  a'^  est  un  polynôme  homogène  de  degré 
m  en  a:  et  z. 

7.  Démonstration  du  théorème,  —  Soit  une  courbe  Cp  de  l'es- 
pèce considérée,  x  Taffixe  du  point  P.  Inscrivons  dans  Cp  une  ligne 
brisée  de  t  côtés  égaux  (pour  plus  de  simplicité)  et  dont  les  sommets 
ont  pouraffixes  a:© (l'origine),  ^r,,^:!  -j-arj, ...,  oti  4-  ^2-f-..-  +  ^r 
(onœ).  Posons  \xi — a:i_i|  =  Ç.  La  fonction  F(-s)  est  supposée 
holomorphe  dans  une  région  ^  qui  comprend  Cpà  son  intérieur; 
M  désigne  le  maximum  de  son  module  dans  cette  région.  On  prend 
dans  les  développements  successifs  approchés  et  qui  sont  re- 
latifs aux  différents  sommets  de  la  ligne  brisée,  les  /lo+i? 
/ii-f-i,  ...,  /ïr4- I  premiers  termes  (/ïq  ^  a /i|,  Wi  ^2/12,  . . .). 
Ces  polynômes  sont  toujours  déterminés,  mais  les  raisonnements 
ne  s'appliquent  qu'à  partir  d'un  moment  où  les  cercles  de  rayon  p 
(supérieur  à  l)  et  qui  ont  les  sommets  pour  centres,  sont  tous  à 
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rinlérieiir  de  A^  avec  les  conditions  ??  ê'  ^  inférieures  à    i   (les 

cercles  de  rayon  R  étant  eux-mêmes  à  rinlérieur  de  A). 
Soit 

le  développement  exact  relatif  au  point  j^i -f- j;2-f-«  • --J-^A'  On 
désigne  par  s^,*  une  limite  supérieure  d«  module  de  l'erreur  com- 
mise sur  ap/f  dans  le  calcul  approché.  On  a,  d'après  le  n°  5, 

6^1  =  01L/«,w«o-î'».+/'+i         (e^o=  o)        (pi  ni), 
tpt  —  31L  /«»  M«t-2«.-^/'^-i  -f-  E,„  /«.-»-»  (p  <  n,  ), 


On  en  déduit 


Posons,  par  exemple, 

/l/_l  —  2/1/  =  /l/, 
(fi;  {   ///_2—  9./l/_i  =  /l/_, -+-  /l/-f-  î, 

• » 

/lo —  '2/li  =r  m-f-  /lj-+-.  .  .-h  /l/H-  /  —  I. 

Ces  égalités  détermineront  successivement  ;//,  f^t-x-  ^t-^^   -  •  • 
et  Woi  et  l'on  aura 

en  supposant  /w  <;  i . 

8.  Il  résulte  de  là  que,  si  Ton  fait  croître  t  indéfiniment,  et  si  l'on 
fait  tendre  p  vers  zéro  (-  restant  inférieur  à  un  nombre  plus  petit 

que  I  )>  l'inégalité  (7)  sera  certainement  applicable  à  partir  d'un 
certain  moment,  et,  de  plus,  Sq/  tendra  vers  zéro. 


T\ 
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Or,  d'après  le  n"  6,  le  coefficient  d'uoe  Icllre  rt,  a,n  par  exemple, 
figurant  dans  une  valeur  approchée  de  F(d;),  valeur  approchée 
linéaire  par  rapport  aux  ûr,  est  un  pol^^n^me  homogène  de  degré  m 
en  Xx,  Xfj  ...  Xt  (si  les  sommets  de  la  ligne  brisée  correspon- 
dante sont  o,  0^1,  Xi  H-  0^2,   •  •  • ,  ^1  -h  0^2  4- • .  .  -hXf).  En  ])Osant 

le  coefficient  de  a^  est  maintenant  le  produit  de  x"*  par  une 
expression  homogène  par  rapport  aux  "k.  Soit  P<f{x)  le  polynôme 
en  X  ainsi  obtenu  à  la  ^'•*'"e  opération.  On  aura 

9.  Supposons  qu'on  veuille  atteindre  un  autre  point  P'  d'af- 
fixe  x^.  Soit  j:'=  kx.  La  courbe  Ordonne  lieu  aux  mêmes  expres- 
sions approchées.  Les  points 

x\ -¥■  x'^ -h . . . -h  x't  =  "kikx  -h  XjXrar-h. .  .-h  X/A*a? 

sont  les  sommets  d'une  ligne  brisée  inscrite  dans  Cp.,  et  pour  la- 
quelle les  mêmes  raisonnements  sont  applicables  que  pourCp,  dès 
que  Cp'  est  dans  la  région  ^.  D'ailleurs,  le  polynôme  correspon- 
dant est  manifestement 

Xj  ^fn^m,q{  X|  KX,  Afkx,  . .. ,  X|  a'.t), 

c'est-à-dire 

Donc,  à  l'intérieur  de  toute  la  région  ^,  on  a 

F(x)  =  \\mP^{x), 

De  plus,  dans  toute  région  Si!  finie  intérieure  à  ,R,  le  minimum 
de  la  distance  des  deux  contours  étant  différent  de  zéro,  on  a  con- 
stamment, si  petit  que  soit  e, 

|F(:r)-P^(:r)|<e, 
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à  partir  d'un  certain  moment,  car  il  est  visible  que  pour  tous 
ces  points  x^  le  second  membre  de  l'inégalité  (7)  tend  simultané- 
ment  vers  zéro  (*). 

10.  Le  développement  de  F(j?)  en  série  de  polynômes  se  dé- 
duit immédiatement  de  ce  qui  précède. 
On  a 


V{x)  =  V,{x)  -+-  [P,(^)  -  P,(ar)]  -\-  [  V^{x)  -  P^-,(ar)] 


• .  » 


et  cette  série  est  absolument  et  uniformément  convergente  dans  ê<!» 
11.  En  particulier,  si  l'on  choisit  pour  C  une  droite,  on  obtient 
la  région  étoilée  de  M.  Mittag-Leffler.  Si  l'on  prend  l'arc  d'un 
segment  de  cercle  capable  d'un  angle  ^ ,  il  faut  rejeter  les  demi- 
droites  issues  des  points  singuliers  S  et  faisant  avec  OS  (dans  un 
sens  convenable)  l'angle  9. 


INTEGRATION  GRAPHIQUE  DE  CERTAINS  TYPES  D'ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE; 

Par  M.  Michel  Petrovitch. 


Dans  le  Dingler's  polytechn.  Journal  (1897;  Bd.  305), 
M.  Klerits  a  décrit  un  appareil  d'une  extrême  simplicité,  qu'il  a 
appelé  tractorio  graphe  y  parce  qu'il  peut  servir  à  décrire  d'un  trait 
continu  les  tractoires  d'une  courbe  plane  donnée  quelconque. 
L'appareil  se  prête,  entre  beaucoup  de  solutions  graphiques,  à  une 
construction  facile  et  exacte  des  nombres  it  et  ^,  à  la  division  d'un 
arc  de  circonférence  en  n  parties  égales,  etc. 

Je  voudrais  faire  remarquer  que,  légèrement  modifié,  l'appareil 
de  M.  Klerits  pourrait  servir  à  l'intégration  graphique,  très  simple 
et  très  commode,  de  certains  types  d'équations  différentielles  du 
premier  ordre. 

Concevons,  en  effet,  un  appareil  construit  de  la  manière  sui- 
vante :  sur  une  tige  métallique  AB  (^fig-   1)  se  déplace  une  rou- 


(*)  Ces  résultats  sont  à  rapprocher  de  ceux  que  j'ai  indiqués  à  la  fin  d'une 
Noie  insérée  aux  Comptes  rendus  le  24  octobre  1898. 
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lelle  ï  verticale,  pouvaut  être  fixée  à  l'aide  d'une  vis  P,  à  distance 
voulue  de  rexlréiTîilé  B  de  la  tige.  La  roulette  est  maintenue  par 
un  élrier  et  s'appuie,   par  l'action  de  son   poids,   sur  le  papier 

Fig.   I. 


B 


\ 


\ 


V 


étendu  horizontalement;  on  peut  d'ailleurs  la  charger  à  volonté  à 
Taide  d'un  poids  supplémentaire.  L'angle  que  le  plan  de  la  rou- 
lette fait  avec  le  plan  vertical  passant  par  la  tige  peut  être  con- 
stant ou  varier  suivant  une  loi  donnée,  dépendant  de  la  construc- 
tion de  l'appareil  (*). 

Le  mouvement  de  la  tige  est  guidé  par  deux  manchons  m  et  /i, 
solidaires  du  stylet  K,  avec  lequel  on  suit  la  courbe  donnée,  tout 
en  pouvant  prendre  une  direction  quelconque,  car  la  tige  tourne 
librement  autour  de  l'axe  CR. 

La  roue  F,  surmontant  la  roulette  T,  est  enduite  d'une  matière 
colorante  (par  exemple  d'encre  d'imprimerie)  et  la  dépose  sur  la 
roulette  T,  qui  dès  lors  laisse  une  trace  sur  le  papier. 

Lorsque  le  stylet  K,  guidé  par  les  manchons  m  et  /i,  qu'on  tient 
à  la  main,  se  déplace  sur  une  courbe  donnée  (F),  la  trace,  laissée 
sur  le  papier  par  la  roulette  T,  sera  une  certaine  courbe  (T'), 
enveloppe  des  droites  d'intersection  du  plan  horizontal  avec  le 
plan  de  la  roulette.  . 

Pour  trouver  l'équation  de  cette  courbe  (F'),  correspondant  à 
une  courbe  (F)  donnée,  soit 


0) 


F(X,Y)  =  o 


l'équation  de  la  courbe  sur  laquelle  on  fait  déplacer  le  stylet  K; 


(')  Dans  l'appareil  de  M.  Klerits  cet  angle  est  constammenl  nul  et  la  modification 
qu*il  y  aurait  à  faire,  pour  que  ce  qui  suit  soit  applicable,  consisterait  à  donner 
à  cet  angle  une  valeur  différente  de  zéro,  fixe  ou  variable  suivant  une  loi  donnée. 
XXTII.  l4 
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soient  M(X,  T)  i^fig*  2)  un  point  arbitraire  de  cette  courbe  et 
N(^,^)  le  point  correspondant  de  la  courbe  (F'),  tracée  par  la 
rouletle. 

Désignons  par  a  Tangie  que  fait  la  tige  MN  avec  le  plan  de  la 


y.v 


Fig.  2. 


••(X,Y) 


nra^y; 


<r,X 


roulette;  par  ^  Pangle,  constant  ou  variable,  de  ce  plan  avec  Taxe 
des  X;  par  /  la  longueur  constante  MN  de  la  tige  et  par  b  la  lon- 
gueur MP  comprise,  sur  la  parallèle  à  Taxe  des  x^  passant  par  M, 
entre^la  tige  et  la  projection  du  plan  de  la  roulette. 
On  aura,  d'après  la  disposition  de  la  figure  : 


(2) 


\  X  =  X  -h  i  cos  (  a  -f-  p  ), 
j  Y  =^4-/sin(a-+-  p). 


Si  Ton  remarque  qu'on  a 


(3) 


(4) 


sina  =  -z  sin  p, 


les  équations  (2)  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 


(5) 


La  longueur  l  est  fixe  :  c'est  la  longueur  choisie  de  la  tige.  La 
longueur  b  peut  être  fixe,  ou  variable  avec  une  ou  plusieurs  des 

quantités  jr,j^,jK',  X,  Y. 

Supposons  d'abord  qu'elle  soit  fixe.  On  aura  alors  Téquation 


difierenlielle  delà  courbe  (T'),  tracée  par  la  roulelle,  en  éliminant 
X  et  Y  entre  les  équations  (i)  et  (5).  Cette  équation  est 


>  tX7      i  .  _ 


(6) 


F    X 


y 


y[b  -h  v//«-f-(/2-  65)/*]  ( 

•  -+-/*  i 


=  o. 


La  constante  dMntégration  sera  déterminée  par  cette  condition 
que  la  position  initiale  du  point  N  soit  celle  donnée  à  Tavance. 

Dans  le  cas  particulier  où  è  =  o,  l'appareil  se  réduit  à  celui  de 
M.  Klerits;  Téquation  différentielle  (6)  devient 


(7) 


X 


l 


/ï-^r 


T.'  y 


ly' 


v/i-f-^ 


=  o, 


't 


et  déHnit  les  tractoires  de  la -courbe  F(X,  Y)  =  o,  que  Ton  décrit 
ainsi  d'une  manière  continue  avec  Tappareil  en  déplaçant  le 
sljlet  K  le  long  de  la  courbe  F  =:  o. 

Si  6  =  /  Téquation  différentielle  (6)  devient 


(8) 


(■ 


/ 


i-y» 


»-+-y 


V  y^-, 


— =^^  )  =  o. 


On  réaliserait  ce  cas  à  Faide  d'une  articulation  simple,  ayant  la 
forme  d'un  parallélogramme,  dont  les  côtés  auraient  des  longueurs 
fixes,  la  tige  ÂB  serait  un  des  côtés,  la  projection  du  plan  de  la 
roulette  serait  la  diagonale;  enfin,  les  deux  côtés,  passant,  l'un 
par  M  et  l'autre  par  N,  resteraient  constamment  parallèles  à  Taxe 
des  X,  Avec  ce  dispositif,  si  par  exemple  la  courbe  F(X,  Y)  =  o 
se  réduisait  à  une  droite, 

Y  -h  mX  H-  /i  =  o, 

la  roulette  tracerait  les  intégrales  de  l'équation  différentielle 


où 


p  =  n  —  m /,        g  =  n-h  ml. 


Mais  on  peut  faire  varier  la  longueur  b  avec  x^y,  y' ^  X^  Y.  Si 
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la  loi  de  celle  varialion  esl  représenlëe  par 

(9)  ^(b,x,y,y,X,\)  =  o, 

* 

on  aura  l'équation  différentielle  du  premier  ordre,  à  laquelle  satis- 
fail  la  courbe  Iracée  par  la  rouletle,  en  éliminant  6,  X,  Y  entre 
les  cqualions  (i),  (5)  el  (g). 

Un  cas  parliculièrement  facile  à  réaliser  esl  celui  où  b  varie 
avec  y  suivant  la  loi 

y 

\  étant  une  constante  positive  quelconque.  Il  en  sera  ainsi,  si  Ton 
fixe  l'élrier,  qui  maintient  la  roulette,  de  manière  que  le  plan  de 
celle-ci  fasse  avec  la  tige  un  angle  invariable  a. 
On  aurait  alors 

avec 

X  =  /sina,         fJi  =  /cosa 

et,  en  déplaçant  le  slylet  R  le  long  d'une  courbe  F(X,  Y)  =  o,  la 
courbe  tracée  par  la  roulette  serait  une  intégrale  de  l'équation 
différentielle 


1  X  H ,  »    Y  H ,  I  =  O, 


Si  par  exemple  la  courbe  F  =  o  se  réduisait  à  une  droite 

Y  H-  mX  -f-  /i  =  o, 

la  rouletle  tracerait  les  intégrales  de  l'équation 

[{y  -\-  mx  -h  /i  )'—  q^\y^-^  ipqy  ->i-  \{y  -\-  mx  ->r  n)* — />']  =  o, 

OÙ 

y?  =  X  -4-  //l  {JL,  gr  =  jjL  -H  Wl  X . 

Supposons  qu'on  ait  réalisé  un  appareil  où  b  varie  d'après  une 
loi  donnée 

(lo)  4»(6.  j-,  ^,  j^',  X.  Y  )  —  o. 
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Pour  qu'une  équation  du  premier  ordre 

(il)  /(^»7,y)  =  o 

soit  intégrable  à  Taide  d'un  tel  appareil,  il  suffît  que,  si 

(ri)  V(X,Y,/,/)  =  o 

est  le  résultat  de  l'élimination  de  x^  y^  b  entre  (lo),  (i  i)  et  (5), 
la  dérivée  partielle -7-7  s'annule  pour  une  valeur  /  =  X  indépen- 
dante de  y\  X,  Y.  Car,  s'il  en  est  ainsi,  il  suffîra  de  donner  à  la 
tige  la  longueur  \  pour  que  l'équation  (12)  se  réduise  à  une  équa- 
tion 

(i3)  yJX,Y)  =  o 

entre  les  seules  variables  X  et  Y.  Alors  le  st)^let  K  se  déplaçant  le 
long  de  la  courbe  (i3),  les  courbes  tracées  par  la  roulette  seront 
des  intégrales  de  l'équation  différentielle  (i  1). 


SUR  LA  CROISSANCE  DES  INTÉGRALES 
DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ALGÉBRIQUES  DU  PREMIER  ORDRE; 

Par  M.  Ernst  Lindelof. 

Dans  son  grand  Mémoire  Sur  les  séries  divergentes  (*),  cou- 
ronné par  l'Académie  des  Sciences,  M.  Borel  démontre  un  inté- 
ressant théorème  sur  les  limites  de  croissance  des  fonctions  conti- 
nues vérifiant  une  équation  difTérenticlle  algébrique  du  premier 
ordre.  Dans  la  présente  Note,  nous  nous  proposons  de  reprendre 
cette  question,  en  donnant  une  nouvelle  démonstration,  qui  nous 
permettra  de  généraliser  et  de  compléter  sur  certains  points  les 
résultats  obtenus  par  M.  Borel. 

1.  Étant  donnée  une  équation  dilTérentielte  algébrique  du  pre- 
mier ordre 

(I)  ¥(x,  y,  y')  =  2  Aa:«^P/Y  =  o, 

(•)  Annales  scientifiques  de  V École  Normale  supérieure,  1899,  p.  27. 
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on  se  propose  de  chercher  une  fonction  continue  et  croissante, 
to{x)^  telle  qu'en  désignant  par  y  (x)  une  intégrale  réelle  quel- 
conque de  (i)  qui  reste  continue  pour  les  valeurs  de  x  dépassant 
une  certaine  limite,  on  ait,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x, 

\y(x)\<oi{x). 

Parmi  les  termes  du  polvnôme  F  nous  distinguerons  le  terme 
principal 

défini  par  cette  propriété  qu'on  ait,  pour  tout  autre  terme 

T  =  \x^jr?yy 

de  ce  polynôme,  ou 

ou 

ou  enfin 

Soit  maintenant   t(x)   une   fonction  positive  croissante    telle 
qu'on  ail,  quelque  grand  que  soit  l'entier  positif /i, 

(2)  lira =  X. 

Telles  sont,  par  exemple,  les  fonctions  e^,  x'**'',  x'*"''®*''',  .  .  .. 
Nous  allons  démontrer  d'abord  le  théorème  suivant,  qui  s'ap- 
plique à  Téquation  (1),  quelque  soit  son  degré  enx^y^y  : 

Si y{x)  désigne  une  intégrale  réelle  de  V équation  (1)  qui 
reste  continue  pour  x  ^  Xq,  on  aura 


\yix)\<u>( 
à  partir  d\ine  certaine  valeur  de  x. 

Pour  'z{x)  =:  e^y  ce  théorème  se  réduit  à  celui  de  M.  Borel. 

Sans  nuire  à  la  généralité,  on  peut  évidemment  supposer 
que  t'(x)<;  t(x),  pour  x^Xq,  ce  qui  revient  à  admettre  que  la 
fonction  'z{x)  croît  moins  vite  que  e^  et  qu'elle  jouit  d'une  cer- 
taine régularité.  On  aura  alors 

/      z{x)dxy    j      z'{x)cix  =  '.{x)  —  ':{Xq), 


^ 
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d'où  il  suit 

et,  par  suite, 

(3)  lim  ■■    ■    ,.;—  =  », 

x=«[T(:r)]'* 

quel  que  soit  Tentier  n. 

2.  Cette  remarque  faite,  passons  à  la  démonstration  du  théo- 
rème énoncé.  Si  celui-ci  n'était  pas  vrai,  deux  hypothèses  seraient 
a  priori  possibles  : 

I"  L^équation  |^(j?)|  =  u){x)  a  des  racines  supérieures  à  tout 
nombre  donné,  quelque  grand  qu'il  soit. 

2"  On  a,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x^  y{^)  >  ^(^)>  ou 
bien^(a:)'< —  (o(a:). 

Plaçons-nous  d'abord  dans  la  première  hypothèse  et  imaginons 
qu'on  trace  les  courbes  y  =j^(x)  el  y'=iù{x)\  nous  supposons 
qu'elles  se  traversent  en  une  infinité  de  points  Pi,  P2,  ...»  dont 
les  abscisses  j^i,  X21  •  •  •,  tendent  vers  l'infini  :  la  démonstration 
est  la  même  si  ce  sont  les  courbes  y  z=zy(^x)  et  y  =. —  tù{x)  qui 
se  coupent  en  une  infînité  de  points.  Supposons  encore,  pour 
fixer  les  idées,  qu'aux  points  P|,  P3,  P5,  ...  la  couvhe  y{x)  tra- 
verse la  courbe  tù{x)  de  bas  en  haut,  tandis  qu'elle  la  traverse 
de  haut  en  bas  aux  points  P2,  P4,  Pe,  ....  En  quelques-uns  de  ces 
points  les  deux  courbes  pourraient  d'ailleurs  être  tangentes. 

Cela  posé,  on  aura,  aux  points  P|,  P3,  P5,  . . . , 

y  {x)^tii'(x)  =  z{a:)ui(a:)  =  •z{x)y{x)y 
ou  bien 

y(x)  —  x(x)y(x)^o. 

Pour  les  points  de  la  seconde  série,  P2,  P4,  P»,  . . .,  on  aura  au 

contraire 

y'(x)  —  '^(x)y{x)^o. 

Dans  chaque  intervalle  x„  —  ^n^.!,  il  y  aura  donc  au  moins  une 

racine  de  l'équation 

y(x)  —  x(x)y(x)  =  o, 

et  comme  d'ailleurs,  dans  les  intervalles  Xt  —  JC2>  ^s  —  J?*,  •••? 
on  Viy(x)^ix)(x)j  on  voit  que  les  conditions 

(4)  yi^)  =  ''^(^)r(^),        y{x)^m(x), 
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seront  vërifidcs  simullanëment  pour  une  infinité  de  valeurs  de  x  : 


n  •=.  i 


Mais  ici  va  apparaître  une  contradiction.  Considérons,  en  effel, 
le  rapport  du  terme  principal  T'  à  un  autre  terme  T  quelconque. 
Lorsque  a:  est  égal  à  une  des  valeurs  ^,  on  aura  . 

î-  =  consi.x^'-»[z{x)]r-y[y(x)]?'-^r-^?^V. 
Soit  d'abord  ^  -h  y -<  P'-h  /»  ^'^  ^"""^ 


T 


=  \  consi.x^z^ jrc\>\  const.x^T^cj*^  |, 


c  étant  positif;  d'où  Ton  conclut,  en  se  reportant  aux  égalités  (2) 
et  (3),  que  le  rapport  considéré  augmente  indéfiniment  lorsque  x 
tend  vers  l'infini  en  passant  par  les  valeurs  ^. 

On  arrive  à  la  même  conclusion  dans  le  cas  où  ^  -h  y  =  P'  -H  y» 
Y  <  y',  en  se  servant  de  l'égalité  (2). 

Enfin,  lorsque  y  =  Y»  P  =  P'?  a  •<  3t',  le  rapport  dont  il  s'agit 
se  réduit  à  une  puissance  positive  de  x. 

Par  suite,  pour  les  valeurs  Ç,|  d'indice  suffisamment  élevé,  le 
terme  principal  serait  beaucoup  plus  grand  que  tous  les  autres 
termes,  en  sorte  que  l'égalité  (i)  ne  saurait  subsister.  Donc,  la 
première  hypothèse  est  inadmissible. 

3.  Montrons  maintenant  qu'on  ne  saurait  avoir  y{x)  ;>  w  {x)f 
pour  toute  valeur  x  supérieure  à  une  limite  finie  Xq.  Ecrivons 

(5)  y(^)  — x(ar)7(:r)  =  p(x)\ 

la  fonction  p[x)  sera  continue  pour  x^Xq,  ()uanl  au  signe  de 
cette  fonction,  trois  cas  difiercnts  pourront  se  présenter  : 

1®  p{x)  s\innule  pour  des  valeurs  de  x  aussi  grandes 
qu'on  voudra.  —  Pour  ces  valeurs,  les  deux  conditions  (4)  seraient 
vérifiées,  et,  |)ar  suite,  on  rencontrerait  la  même  contradiction 
que  ci-dessus. 

>/'  p('^)<<»ï  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x.  —  L'équa- 
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lion  (5)  nous  donne 

y(x)  =  c-^T(jr)r/x    consl.  -4-  j  e-'^'^^^^ '^^ p (x)  dx 

=  tù(x)  I  const.  -+-  /   •^-; — -  dx    . 
L  J    «*>(^)       J 

Or,  d'après  Thypolbèse,  on  d^y^x)  >>  w(j:),  pour  les  valeurs  suf- 
fisamment grandes  de  x.  Le  second  terme  entre  crochets  étant 
négatif,  il  faut  donc  qu^il  reste  fini  et,  par  suite,  on  pourra  trouver 
une  suite  de  valeurs  $|,  $2»  •••>  Ç/m  •••>  tendant  vers  Tinfini  et 
telles  qu^on  ait,  lorsque  x  parcourt  ces  valeurs, 

hm  ^-y— ^  =  o, 
a)(ar) 

et,  a  fortiori  y 

lim-i--; — (  =  o. 

Dès  lors,  Téquation  (5)  pourra  s'écrire 

e  tendant  vers  zéro  lorsque  x  augmente  indéfiniment  en  passant 
par  les  valeurs  Ç,  et  l'on  se  heurtera  donc  encore  à  la  même  con- 
tradiction que  dans  la  première  hypothèse. 

S**  p(a:)>>o  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x,  —  On  aura 

d'après  (5), 

y(a7)>T(ar)j^(ar). 

Mais,  comme  le  montre  M.  Borel,  il  existe  d'autre  part,  quelque 
petit  que  soit  le  nombre  positif  e,  une  suite  illimitée  de  valeurs 
de  x^  soit  ^1,  ^29  •  •  •)  tendant  vers  Tinfini  et  telles  qu'on  ait 

En  effet,  si,  à  partir  d'une  certaine  valeur  x^^  on  avait  constam- 
ment ^'(o:)^^*'*'',  on  en  tirerait  en  intégrant 

inégalité  qui  devient  absurde  dès  que  x  dépasse  une  certaine 
limite.  Donc,  en  écrivant 

y\x)  =  :i{x)y{^x\ 


T. 

T 
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on  aura,  pour  x  =  ^i,  $2,  .  .  . , 

Considérons  donc  encore  le  rapporl 

T' 

(6)  Y  =  const.a:«'-aanr -Y^'P'+Y'-tp-hY). 

Si  P  -f-  Y  <^  ?'  +  y')  ^"  aura,  en  verlu  de  l'inëgalîlé  précédente, 

Donc,  en  prenant  e  assez  petit  pour  qu'on  ait 

Mr-Tl<P'-^T'-(P-^T)» 

dans  le  cas  où  y  >  y',  on  voit  que  le  rapport  considéré  augmentera 
indéfiniment  en  valeur  absolue  lorsqu'on  fait  tendrez:  vers  Tinfîni 
en  passant  par  les  valeurs  ^.  Il  en  est  de  même  si  Ton  a 

ou  encore  si 

Mais  la  relation  (i)  ne  saurait  alors  subsister  pour  les  valeurs  Ç 
d'indice  suffîsamment  élevé. 

En  somme,  nous  venons  de  voir  que  l'inégalité ^(j?)>»  co(x)ne 
saurait  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  supérieures  à  une 
certaine  limite,  et  il  en  est  évidemment  de  même  de  l'inégalité 
y{x)<—io{x). 

Le  théorème  énoncé  au  début  est  donc  démontré. 

-4.  Si  l'on  se  donne  une  équation  déterminée  de  la  forme  (i),  on 
pourra  évidemment  resserrer  considérablement  les  limites  fournies 
pour  ses  intégrales  par  le  théorème  que  nous  venons  de  démon- 
trer. En  effet,  en  posant 

-zix)  =  CxV-, 

C  désignant  une  constante  positive  et  u  un  nombre  réel  quel- 


(  '  )  On  voit  facilement  que  l'inégalité  j'(  j?)  >(  1  —  £  )Cx:*  subsiste  encore 
loi>({ue  jx  est  compris  entre  o  et  —  i,  ce  qui  ne  résulte  pas  immédiatement  de  la 
démonslralion  précédente. 


conque  >>  —  i ,  les  considérations  qui  précèdent  nous  font  voir  que, 
si  l'on  n'a  pas,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  Xy 

il  existe  nécessairement,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  c, 
une  suite  illimitée  de  valeurs  Ç|,  Ç^,  .  •  .,  tendant  vers  TinGni  et 
telles  qu'en  posant 

on  ait,  pour  x  =  ç/, 

T' 

Or,  reportons-nous  à  l'expression  (6)  du  quotient  ■=■•  Si 


P  +  7<?'^ï', 


on  aura,  dès  que  a  >>  —  i 


lim 


T. 
T 


=  oc, 


X  tendant  vers  l'infîni  par  les  valeurs  Ç.  Il  en  est  de  même  dans  le 
cas  où  Y  =  y,  ^  =  P',  a  <  a'.  Reste  donc  à  considérer  les  termes 

T'=x''x^y^yr, 

dont  les  exposants  vériOent  les  conditions 
Le  rapport  considéré  s'écrira 


T' 
t 


f'  «.•  _.»«'  ».• 


,^  =  const.a:»-*  a'Y-r. 


Divers  cas  pourront  se  présenter.  Si  a"^a'  pour  tous  les 
termes  T'',  l'égalilé  aj^ant  lieu  pour  l'un  au  moins  de  ces  termes,  il 
suffit  de  donner  à  [Ji  une  valeur  positive  infiniment  petite  6  pour 
que  l'expression  précédente  tende  vers  l'infini  lorsque  x  parcourt 
les  valeurs  ^,',  de  sorte  qu'on  aura,  pour  les  valeurs  suffisamment 
grandes  de  x, 


(7) 


|7(^)I<^^'     , 


(j  désignant  une  constante  positive  quelconque 


—  212  - 
Si  les  différences  a! —  a"  sont  toutes  positives,  posons 

K  =  —  fXo-+-e, 


a'- a' 


en  désignant  par  [Xo  la  plus  petite  des  quantités  -73— ;•  0>i  aura, 

pour  X  =  5/, 

T' 


où 


T 


>    const.ar^l, 


=  «'-«'--(ï--r)(l^o-e)=(Y--Y')(,^^-f^o+^), 


ce  qui  montre  que  le  rapport  considéré  tendra  vers  l'infini  dès 
que  e  >  o.  Dans  le  cas  où  [Jio<  1 ,  on  aura  donc,  à  partir  d'une 
certaine  valeur  de  x^ 

(8)  \y{x)\<e^-'-'^'>^\ 

C  désignant  une  constante  positive  quelconque.  Lorsque  |jio>>  1, 
cette  inégalité  doit  être  remplacée  par  la  suivante 


Supposons  maintenant  que  Tune  au  moins  des  diff^érences  a' — a*^ 

soit  négative.  Soit  (Xf  le  plus  grand  des  nombres    ,__  .»  En  posant 
[JL  =  [ji|  4-  e,  on  aura,  pour  x  =  Ç/, 


>  |const.ar^  |, 


OU 


V  =  a'  —  a*  -h 


(^,4-e)(Y'-ï')=6(T'-r)-^(T'-/)(f^.-.^^) 


Donc,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  e,  le  rapport  pré- 
cèdent  augmentera  indéfiniment,  en  valeur  absolue,  lorsque  x  ten- 
dra vers  l'infini  en  passant  par  les  valeurs  i.  Dès  lors  on  aura,  à 
partir  d'une  certaine  valeur  de  a:, 

(9)  \y^x)\<e^-'^^^^\ 

C  désignant  une  constante  positive  quelconque. 

Les  inégalités  (7),  (8)  et  (9)  subsisteront  évidemment  encore  pour 
e  =  o,  à  condition  qu'on  donne  à  C  une  valeur  suffisamment  grande 
pour  que  les  termes  T"  ne  détruisent  pas  le  terme  principal  ï'. 
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5.  Les  remarques  qui  précèdent  vont  nous  permettre  de  pré- 
ciser beaucoup  le  résultat  fourni  par  le  théorème  général  que  nous 
avons  démontré  plus  haut.  Soit,  en  effet,  m  le  degré  de  Féqua- 
tion  (i)  par  rapport  à  :r;  on  aura,  en  conservant  la  notation  du 
numéro  précédent, 

d'où 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnée  une  équation  différentielle  algébrique  du 
premier  ordre 

(I)  F(^,7,y)  =  o, 

de  degré  m  par  rapport  à  la  variable  indépendante  x;  si  cette 
équation  admet  une  intégrale  y  (x)  qui  reste  continue  pour 
les  valeurs  de  x  dépassant  une  certaine  limite,  on  aura,  à 
partir  d'une  certaine  valeur  de  x, 

C  désignant  une  constante  positive  suffisamment  grande. 

Voici  d'ailleurs  comment  on  détermine  la  valeur  C  qu'il  con- 
vient d'adopter.  Dans  l'équation  (i)  substituons  y  =•  e^'"*"*^*,  et  sé- 
parons les  termes  qui,  après  la  substitution,  contiendront  en  fac- 
teur la  puissance  la  plus  élevée  de  l'exponentielle;  ce  sont  les 
termes  désignés  plus  haut  par  T^.  Parmi  ces  termes,  choisissons 
ceux  qui  contiennent  x  au  plus  haut  degré,  et  égalons  à  zéro  leur 
somme  ;  nous  aurons  ainsi  une  équation  en  C  : 

et  Ton  pourra  adopter  pour  la  constante  C^  dans  l'inégalité  (lo), 
une  valeur  positive  quelconque  supérieure  à  la  racine  réelle  la  plus 
grande  de  cette  équation. 

Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  s'applique  évidem- 
ment au  cas  où  m  =  o,  c'est-à-dire  au  cas  où  l'équation  différen- 
tielle ne  renferme  pas  la  variable  x.  On  aura  alors,  sous  les  mêmes 


n 
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conditions  que  ci-dessus, 

\y(x)\<€^''', 

C  désignant  une  constante  positive  suffisamment  grande. 

Pour  terminer,  remarquons  que  la  limite  fournie  par  le  théo- 
rème précédent  est  bien  précise,  puisqu'elle  peut  être  réellement 
atteinte  et  qu'elle  l'est  précisément  pour  l'équation  différentielle 
qui  admet  comme  intégrale  le  second  membre  de  l'inégalité  (lo). 

NOTE  ADDITIONNELLE. 

Après  rimpression  de  la  Note  précédente,  M.  Borbl,  qui  a  bien  voulu  en 
revoir  les  épreuves,  m*a  fait  observer  que  la  méthode  que  j'ai  suivie  permet 
de  préciser  davantage  la  nature  des  intégrales  y(x)  de  Téquation  (i)  qui 
restent  continues  lorsque  07  tend  vers  riiifini.  En  effet,  remarquons  d'abord 
queles  courbes  ^  =  ^(a?)  et^  =  e'*''(r>o)  ne  sauraient,  sans  se  confondre,* 
se  couper  en  une  infinité  de  points  dont  les  abscisses  tendent  vers  Tinfini. 
Dans  le  cas  contraire,  en  effet,  nous  avons  démontré  l'existence  d'une 
suite  de  valeurs  indéfiniment  croissantes,  ^  =  ^i,  £ti  •  •  •»  telles  que 

En  substituant,  dans  l'équation  (i),  y  =  rx''-^y,  on  aurait  donc  un 
polynôme  en  y,  a?,  a?''-»,  qui  devrait  s'annuler  pour  ar  =  {/,  ^  =  7j/>  e'C 
(/ =  f,  a  ...).  Or,  ceci  n'est  pas  possible,  à  moins  que  ce  polynôme  ne 
s'annule  identiquement  et  que  l'équation  (i),  par  suite,  n'admette  comme 
solution  générale/  =  consl.  e-^.  Nous  pouvons  donc  affirmer  que,  si  l'on 
a  pour  des  valeurs  x  aussi  grandes  qu'on  voudra,  \  y(x)\^  e^'',  r  dési- 
gnant un  nombre  positif  quelconque,  cette  inégalité  subsistera  pour  toutes 
les  valeurs  x  dépassant  une  certaine  limite.  Mais  nous  avons,  d'autre  part, 
démontré  qu'on  a,  pour  les  valeurs  suffisamment  grandes  de  x, 


yix)\  <e' 


en  désignant  par  m  le  degré  en  x  du  premier  membre  de  (i).  Par  un  rai- 
sonnement bien  connu,  nous  en  concluons  l'existence  d'un  nombre  positif  p 
tel  qu'on  ait,  quelque  petit  que  soit  e,  dès  que  x  dépassera  une  certaine 
limite, 

La  fonction  y{x)  est  donc,  dans  ce  cas,  suivant  la  terminologie  de 
M.  BoREL,  du  type  exponentiel  C^  Nous  faisons  remarquer  en  passant, 
que  les  valeurs  possibles  du  nombre  p  se  déterminent  par  la  construction 
du  polygone  de  Newton, 

Nous  pouvons  donc,  en  somme,  énoncer  le  résultat  suivant  : 

Les  intéfj^rales  y{x)  de  l*êquation{\)  qui  restent  continues  lorsque  x 
tend  vers  l'infini,  sont  du  type  exponentiel,  ou  bien  restent  comprises. 


à  partir  d*une  certaine  valeur  de  t,  dans  l'intervalle 

—  e''<y{x)<e^', 

quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  t. 

Observons  encore  que,  pour  les  intégrales  de  la  première  catégorie, 
toutes  les  dérivées  garderont,  pour  les  valeurs  x  suffisamment  grandes,  un 
signe  invariable,  lequel  doit  nécessairement  être  le  si^ne  positif,  sans  quoi 
y{x)  croîtrait  moins  vite  qu'une  certaine  puissance  de  x.  Ceci  résulte 
immédiatement  du  fait  que  le  lieu  des  points  où  une  dérivée  quelconque 
i\t  y{x)  s'annule,  est  une  courbe  algébrique.  Les  intégrales  du  type  expo- 
nentiel, ainsi  que  toutes  leurs  dérivées,  sont  donc  des  fonctions  croissantes. 
Les  intégrales  de  la  seconde  catégorie  pourront,  au  contraire,  présenter 
différentes  espèces  d'oscillations,  comme  le  montre  la  fonction 

y(x)=.  xV-s\nx  -\-  x^^ 

laquelle,  pour  des  valeurs  rationnelles  de  (i  et  v,  vérilie  bien  une  équation 
différentielle  algébrique  du  premier  ordre. 


SUR  LES  FONCTIONS  IMPLICITES  DÉFINIES  PAR  UNE  INFINITÉ 

D'ÉQUATIONS  SIMULTANÉES; 

Par  M.   Helge  von   Koch. 


Si  les  fonctions 

.f/(/;  ar,,ar,,  ...,37,,)         (/ =  i,  2,  . . .,  ai) 
sont  holomorphes  dans  le  voisinage  du  point 

(eAo)  /  =  o;  Xx  =  0,  Xt  —  O^  ...,  J*;,  =  0, 

si  le  déterminant  fonctionnel 

d(a-t,  jr,,  . .  .,37,,) 

ne  s^anniile  pas  à  ce  point,  si  les  n  équations 

(1)1»)  ^/(^;ar,,x„ Xn)  =  o        (e  =  1,2,  ...,  n) 

sont  toutes  vérifiées  pour  les  valeurs  (-.1.),  il  existe  un  systenne 
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(et  un  seul)  de  fondions 

satisfaisant  aux  équations  (i)l>),  s'annulant  au  point  t  =  o,  etholo- 
morphes  autour  de  ce  point. 

Ce  théorème  bien  connu  peut,  dans  des  conditions  assez  géné- 
rales, être  étendu  au  cas  où  n  est  infiniment  grand.  C^est  ce  que 
je  me  propose  de  montrer  dans  la  Note  présente,  en  m'appujant 
sur  quelques  définitions  et  remarques  relatives  aux  fonctions  ana- 
lytiques d'une  infinité  de  variables  indépendantes  qui  se  trouvent 
dans  un  travail  précédent  ('). 

Soient  donc 

t  \     X\ ,     x%j      . . . 

des  variables  indépendantes  en  nombre  illimité.  Soient 

^i{t\X^,Xi,   ...)  (*  =  1,2,  ...,  H-OO) 

des  fonctions  analytiques  de  ces  variables,  holomorphes  dans  le 
voisinage  du  point 

< 
et  s'annulant  toutes  à  ce  point.  Écrivons  les  équations 

(S)  ^i{t\Xx,x^,  ...)=  o         (t  =  1,  2,  ...,  -hoo). 

En  faisant  sur  les  coefficients  des  Si  certaines  hypothèses,  nous 
verrons  que  le  système  infini  (C)  admettra  une  solution  bien 
définie 

X\  ^        Xf  ,        •  •  •  t 

holomorphe  pour  ^  =:  o. 

•  1.  Supposons,  en  premier  lieu,  que  le  coefficient  de  x/  dans  le 
développement  de  J/  soit  égal  à  Funilé,  et  que  chacun  des  autres 
coefficients  soit  inférieur,  en  valeur  absolue,  à  un  nombre  po- 


(•)  Sur  les  systèmes  d'ordre  infini  d'équations  différentielles  {Oe/i'ersigt 
a/  K.  5i'.   Vet.-Ak.  Fork.;  Slockholm,   «899). 
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silif  S|.  Supposons,  de  plus,  que  la  série  formée  par  les  S/ 


-♦-  «6 


2  s, 

/  =  1 

soil  convergente.  Les  ^i  sont  donc  de  la  forme 

les/i  étant  des  séries  de  puissances  ne  renfermant  que  des  puis- 
sances d'ordre  supérieur  à  un  par  rapport  aux  variables,  et  les  iJl)/ 
désignant  des  constantes  assujetties  aux  conditions 

I  ift»!  I  <   S|  (  t  =    I  ,  9,    .  .  .  ,  -+-  00  ). 

Formons  la  fonction 

I  —  (/  -+-  I^k^k) 

il  est  facile  de  voir  que  4>/  est  une  fonction  majorante  pour 
'^*ui  -\-/it  ce  qui  s'exprime  en  écrivant  (*) 

Pour  étudier  le  système  proposé  d'équations 

(i)  Xi=  ^Si^it-h  fi{t;xi,Tt,  ...)         (i  =  i,2,  ..,,  -hoo), 

il  convient  de  le  comparer  au  système  suivant 

Ce  nouveau  système  est  vérifié  pour 

(3)  /=o;         $1=0,         Çî=o,         ..., 
et  en  posant 

(4)  $/=?i»''^51''<'  +  ..., 


(•)  Nous  convenons  d'employer  la  notation  de  M.  Poincaré  (<)  et  le  nom  de 
fonction  majorante  (Dblassus,  Thèses  pour  le  doctorat;  Paris,  1896),  dans  le 
même  sens  que  pour  les  fonctions  de  n  variables.  Cf.  mon  Mémoire  cité  plus 
haut. 

XXVII.  i5 
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on  voit  facilement  que  les  i^[^^  sont  des  nombres  positifs  bien 
déterminés. 

En  efTet,  4>/  étant  (sauf  pour  le  terme  S/^)  de  degré  supérieur  à 
l'unité  par  rapport  aux  variables,  on  pourra  écrire 

$«^'  =  [^,(f;  5i.X_,, $,.).-!,  ...)]X, 

^^y^  désignant  ce  que  devient  le  second  membre  de  (4)  quand  on  v 
annule  tous  les  termes  d^ordre  supérieur  à  v  par  rapport  à  t;  le 
crochet  avec  l'indice  A  autour  de  4>/  désigne,  selon  l'usage,  le 
coefficient  de  la  puissance  X^^"*  de  t  dans  le  développement  de  la 
fonction. 

Comme  les  4>/  sont  liées  par  les  relations 

(5)  ^/=— *^,  (l  =  2,  3,   ...,  H-»), 

les  équations  (2)  peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes 

Ç/  =  ë-  ku 

(6)  {  ' 

e        SiU  +  Hji)       ç,  „, 

ï'=  ,_(,^H$r)-    '     '" 
H  désignant  la  constante  positive 

La  dernière  des  équations  (6)  nous  montre  que  Ç|  est  holo- 
morphe  pour 

(7)  \f\<p. 

p  étant  suffisamment  petit;  donc  tous  les  Ç/  sont  holomorphes, 
et  leurs  développemcnls  (4)  convergent  absolument  dans  le 
domaine  (7). 

Retournons  aux  Xi  définis  par  les  équations  (1).  Posons 

(8)  ^i  =  a:i»^/-+-.r;.«'/»-f-...: 


f 
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nous  aurons 

or/.v  désignant  ce  que  devient  xi  quand  on  y  remplace  tous  ses 
termes,  sauf  les  v  premiers,  par  zéro. 
Il  en  résulte 

(9)  a7/<{/        (arg.  0» 

ce  qui  prouve  bien  que  la  solution 

du  système  (i),  définie  par  le  développement  (8),  est  holomorphe 
dans  le  voisinage  p  du  point  ^  =  o. 

Nous  pouvons  ajouter,  en  vertu  des  formules  (6)  et  (9),  que  l'on 
a,  en  désignant  par  a  une  constante  positive, 


(10) 
tant  que 


^*|<aS,-         (i  =  I,  2,  . . ., -hoc), 


U|^p'         (p'<p). 


2.  Passons  maintenant  au  cas  où  les  ^,  sont  de  la  forme  plus 
générale 


•*•• 


^i=  ^  X/itar^— lil)//  —/i(t;  XifXfy  . ..)» 

les  <A>iA  désignant  des  coefficients  constants  et  les  fi  ne  contenant 
que  des  puissances  d'ordre  supérieur  à  un  par  rapport  aux  va- 
riables. 

Considérons  le  cas  le  plus  simple  :  celui  où  le  déterminant 
infini  des  Xik 

•^  ^^         e^îl       ^ii       •  •  • 

•  •  •     •    • 

est  de  forme  normale  (*). 


(  '  )   Voir  un  Mémoire  Sur  les  déterminants  in/inisy  etc.  {Acta  mathematica, 
t.  XVI,  p.  221). 
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Comme  au  numéro  précédent,  nous  supposons  de  plus  que  ilbi 
et  tous  les  coefficients  figurant  dans  // soient  inférieurs,  en  valeur 
absolue,  à  S/,  et  enfin  que  la  série 

-H  «0 

2  s, 

soit  convergente. 

Je  dis  que  l'étude  du  système  donné  que  nous  écrirons  ainsi 

-4-aP 

(il)  2  ci^M^A=  1«''>i^-h/i(^;  :r,,  j:,,  ...), 

se  ramène  au  tjpe  étudié  plus  haut,  pourvu  que  Ton  suppose  A  ^  o. 

En  efTet,  désignons  par  a/^  le  mineur  de  A  adjoint  à  Télément 

Xik{^)'  Pourvu  que  les  inconnues  xa  soient  assujetties  à  la  condition 

X   étant  fini,    les  équations   (ii)  seront   équivalentes  aux    sui- 
vantes (^) 

(12;  ^k=^^^(^^ut-hfi)'Xik        (A:  =  1,  2,  ...,  4-00). 

1=1 

Or  on  sait  {^)  que 

!  aa  i  <  K  X^  I  XkX  I , 

K  désignant  une  constante  positive  et  l'apostrophe  indiquant  que 
la  valeur  X  =  A*  est  exclue. 

Donc,  chacun  des  coefficients  figurant  dans  la  fonction 


-+-  ae 


0*(/;.r,,.ri )=  i  ^('y^\ui-^/i)^ik 


i=  1 


(  '  )  Loc.  cit.,  p.  226. 

(-)  Voir  m(m  Mémoire  Sur  les  intégrales  régulières  des  équations  différen- 
tielles linéaires,  n"  \  {Acta  mathematica,  t.  WIII),  on  le  Mémoire  de  M.  Caz- 
ZANiGA,    Sui  determinanti  d'ordine   infinito,  n"  14   {Annali  di  Matcmatica, 

'«î)7)- 
(')  Mémoire  cité  (Acta  mathematica,  t.  \VI,  p.  24'i  ). 
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sera  inférieur,  en  valeur  absolue,  à  la  quanlilé  suivante 


(13) 


I 


Or,  le  déterminant  A  étant  de  forme  normale,  la  série 

est  convergente.  Donc,  désignant  par  T^  le  second  membre  de 
rinégalité  (i3),  on  est  assuré  que  tous  les  coefficients  figurant 
dans  8a,  c'est-à-dire  dans  le  second  membre  de  (12),  sont  infé- 
rieurs, en  valeur  absolue,  à  T^;  les  T^  formant  une  série  conver- 
gente, nous  nous  trouvons  donc  ramené  au  cas  étudié  au  n®  1. 
D'où  ce  résultat  : 

Le  système  {\  i,  m')  est  vérifié  par  un  système  {et  un  seul)  de 
fonctions 

(14)  ar,(/),       Tt{t),        ... 

holomorphes  dans  le  voisinage  de  l  =  o  et  s* annulant  à  ce 
point. 

Nous  savons  de  plus  [formule  (10)]  que 

(i5)  |:r/(/)|<«T,-         (i  =  i, -2,  . . ., -h  00) 

pour 

0'  désignant  un  nombre  inférieur  au  rayon  de  convergence  p  des 
fonctions  (i4)* 

''  3.  Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  peut  être  généralisé 
dans  diverses  directions;  ainsi,  au  lieu  d'une  seule  variable  ^,  on 
pourra  introduire  un  nombre  quelconque  de  variables  indépen- 
dantes; cela  n'amène  aucune  difficulté. 

On  pourra  étudier  aussi  le  cas  où  le  déterminant  A  des  Xik 
s'annule.  En  effet,  j'ai  démontré  (*)  qu'on  peut  toujours  trouver 
un  sous-déterminant  d'ordre  fini  qui  ne  s'annule  pas. 

—  —  — • _  _  -       —      ______  __  -,_  ^ ^ —  .^^ 

(')   Voir  Mémoire  cilc  {Acta  malhematica,  t.  W[,  p.  ^46). 


Supposons,  par  exemple,  que  ie  sous-détermioaol  adjoint  à 
rélémenl  tXm  ne  soil  pas  nal.  Les  équations 

^ fS^iiXk^ ife// -^//(/;^i. J^j.  - ..)       (i  =  2, 3,  . . .) 
nous  permettent  alors  d'exprimer 

en  fonctions  holoroorphes  par  rapport  à  /  et  à  jTi  ;  portant  les 
valeurs  ainsi  obtenues  dans  Téquation 

on  aura  une  relation  entre  X|  et  /  ;  si  cette  relation  n'est  pas  véri- 
fiée identiquement  quand  on  y  annule  £,  Xi  sera  une  fonction 
algébroîde  de  I  (')  et,  par  conséquent,  tous  les  Xi^  seront  algé- 
broîdes  par  rapport  à  t. 

D'une  manière  tout  analogue,  on  pourra  traiter  le  cas  où  le 
déterminant  A  et  tous  ses  mineurs  jusqu'à  un  ordre  quelconque 
s'annulent. 

D'un  autre  côté,  on  peut  se  débarrasser  de  l'hypothèse  que  A 
doit  être  de  forme  normale  :  il  suffit  de  supposer  que  A  appar- 
tienne à  la  classe  des  déterminants  de  genre  fini  (*).  Et  enfin,  les 
hypothèses  faites  plus  haut  sur  les  autres  coefficients  figurant  dans 
les  équations  proposées,  peuvent  être  remplacées  par  des  condi- 
tions moins  serrées.  Ce  sont  là  des  questions  auxquelles  j'espère 
pouvoir  revenir  bientôt.  * 

Je  terminerai  en  appliquant  les  résultats  obtenus  à  un  problème 
concernant  les  équations  différentielles. 


(')  PoiNCARÈ,  Thèses  pour  le  doctorat,  p.  4  et  suiv.;  Paris.  Gauthier- Villar^, 

(')  On  trouve  la  définition  et  une  étude  de  ces  déterminants  dans  mon  travail 
Sur  la  conver f^ence  des  déterminants  d'ordre  in^ni  (Bih.  tili  A'.  S%\  Vet.-Ai. 
ffandl.  Bd.  WII;  Stockholm,  iS*/») 


■^ 
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4.  Pour  avoir  un  exemple  facile,  je  preudrai  l'équation  suivante 

t  désignant  un  paramètre.  Je  suppose  que  $  et  les  ^i  soient  des 
fonctions  périodiques  de  x  de  période  2tc  et,  de  plus,  que  ces 
fonctions  soient  holomorphes  dans  une  bande  parallèle  à  Taxe  réel 
et  embrassant  cet  axe.  II  en  résulte  qu'on  pourra  développer  ces 
fonctions  en  séries  trigonométriques  absolument  convergentes 


-+-  «0 


«  =  2  ^*"'' 


('7) 


?,/»=  2  ^^'"*"'        (/>  =  «>.•.  •••."»)• 


V=— 


Demandons-nous  s'il  existe,  pour  les  petites  valeurs  du  para- 
mètre /,  une  solution  périodique  de  l'équation  (i6)  (*). 
Posons 


r=  2  ^x^^''' 


>.=-• 


et  portons  cette  série  dans  l'équation  proposée;  nous  trouverons 
que  les  gy^  doivent  satisfaire  aux  équations  suivantes 


-»-• 


(l8)  _XVx-+-  ^P\-sgs^tqx=o  (X  =  — »,  ...,-l-oc), 


*=— « 


où  i*on  a  posé 

(•9)  {  ^ 


'i»  •  •  •»  "^»i 


(')  Il  est  évideotque  cette  équation  appartient  à  un  des  types  généraux  d'éqaa- 
tions  traitées  par  M.  Poincaré  {Les  Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste). 
Dans  un  travail  suivant,  consacré  à  une  étude  générale,  je  reviendrai  au  rapport 
entre  la  méthode  de  M.  Poincaré  et  celle  indiquée  ici. 


-ail- 
les indices  de  sommation  s  du  second  membre  prenant,  indépen- 
damment les  uns  des  autres,  toutes  les  valeurs  entières  positives 
et  négatives.  • 

Si  Ton  pose 

le  système  (i8)  prendra  la  forme 

(20)  ^k<^ikgk=^fi{t\  gu  gt,  ...)  (l  =  —  00,  ...,  -HQO). 

Comme  les  séries  (17)  convergent  absolument,  tous  les  coeffi- 
cients figurant  dans  Çi  sont  inférieurs,  en  valeur  absolue,  à  un 
nombre  positif;  il  en  résulte  qu'on  pourra  trouver  une  suite  de 
nombres  positifs 

S/        (1  =  —  «,...,-+-«) 

formant  une  série  convergente  et  telle  que  chacun  des  coefficients 
dansez  soit  inférieur,  en  valeur  absolue,  à  S/. 
De  plus,  en  posant  pour  abréger 

on  voit  que  la  série  double 

converge;  donc  le  déterminant  A  des  cI>ia  est  dc/orme  normale. 
Le  système  d'équations  (20)  se  ramène,  par  conséquent,  au  type 

étudié  plus  haut  (n^  2),  pourvu  que  A  soit  difierent  de  zéro. 
Or,  dire  que  A  n'est  pas  nul,  c'est  dire  que  l'équation  linéaire 

n'a  aucune  solution  périodique  (sauf  la  solution  évidente  y  =  o). 
Celle  condition  sera  vérifiée  si,  par  exemple,  les  coefficients 

pv  (  ''  =  —  X,  ....  -h  x) 


^ 
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sont  sufiisainmenl  petits.  On  a,  en  effet 


A~i|<n,(iH-SA.UA.;;tl)-i 

i.k  *—    \  i.k  / 


ce  qui  nous  montre  que  A  sera  certainement  différent  de  zéro  si 
Ies/?v  satisfont  à  l'inégalité  suivante 


^l^aKioga, 


i,k 


c'est-à-dire 


-4-«o 


2v|/>v|-+-22v|/>vl2  Ji  <'og''» 


ou  bien 


«=i 


2:v|/>vl<  — Vr 


Supposons  donc  A  ^  o.  D'après  le  résultat  obtenu  plus  haut 
(n°2),  le  système  d'équations  (20)  sera  satisfait  par  un  système 
(et  un  seul)  de  fonctions 

holomorphes  dans  le  voisinage  de  ^  =  o  et  s^annulant  pour  ^  =  o. 
De  plus,  nous  savons  que  l'on  a  (formule  i5) 


^x(OI<Tx        pour        |/|<p', 

p'  étant  suffisamment  petit,  et  les  T^  étant  des  nombres  positifs 
formant  une  série  convergente. 
Il  en  résulte  que  la  série 


H-«D 


(21)  ^(ar,  0=     2    ^a(Oc>'' 


)l  =  - 


converge  absolument  pour  toute  valeur  réelle  de  x  et  pour  toute 
valeur  de  t  du  domaine 


■n 
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Pour  montrer  que  g{Xy  t)  est  une  fonction  analytique  de  x^  il 
faut  remarquer  d^abord  que  Thypothèse  faite  sur  les  coefficients  de 
Téquation  proposée  peut  s'exprimer  en  disant  que  les  séries  de 
Laurent 

Zv/^vM^,     ^^,q'^^^uy        (X  =  o,  I,  2,  . . .,  m), 

convergent  dans  une  couronne  donnée 

^<|tt|<^',       (^<i<a'). 

Soient  r  et  r'  deux  nombres  quelconques  de  l'inlervalle  (é\.  —  A') 
(r<i<  r'),  et  soit  Ç  un  nombre  quelconque  satisfaisant  aux  con- 
ditions 

Multipliant  Téquation  t'*"®  du  système  (20)  par  Ç'  et  posant 

on  aura 

(22)         ^k^^ikV"^ hk=  ^i{t\  hx,  h^,  ...)        (t  =  i,2,  ...,  4-00), 

§i{t\  A|,  Aa?  .  .•)  désignant  ce  que  devient /i(^;  h^^  7*2,  .  •  •)  quand 
on  y  remplace  les  coefficients 


/?v,     ^v^*  (v  =  — 00,  ..., -hoc) 

pa 


/>vî\     gli-^l"*  (v=-oo,  ...,-t-x). 


respectivement. 

Ces  nouveaux  coefficients  étant,  ainsi  que  les  anciens,  inférieurs 
en  valeur  absolue  à  un  nombre  fixe  H,  chaque  coefficient  de  Si 
aura  un  module  inférieur  à 

II 


I* 


De  plus,  on  constate  facilement  que  le  déterminant  formé  par 
les  éléments 

<^^ikV~''  (  /,  A  =  —  00,  .  .  . ,  -h  x) 

est  de  forme  normale. 
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Les  hk  satisfont  donc  à  un  système  infini  remplissant  les  mêmes 
conditions  que  celui  auquel  satisfont  les  gk-  Donc  les  hk  sont  des 
fonctions  de  t  holomorphes  pour  /  =  o  et  satisfaisant  à  des  condi- 
tions de  la  forme 

\hk\<Vic        pour        \t\^?\ 

p"  étant  suffisamment  petit  et  la  série  Sa^a  étant  convergente. 
Donc,  prenant  d'abord  Ç  =r  /•',  puis  ç  =  r,  nous  aurons 

ce  qui  prouve  que  la  série  de  Laurent 

converge  dans  la  couronne 

r  <\u\<r'\ 

donc  la  série  trigonométrique 

converge  uniformément  tant  que  la  partie  imaginaire  5(^)  de  x 
reste  dans  un  domaine  intérieur  au  suivant 

(23)  log^<^3(a7)<logi, 

ce  qui  prouve  que  la  fonction  ff(jc,  t)  est  une  fonction  analytique 
de  x^  holomorphe  dans  le  domaine  (28). 

Comme  on  peut  difTérentier  terme  pour  terme  la  série  (21),  on 
voit  que  g  est  une  solution  de  Téquation  (16);  c'est  une  solution 
périodique  de  période  2tc  de  :r  qui,  pour  les  petites  valeurs  de  ^, 
peut  être  développée  selon  les  puissances  positives  de  ce  paramètre. 
On  voit,  en  effet,  que  la  série  (21)  converge  uniformément  par 
rapport  à  /  dans  le  domaine  |i|5p",  pourvu  seulement  que  x 
appartienne  au  domaine  (23). 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE   DU  5   JUILLET    1899. 

PRKSIDBNCR   DE  M.   VICAIRE. 

Élections  : 

Sont  élus,  à  l^unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  James 
Pierpont,  présenté  par  MM.  Picard  et  Painlevé;  M.  Delemer,  pré- 
senté par  MM.  Bioche  et  Duporcq. 

Communications  : 

M.  Duporcq  :  Sur  une  application  d* une  généralisation  de 
la  transformation  de  Lie  à  la  surface  de  Kummer, 

M.  Lémeray  adresse  un  Mémoire  Sur  Inapplication  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  à  la  solution  dUin  problème 
d*  itération. 


SÉANCE   DU. 19  JUILLET  1899. 


PRESIDENCE   DE   M.    VICAIRE. 


Communication  : 

M.  Duporcq  :  Sur  les  surfaces  conjuguées  par  rapport  à 
deux  complexes  linéaires  et  sur  la  surface  de  Kummcr. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  LES  DÉGÉNÉRESCENCES  DES  63  SYSTÈMES  DE  CONIQUES 
QUADRUPLEMENT  TANGENTES  A  UNE  QUARTIQUE  ; 

Par  M.   G.  FoNTEN^.. 

1.  PliJcker  a  montré  par  un  exemple  qu'une  quarlique  générale 
peut  avoir  ses  28  bitangenles  réelles.  La  quarlique  de  Plùckerest 
formée  de  quatre  ménisques  {Jig-  i)î  ^"  désignant  les  difTérentes 


régions  de  la  courbe  par  les  symboles  i,  2,  3,  4,  -^y  ti,  «j,  8,.  on 
est  conduit  à  représenter  les  28  bitangenles  par  les  28  combinai- 
sons deux  à  deux  des  huit  symboles;  on  arrive  donc,  par  le  seul 
aspect  de  la  figure,  à  la  notation  deHesse.  On  sait  que  cette  nota- 
tion, appliquée  de  telle  manière  que  12,  34,  56,  78  représentent 
des  bitangentes  dont  les  huit  points  de  contact  soient  à  une  co- 
nique, ce  qui  est  le  cas  de  la  figure,  permet  de  préciser  les  63  sys- 
tèmes de  coniques  quadruplement  tangentes  à  la  quartique,  bien 
qu'elle  masque  la  symétrie  du  système  :  on  a  d'abord  35  systèmes 
dont  la  notation  a  pour  type 

19.34,5678, 

cette  notation  indiquant  que  les  six  coniques  évanouissantes  du 
système  sont  formées  par  les  six  couples  de  bitangentes 

(12,34),     {\^M\    (14, •>3),     (56, 7H),    (57,68),     (58,67); 

on  a  ensuite  28  systèmes  dont  la  notation  a  pour  type 

12,345678, 
\xvii.  16 
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cette  nolalion  indiquant  que  les  six  coniques  évanouissantes  du 
système  sont  formées  par  les  six  couples  de  bitangentes 

(i3,23),    (i4,-20,     (»5,25),    (16,26),    (I7,a7),    (18,28), 

nous  représenterons  par  la  notation  1 2345678  un  système  illusoire, 
donné  par  le  calcul,  et  formé  des  droites  doubles  du  plan,  ce  qui 
porte  le  nombre  des  systèmes  à  64  ou  2". 

2.  La  quartique  peut  devenir  nodale  dans  une  ou  plusieurs  des 
régions  A,  B,  C;  après  être  devenue  nodale  en  A,  ou  en  A  et  C, 
elle  peut  devenir  cuspidale  en  A,  avec  disparition  de  la  boucle 
née  du  ménisque  12,  ou  cuspidale  en  A  et  C,  avec  disparition  des 
boucles  nées  des  ménisques  12  et  78  (le  cas  d'une  quartique  tri- 
cuspidale  échappe  à  ces  considérations,  et  les  huit  indices  ne 
fonctionnent  plus).  Voici  alors  ce  qui  arrive  concernant  les  sys- 
tèmes de  coniques  quadri  tangentes,  ou  tritangentes  et  passant  par 
un  point  double,  etc.  Si  la  quartique  est  nodale  en  A,  deux  sys- 
tèmes dont  la  notation  ne  diffère  que  par  l'échange  des  indices  2 
et  3  sont  identiques,  et  labitangente  23  subsiste;  pour  B,  ou  C,  on 
a  les  indices  4  et  5,  ou  6  et  7.  Si  la  quartique  est  cuspidale  en  A, 
de  la  manière  indiquée  plus  haut,  l'échange  de  deux  quelconques 
des  indices  i,  2,  3  reproduit  le  même  système  de  coniques,  et  la 
notation  23,  ou  3 1,  ou  12  représente  une  tangente  issue  du  point 
de  rebroussement;  même  observation  pour  C,  avec  les  indices  6, 
7,  8.  Ces  remarques  suggèrent  le  théorème  suivant,  où  3  désigne 
le  nombre  des  points  nodaux  de  la  quartique,  et  x  le  nombre  des 
points  cuspidaux  : 

Les  systèmes  de  coniques  qui  passent  par  c'  point  nodaux 
donnés  d^une  quartique  et  qui,  de  plus  ont  avec  la  quartique 
c  contacts  véritables  et  passent  par  c^'  points  cuspidaux  donnés^ 
sous  la  condition  r'-f-(c -{-<?")  =  4?  sont  en  nombre 

*  i  —(1-4-0)     pour    c' —  o,  c  =  &^  c"  =  o. 

{   —  I  pour     c'  =  o,  c  =  3,  c  =  I  ; 

chacun  de  ces  systèmes  compte  pour  ')^'  x  'à^'  systèmes. 

Des  théorèmes  généraux,  donnés  par  M.  Humberl  dans  le 
Journal  de  Liouville  {  1886),  confirment  ce  résultat  (sauf  la  ques- 
tion du  degré  de  multiplicité)  pour  le  cas  c"=  o,  c'est-à-dire  pour 
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le  cas  où  la  conique  doit  passer  par  d  points  nodau\  donnés,  et 
avoir  4  —  c'  contacts  avec  la  quarlique,  celle-ci  pouvant  avoir  des 
points  cuspidaux  par  lesquels  ne  passent  pas  les  coniques  consi- 
dérées; car,  en  désignant  par />  le  genre  de  la  courbe  (qui  est, 
relativement  à  la  quartique  de  Pliicker  et  aux  quarliques  qui  en 
dérivent  de  la  manière  indiquée,  le  nombre  des  régions  A,  B,  C 
sans  point  double),  la  formule  ci-dessus  peut  s'écrire,  dans  le  cas 
général, 

et  M.  Humbert,  appliquant  des  formules  générales  établies  par 
lui  pour  le  problème  des  courbes  de  contact,  démontre  que,  pour  le 
cas  {/'  =  o  qu'il  étudie,  les  systèmes  de  coniques  considérées  forment 
l'^P  familles  dont  chacune  comprend  a^"<^'  systèmes,  des  systèmes 
en  nombre  i  -h  S  étant  toutefois  illusoires.  L'un  de  ces  systèmes 
illusoires  est  le  système  des  droites  doubles  du  plan  déjà  men- 
tionné; les  0  autres  systèmes  ont  été  précisés,  en  supposant  tou- 
tefois la  quartique  non  cuspidale,  dans  les  Annales  de  la  Facultr 
de  Toulouse {iS8g) y  par  M.  Andoyer,  qui  paraît  d'ailleurs  n'avoir 
pas  connu  les  recherches  de  M.  Humbert;  ils  sont  formés  de 
droites  doubles  passant  par  un  point  double. 

3.  Il  appartient  à  M.  Humbert  de  compléter  ses  recherches. 
Mon  but  est  uniquement  de  signaler  un  résultat  que  j'ai  tout  lieu 
de  croire  exact,  et  d'indiquer  les  considérations  qui  m'y  ont  con- 
duit, avant  que  je  connusse  les  formules  de  M.  Humbert.  J'indi- 
querai d'abord  une  vérification.  Si  l'on  suppose  c'  donné  et  si  l'on 
fait  varier  c  et  c"  sous  la  condition  c  -+-  6-''=  4  —  c'i  en  rapprochant 
d'un  contact  véritable  le  passage  de  la  conique  par  un  point 
cuspidal,  passage  que  nous  appellerons  contact  singulier  (Bul- 
letin de  la  Société  mathématique,  1898  :  Décomposition  d^une 
correspondance  tangentielle),  comme  on  peut  avoir  c"=^Oj  ou 

bien  c^=  i  de  x  manières,  ou  bien  c"  =  2  de  — ^ manières,  etc., 

jusqu'à  c"  =  x,  le  nombre  des  systèmes  obtenus,  en  comptant  les 
systèmes  illusoires  dans  l'hypothèse  c'=  o,  et  en  tenant  compte  du 
degré  de  multiplicité  9^  x  3*^",  est 
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Si  maintenant  d  varie,  on  doit  avoir,  et  l'on  a 

9.6  =  76-Ô      ,   ^..  5  ^_    ^^^"^^      u-  .  _  _|-  ,       —  96-2(,  _^  ,  ) 


\,  Soit  d'abord  une  quartique  acuspidale.  Conformément  à  la 
formule 

on  peut  distribuer  les  64  systèmes  en  8  groupes  de  8  systèmes,  en 
se  réglant  sur  la  séparation  par  la  virgule,  dans  la  notation  ci- 
dessus,  des  indices  2  et  3  d'une  part,  4  et  5  d'autre  part,  6  et  7 
enfin.  Nous  désignerons  par  g  le  groupe  de  8  systèmes  pour 
lequel  la  virgule  ne  sépare  ni  les  indices  2  et  3,  ni  les  indices  4 
et  5,  ni  les  indices  -j  et  8,  ce  groupe  comprenant  le  système  illu- 
soire 12343678.  Les  sept  autres  groupes  de  8  systèmes  seront 
désignés  par  a,  6,  c,  6c,  ac,  ab^  abc^  le  groupe  aby  par  exemple, 
étant  celui  pour  lequel  la  virgule  sépare  les  indices  2  et  3  comme 
l'indique  la  lettre  a,  les  indices  4  et  5  comme  l'indique  la  lettre  6, 
mais  non  les  indices  6  et  7  comme  l'indique  l'absence  de  la  lettre  c. 
On  a  le  Tableau  suivant,  dont  les  signes  |  et  j  se  rapportent  aux 
quartiques  cuspidales,  et  seront  expliqués  plus  loin  : 

fi.  a.  h.  c. 

12345678  [   I -21 5, -367 8  1234,5678  1236,4578  j 

45,123678  )   1345,2678  1235,4678  1237,4568  f 

23,145678  j    !>., 345678  i    14,235678  68,123457  / 

1678,2345  (    13,245678  (    15,234678  78,123456! 

67,123458  )  /  2458,1367  \  48,123567  )  /  2368,1457  \ 

1238,4567  i  1  3458,1267  f  58,123467  i  1  2378,1456  f 

\    1458,2367  )  j  28,134567  i  J  2348,1567  (  j   16,234578  à 

(    18,234567  \  \  38,124567  )  (   2358,1467   \  \    17,234568  ) 

bc.  ar.  ab.  abc. 

46,123578  )  ,   26,134578   ,  .   24,135678  ;    1246,3578 


56,123478   f  36, 12 1578  J  ]  34,125678  l    1346,2578 

47,123568  I  l  27,134568  I  j  25,134678  I  1256,34/8 

57,123468  )  ]  37,124568  I  (  3j, 121678  I  1356,2478 

[  2346,1578   1  j  2456,1378   '  /  2467,1358  \  \   I24'7,3568 

)  2356,1478  f  i  3456,1278  l  \  3467,1258  f  j  1347,2568 

j  2347,1568  1'  f  2457,1368  I  j  2567,1348  l'  F   1257, 3i68 

(  2357,1468  1  \  3457,1268  I  (  3567,1248  !  I    i357,2i68 
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Si  A  est  un  point  nodal,  les  coniques  qui  passent  en  A  sont 
celles  des  groupes  dont  la  notation  renferme  la  lettre  a,  les  in- 
dices 2  et  3  étant  alors  séparés  par  la  virgule  :  en  effet,  dans  le 
système  i234>56^8  par  exemple,  deux  seulement  des  coniques 
évanouissantes  passent  en  A,  et  dans  le  système  14,235678,  il  en 
est  de  même;  quant  au  système  23,145678,  dont  les  six  coniques 
évanouissantes  sont  des  droites  doubles  issues  de  A,  c'est  un  sys- 
tème illusoire  formé  de  droites  doubles  passant  en  A;  au  contraire, 
dausTun  ou  l'autre  des  systèmes  (i243,36j8),  (12,343678),  les  six 
coniques  évanouissantes  passent  en  A,  d'où  il  suit  que  toutes  les 
coniques  du  système  passent  en  A,  puisque  trois  coniques  d'un 
système  étant  U  =  o,  V  =  o,  W=:o,  et  l'équation  de  la  quartique 
étant 

l'équation  générale  des  coniques  du  système  est 

Xu-f^  jjiV-f-vW  =  o, 

sous  la  condition 

a«       ^2       c« 

-.^ 1 ! =  o. 

À  fJl  V 

Dès  lors,  si  la  quartique  a  8  points  nodaux,  les  c'  points  nodaux 
donnés  jpar  lesquels  doivent  passer  les  coniques  demandées  font 
connaître  celles  des  lettres  «,  6,  c  qui  entrent  nécessairement  dans 
la  notation  des  groupes  à  considérer;  d'autre  part,  les  3  —  8  lettres 
qui  correspondent  aux  régions  non  nodales  sont  les  seules  qui 
puissent  accompagner  celles  que  l'on  vient  d'indiquer;  il  suit  delà 
que  les  systèmes  de  coniques  passant  par  c'  points  nodaux  donnés 
appartiennent  à  des  groupes  dont  le  nombre  est  2'"^,  puisque  tel 
est  le  nombre  des  combinaisons  auxquels  donnent  lieu  3—8 
objets,  et  alors  le  nombre  des  systèmes  est  N  =  2°~^  ;  le  groupe  g 
se  présente  pour  c'  =  o,  la  combinaison  des  3  — 0  lettres  étant 
alors  celle  qui  n'en  renferme  aucune.  Mais,  dans  un  môme  groupe, 
chaque  système  se  rencontre  2*^'  fois  ;  le  nombre  des  systèmes 
distincts  est  donc  n  =  2*^"^"*^'.  D'ailleurs,  dans  le  groupe  gj  le 
système  23, 145678,  par  exemple,  est  illusoire  lorsque  A  est  nodal  : 
il  est  alors  formé  de  droites  doubles  passant  en  A. 

o.   On  peut  d'abord,  dans  une  certaine  mesure,  rattacher  le  cas 
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d^ine  quarliquc  ayant  o  points  nodaux  et  x  points  de  rebrousse- 
mentau  cas  d\ine  quartiquc  ayant  seulement  o  points  nodaux^  en 
assimilant  le  passage  d*une  conique  par  un  point  de  rebrousse- 
ment  à  un  contact  véritable.  Une  quartique  anodale  peut  être 
cuspidale  en  A,  ou  en  A  et  C,  le  cas  d'une  quartique  tricuspidale 
étant  réservé  ;  une  quartique  uninodale,  en  B,  peut  être  cuspidale 
en  A,  ou  en  A  et  C;  une  quartique  binodale,  en  B  et  C,  peut  être 
cuspidale  en  A.  En  tenant  compte  des  systèmes  illusoires  qui 
pourront  s'ajouter  à  ceux  déjà  signalés,  en  tenant  compte  aussi  du 
degré  de  multiplicité  de  chaque  système,  on  peut  dire  :  les  sys- 
tèmes de  coniques  qui  passent  par  d  points  nodaux  donnés,  et 
qui,  de  plus,  ont  avec  la  quartique  4  —  ^  contacts  ordinaires  ou 
singuliers,  sont  encore  en  nombre  N=  2®~^. 

Mais  le  nombre  N  est  ici  décomposable,  d'après  la  formule  déjà 
écrite 

N  =  v««-^îx r,  _^  X.3  -h  ''^^^^'^  3»-+-. . .-+-  3*1, 

et  l'on  comprend  que  la  dislocation  des  groupes  de  8  systèmes, 
lorsque  la  conique,  assujettie  à  passer  par  d  points  donnés,  doit 
en  outre  passer  par  c''  points  cuspidaux  donnés  et  avoir  avec  la 
quartique  c  contacts  véritables,  sous  la  condition  c^-f-  c  =  4  —  c', 
doit  rendre  assez  minutieuse  la  constatation  de  la  valeur  de  n 
donnée  au  n°  2.  Si  A  est  un  point  cuspidal,  les  coniques  qui 
passent  en  A  sont  celles  des  systèmes  pour  lesquels  les  indices 
1 ,  2,  3  ne  sont  pas  d'un  même  côté  de  la  virgule  :  dans  le  Tableau 
ci-dessus,  on  a  indiqué  ces  systèmes  par  le  signe  |  placé  à  gauche 
de  la  notation,  et  naturellement  les  systèmes  des  groupes  a,  ab^ 
ac^  abc  sont  parmi  ceux-là;  pour  C,  on  a  les  indices  6,  ^,  8  et  le 
signe  j  ;  on  peut  même,  par  exemple,  désigner  par 

h,     \h,    b\,     \h\ 

les  quatre  sous-groupes  qui  forment  le  groupe  b.  On  vérifie  alors 
assez  aisément  le  nombre 

.j,6-g-Sx-r'  X  2*^  3*^       OU       26-0-5X  x  3^, 

en  le  regardant  comme  un  élément  du  nombre  N,  ce  qui  limite 
les  recherches;  le  degré  de  multiplicité  iS'Z*^"  étant  à  peu  près 
intuitif,  le  nombre  n  est  bien  celui  qu'on  a  indiqué.  Il  y  aurait 
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peut-être  avantage,  pour  vérifier  le  nombre  ci-dessus,  à  remplacer 
3^'  par  le  développement  de  (1-1-2)'^'  :  le  facteur  2®~^~-^  est  en 
effet  au  moins  égal  à  2,  et  les  sous-  groupes  mentionnés  renferment 
2,  4  ou  8  systèmes  de  coniques.  Le  terme  soustractif  —  1 ,  pour  le 
nombre  de  coniques  triplement  tangentes  à  la  quartique  et  pas- 
sant par  un  point  cuspidal  donné,  correspond  à  un  système  illu- 
soire formé  de  droites  doubles  passant  en  ce  point. 

Pour  une  quartique  tricuspidale,  la  formule  indique  un  système 
de  coniques  passant  en  B  et  C  et  doublement  tangentes  à  la  quar- 
tique, etc.,  et  un  dernier  système  de  coniques  passant  en  A,  B,  C 
et  tangentes  à  la  quartique  :  cela  est  es.act. 

6.  Nous  ajouterons  ceci  :  les  systèmes  distincts  de  coniques 
assujetties  à  passer  par  c'  points  nodaux  donnés  d'une  quartique 
de  genre  /?,  et  à  avoir  avec  la  courbe  4  —  cf  contacts  ordinaires  ou 
singuliers,  sont  en  nombre 

[— (1-+-0  —  x)     pour    c' =  o], 
ou 

V  =  a»P .  2^-^~*^'        [— (i-Ho-4-x)     pour    c' =  o], 

et  ce  nombre  ne  dépend  que  du  genre  de  la  quartique;  l'analogie 
de  cette  formule  avec  celle  qui  donne  n  est  frappante, 

Pour  (/  -+-  o,  c'est-à-dire  pour  quatre  contacts  ordinaires  ou 
singuliers,  on  a,  en  décomposant, 

*r               x(x  —  i)  "l,        ^        , 

vo  =  a'P.a©    I  -h  X  H h  ...  -4- 1    —  (1  -4-  0  -f-  x), 

ou,  sans  décomposer, 

Vo  =  X^P.I^'*-  —  (I   -+-  0  H-  x). 

Nous  insisterons  un  peu  sur  ce  cas,  en  décomposant  pour 
chaque  valeur  de  p  d'après  la  nature  nodale  ou  cuspidale  des 
points  doubles  : 

i**  Pour  p-=zi^  on  a  Vo  ==  3o;  avec  un  point  nodal  A,  les 
coniques  quadri tangentes  donnent  lieu  à  i5  familles  de  deux 
systèmes;  avec  un  point  cuspidal  A,  les  coniques  quadritangentes 
donnent  lieu  à  i5  systèmes,  les  coniques  tritangentes  et  passant 
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en  A  donnent  lieu  à  i5  systèmes;  il  arrive  ceci  :  quand  le  point 
nodal  A  devient  cuspidal,  chacune  des  i5  familles  de  deux  sys- 
tèmes a  et  a'  de  coniques  quadritangentes  comprend  un  système  a 
de  coniques  quadritangentes  et  un  système  i!  de  coniques  tritan- 
genles  et  passant  en  A;  on  avait  d'ailleurs,  avec  A  nodal,  i6  sys- 
tèmes doubles  (c'est-à-dire  comptés  chacun  deux  fois)  de  coniques 
tritangentes  et  passant  en  A;  i5  de  ces  systèmes  doubles  per- 
sistent quand  A  devient  cuspidal,  les  i5  systèmes  a'  leur  sont 
identiques,  et  l'on  a  ainsi  i5  systèmes  triples  de  coniques  tritan- 
gentes et  passant  en  A. 

?.**  Pour /?  =  I ,  on  a  Vo=  i3;  avec  deux  points  nodaux  A  et  C, 
on  a  un  système  particulier  de  coniques  quadritangentes,  et  trois 
familles  de  quatre  systèmes  de  coniques  quadritangentes;  avec  un 
point  cuspidal  A  et  un  point  nodal  C,  on  a  un  système  particulier 
de  coniques  tritangentes  et  passant  en  A,  trois  familles  de  deux 
systèmes  de  coniques  quadruplement  tangentes,  trois  familles  de 
deux  systèmes  de  coniques  tritangentes  et  passant  en  A;  avec  deux 
points  cuspidaux  A  et  C,  on  a  un  système  particulier  de  coniques 
bitangentes  passant  en  A  et  C,  trois  systèmes  de  coniques  quadri- 
tangentes, trois  systèmes  de  coniques  tritangentes  et  passant  en  A, 
trois  systèmes  de  coniques  tritangentes  et  passant  en  C,  trois 
systèmes  de  coniques  bitangentes  passant  en  A  et  C.  Le  système 
particulier,  dont  les  coniques  passent  en  A  si  A  est  cuspidal,  etc., 
est  le  système  i845,23()^  du  groupe  g^  comprenant  la  droite 
double  A(^  :  les  quatre  points  de  contact  d'une  conique  de  ce  sys- 
tème sont  à  une  conique  passant  en  A  et  C,  et  ce  système  a  des 
propriétés  spéciales  relalivement  à  la  correspondance  tangenliellc 
{Bulletin y  loco  citalo). 

3"  Avec  />  =  o,  on  a  Vo  =  4  ;  trois  des  systèmes  de  coniques  sont 
analogues  au  système  particulier  du  cas  précédent,  le  quatrième 
jouant  un  rôle  à  part  (ibid.)  et  se  composant  de  coniques  qui 
passent  par  les  points  cuspidaux  de  la  quartique  lorsqu'elle  en  a. 


EXTENSION  DE  LA  MÉTHODE  DE  LAPLAGE  AUX  ÉQUATIONS  LINÉAIRES 
AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  D ORDRE  SUPÉRIEUR  AU  SECOND; 

Par  M.  J.  Le  Roux. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

1.  La  mélhode  de  Laplace  constitue  pour  les  équations  linéaires 
du  second  ordre  une  méthode  générale  d'intégration,  en  ce  sens 
qu'elle  permet  de  déterminer  toutes  les  intégrales  explicites  dépen- 
dant d'une  fonction  arbitraire.  On  peut  l'étendre  facilement  aux 
équations  d'ordre  supérieur.  Considérons  en  effet  l'équation  du 

second  ordre 

d^z  dz        -  dz 

-r r ha-r hO^ [-  CZ   =   O 

ox  oy  ox  oy 

admettant  une  intégrale  particulière  de  la  forme  d'Euler  (*) 


(1) 


z  =  MoX(«'-i-  a,X<«-»'4-...-l-  a„X, 


où   X  désigne   une   fonction   arbitraire  de  x.   En  appliquant  à 
l'expression  (i)  la  première  transformation  de  Laplace,  on  a 


^i 


ùz 


-  =  (^^-^-"o)x(«)-l-( 


'ày 
\ày 


aa.jXi'»-»' 
a  Un  j  X . 


Or,  on  sait  que  Uq  satisfait  à  l'équation 

duo 


ày 


-+-  auo=  o; 


z^  est  donc  une  expression  de  même  forme  que  z,  mais  contenant 
un  terme  de  moins.  F^a  transformation  de  Laplace  se  présente 
donc  à  nous  comme  destinée  à  faire  disparaître  le  premier  terme 
dans  les  intégrales  de  la  forme  d'Euler,  et  c'est  à  ce  point  de  vue 
que  nous  la  considérerons  dans  les  équations  d'ordre  supérieur. 

La  répétition  de  cette  transformation  conduira  à  une  équation 
admettant  une  intégrale  à  un  seul  terme,  qui  se  calculera  par  une 
équation  du  premier  ordre. 


(')  Dans  le  Mémoire  de  l'auteur  sur  les  équations  linéaires (/oa/'/ta/e/e if/a/A.; 
1R98),  la  forme  considérée  est  appelée  la  forme  d'Euler. 
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2.  Prenons  maintenant  une  équation  d'ordre  n  pour  laquelle  x 
soit  une  variable  caractéristique 

(2)  P(^)=2a!p!(n-a~P)!^«-P5i^^=^' 

Supposons  que  le  plus  haut  indice  de  dérivation  par  rapport  à  x 
figurant  dans  Féquation  (2)  soit  égal  à  n — p.  L'ensemble  des 
termos  contenant  les  dérivées  de  cet  indice  sera  de  la  forme 

Nous  dirons  que  l'expression 

est  le  multiplicateur  différentiel  de      ^_  *  et  nous  supposerons 

toujours  le  premier  coefficient  a  égal  à  l'unité. 

Si  l'équation  (a)  admet  une  intégrale  particulière  de  la  forme 
d'Euler 

les  coefficients  m©,  Wi,.  . .,  Um  satisfont  à  une  loi  de  récurrence 
que  nous  avons  donnée  dans  un  précédent  Mémoire  (').  Nous  la 
rappelons  ici  rapidement. 

Regardons  D  (2)  comme  un  polynôme  dont  les  variables  soient 

~  et  -r-  >  et  désignons  par  D^f,,'^*  (z)  l'expression  différentielle  obte- 
nue en  prenant  la  dérivée,  par  rapport  à  —  >  />  fois  et,  par  rapport 
à  T-.  ^r  fois;  cette  dérivée  (/?  -4-  gr)*^™*  du  terme 

sera  égale  à 

a  (a  —  I). .  .(a -/>  4- I)  p(P  -  I). .  .(P  -  7 -+- 1)  Aa,p^^^^3^^p^, 

(  ')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées;  1898. 


!^ 
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de  sorte  que  Ton  aura 

(  DÏÎJ^'(z)  =  /i(n-i)...(/i-/>-y-hi) 
(4)  ,,V  {n^p-^q)\ d^-P^^ 

Cela  posé,  nous  aurons,  pour  définir  les  coefficients  (c/),  les 
équations  suivantes  : 

DÏSiÇ  (  «,  )  -f-  rz — ^— — T  DïiirV  (  «0  )  =  o, 


(«-/>)!        ^'^      "         (H—p-\)\ 


D^".-Ç>  (  M,  )  + , ! -;  Dïl;:îT«'  («,_,)  -H  ...  =  o, 


(«-/,)!     '--^   "     („_y,_,)! 


Nous  voyons  immédiatement  que,  pour  faire  disparaître  le 
premier  terme  de  l'expression  (3),  il  suffira  d'effectuer  sur  z 
l'opération  D^;:^'-.  Nous  prendrons  donc  dans  le  cas  des  caracté- 
ristiques simples,  comme  définition  de  notre  transformation 
asjmptotique, 

Nous  examinerons  plus  loin  le  cas  des  caractéristiques  mul- 
tiples. 

3.  Pour  obtenir  plus  facilement  l'équation  transformée  en^f, 
posons  d'abord 

—    =  ^,  e^'^^n-idy  =  i;,  =  _  . 

Mo  ày 

L'équation  en  v  sera  de  même  forme  que  celle  qui  définit  z  ; 
mais  le  coefficient  de  j-^zi  étant  nul,  la  transformation  asjmpto- 
lique  s'obtiendra  en  posant  simplement 

do 
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D'après  cela,  écrivons  Téquation  en  ç  en  faisant  passer  dans  le 
second  membre  tous  les  termes  qui  ne  contiennent  aucun  symbole 
de  dérivation  par  rapport  à  y.  On  trouve  un  résultat  de  la 
forme 

(7)  A(„,,  =  X.— +X,^^^-+- X,  5^^,-1-...+ A^P, 

A(i^i)  désignant  une  expression  différentielle  d'ordre  (n  —  i)dans 

laquelle  le  coefficient  de        _^'  est  égal  à  l'unité. 

Les  coefficients  X  du  second  membre  sont  donnés  par  la  for- 
mule 

(8)  x,=  «/-*,-.''.^_^D</-l'(«,)=  J-  ^_i^Dir-i'(«.). 

Il  en  résulte  que  ces  coefficients,  comme  aussi  ceux  de  A(i'i), 
dépendent  de  la  détermination  particulière  qu'on  choisira  pour  i/q. 
Les  diverses  valeurs  possibles  de  Uq  s'obtiennent  en  multipliant 
Tune  quelconque  d'entre  elles  par  une  fonction  arbitraire  X  de  x. 
Cette  opération  transforme  D^^(wo)  ^^ 

(9)  D2^(aoX)===XDr-\ao)H--Dï;ti\Mo)-+-  —  DrAV(Mo) -+-.... 
En  désignant  par  X-  la  nouvelle  valeur  de  X/,  on  a  donc 


L'ordre  p  de  la  plus  haute  dérivée  figurant  dans  le  premier 
membre  de  Téquation  (7)  est,  en  général,  égal  à  n  —  'à;  il  peut 
être  moindre  si  Ton  a 

Mais,  quelle  que  soit  la  détermination  choisie  pour  Wq,  Tordre  p 
restera  inaltéré.  C'est  en  quelque  sorte  un  invariant  de  l'équation 
proposée. 

On  voit  que  les  valeurs  générales  des  À  dépendent  d'une  fonc- 
tion arbitraire  X;  mais  on  peut,  en  ayant  égard  à  l'équation  (10), 
former  avec  ces  quantités  d'autres  expressions  qui  ne  contiennent 
plus  aucune  indéterminée  et  qui  s'exprimeront  par  suite  directe- 


■^ 
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ment  à  l'aide  des  coefficients  de  D(z)  et  de  leurs  dérivées.  Ce  sont 
les  déterminanls  de  la  forme 


(lO 


/'/  = 


).o 

Xi      . 

. ,       h 

dix 

àr 

t)li 
à.r 

•    m    • 

d'il 

ai  h 

ôyi       ày» 


Oy^ 


qui  sont  au  nombre  de  /?  -f-  i ,  en  y  comprenant  A©  =  Xo- 

Si  les  X,  regardés  comme  fonctions  de  y^  ne  sont  pas  linéaire- 
ment indépendants,  les  déterminants  ///  sont  tous  nuls  à  partir 
d'un  certain  ordre.  Nous  dirons  dans  ce  cas  que  la  chaîne  des  X  est 

brisée;  si,  de  plus,  on  a 

p<  n  —  ')., 

nous  dirons  que  la  chaîne  est  raccourcie.  Dans  ces  conditions,  il 
faut  modifier  un  peu  l'expression  des  déterminants  ///.  Désignons 
par  Xjjj^  le  premier  A  linéairement  indépendant  de  Xo,  par  \^^  le 
premier  après  X^,  H^*^  soit  linéairement  indépendant  de  A^  et  de 
Xjtp  etc.  Les  déterminanls  (i  i)  seront  alors  remplacés  par  les  sui- 
vants : 


^1»') 


//,- 


OK 


«1 


lo 

OIq 
•  •  • 


l 


^t 


ol 


a, 


•  •  •  • 
d'it. 


Oy 


d'iy 

Oyi 


Nous  aurons  fréquemment  à  considérer  dans  la  suite  des  chaînes 
limitées  ou  illimitées  de  fonctions.  Nous  appellerons  éléments 
principaux  de  la  chaîne  les  éléments  tels  que  chacun  d'eux  soit 
linéairemcnl  indépendant  de  ceux  qui  le  précèdent  :  tels  sont  Xo, 
^^a,"  X(3t,  ...  pour  la  chaîne  des  X,  ces  éléments  étant  regardés 
comme  des  fonctions  dej^. 

4.   Nous  avons  trouvé  les  transformations  que  sul)iss(;nt  les  quan- 
tités X  quand  on  change  la  détermination  de  u^.  Nous  allonjs  main- 
tenant étudier  les  transformations  qu'elles  éprouvent  quand  on 
effectue  un  changement  de  fonction  et  de  variables  indépendiinles 
xxvii.  iG, 


i^ 


conservant  à  la  fois  la  forme  linéaire  de  l'équation  et  les  caracté- 
ristiques X  =const., 

\  r  =<p(a7'), 


z  =  zf{x,y), 
(i-i)  J  ^  =<p 


La  première  de  ces  transformations  est  manifestement  sans  in- 
fluence sur  la  valeur  de  v^  car  elle  change  Uq  en 


u:=        "" 


On  a  donc 


5  — -i 


Occupons-nous  donc  seulement  des  transformations  de  variables 
indépendantes. 

Les  deux  termes  suivants  de  Téquation  en  z 

df^z  n  ,  d'*—^z 

dxn-i  dy  "*"  r     ""•*•'*  dH^^^ 

donnent  dans  la  transformée 

/dx'\n-\dv'  /      à^z  dy  d'*-^z\ 

les  termes  non  écrits  ne  contenant  les  dérivées  de  z  par  rapport 
à  X  qu'aux  ordres  inférieurs  an  —  î. 
Les  intégrales  de  l'équation 

^,4-/iA„_..o^O=o 
sont  les  mêmes  que  celles  de 

— -+-/iA„-,,oÔ  =  o, 

et  comme  ç  s'obtient  en  divisant  z  par  une  intégrale  quelconque 
de  cette  équation,  il  en  résulte  que  les  valeurs  de  t»  relatives  à 
l'équation  (2)  sont  les  mêmes  que  les  valeurs  de  la  fonction  ana- 
logue relatives  à  la  transformée.  Nous  pourrons  donc  effectuer  le 
changement  de  variables  sur  l'équation  en  v^  pourvu  que  nous 
joignions  à  la  transformation  effectuée  Tune  des  substitutions 

(i3)  I  Uo,  UqX  |. 
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En  désignant  par  T^  et  T»,  Jes  transformations  (12)  effectuëes 

respectivement  sur  z  et  sur  ç,  et  par  S  les  substitutions  (i3),  nous 

avons  l'équivalence 

T.  =  T^S . 

EOectuons    le   changement   de   variables   indépendantes   dans 

l'équation  (7),  après  y  avoir  remplacé  v^  par  sa  valeur  -r-  • 

Tout  terme  qui  contient  un  symbole  de  dérivation  par  rapport 
ky  donnera  dans  la  transformée  des  termes  contenant  un  symbole 
de  dérivation  par  rapport  à  j^'.  Les  dérivées  prises  par  rapport  à 
jc  seul  donneront  deux  sortes  de  termes  d'après  l'identité 

dx        dx  dx'       dx  dy* 

Mais  on  voit  que  les  dérivées  prises  par  rapport  à  la  seule  va- 
riable X   se  déduiront  des  dérivées  par  rapport  à  a:  en  négligeant 

tout  ce  qui  contient  le  symbole  -r—,  •  Donc,  si  nous  faisons  passer 

dans  le  premier  membre  de  la  transformée  tous  les  termes  où  figure 
une  dérivation  par  rapport  à  jkS  on  trouvera  un  résultat  de  la  forme 
suivante  : 

l dx'X^"^  ày       l  ^^\  àPv  dP-^v 


</)    (%)-'%'■  m- 


^'à^-*-^'  dxP-' 


A|  (  j-,  )  désignantune  expression  de  même  forme  que  A  (v,  ),  dans 

laquelle  le  coefficient  de  ;  ,^     ,  est  égal  à  l'unité.   Les  quantités 

Uq,  [Xi,  ...  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  \  de  la 

forme 

(dx'  \  p-i 
-^j      -^  pi^i-i  -+-  9t^i-t  -H . . . , 

Pi,  ps,  ...  désignant  des  fonctions  de  x. 

Enfin,  pour  ramener  la  transformée  (7')  à  la  forme  normale  de 
l'équation  (7),  il  faut  multiplier  ses  deux  membres  par 


/dx\ 
\ôx') 


dx  \n-\  dy 

et  poser  en  outre 

dv         ,  dy 


—  244  — 
On  trouve  ainsi 

(«4)  M..'.)  =  V.£^  +  X'.g^-^... 

Les  nouveaux  coefficients  V  sont  liés  aux  \  par  des  relations  de 
Ja  forme  suivante  : 


les  coefficients  0  dépendant  seulement  de  x.  On  voit  immédiate- 
ment que  la  forme  de  ces  relations  n'est  pas  altérée  parles  substi- 
tutions dérivées  de  (i3). 

5.  Le  simple  examen  des  formules  ( 1 5 )  conduit  aux  conclusions 
suivantes  : 

1°  Les  indices  des  éléments  principaux  de  la  chaîne  des  a  ne 
sont  pas  altérés  par  la  transformation  (i5); 

2""  Les  déterminants  A/  n'éprouvent  d'autre  modification  que  la 

multiplication  par  des  puissances  de  --t  et  -— ,• 
^  »  i  Ox        dy 

Pour  démontrer  la  seconde  propositionj  nous  nous  appuierons 
sur  cette  propriété  bien  connue  des  déterminants  wronskiens  :  Si 
Ton  multiplie,  dans  le  déterminant 


t 


it         iit  dt 


r/"-'o>i      d'    'to.>  «7'-'(o„ 

les  fonctions  w  par  une  même  fonction  arbitraire  cp(^),  le  détermi- 
nant est  multiplié  par  ^(t)". 


h 


-  2r>  - 

On  a  donc,  dans  le  cas  de  la  chaîne  non  brisée, 


V. 


XI 


''y 

•      •      • 


<>'X'i 

•     •     •     • 


(i6) 


(/  -f-  l»  tl  4-  î/l  — î  — î/>) 


X, 


(*Xo 

dX, 


•      •  •     •     • 


^1     -m 


ôy 


àyi 


(i-t-i)(i-»-î) 


-  \dy  ai')  \dx') 


(àx  \(«-«-/»)(/-M) 


En  généra),  on  a  /?  =  /î  —  2  et  la  relation  précédente  se  réduit  à 


^'-[ôy'ôi^) 


ii-ht\  ii-ht\ 


h,  y 


de  (  "4) 


en  désignant  par  h]  la  nouvelle  valeur  de  A/.  Donc  le  détermi- 
nant ht  se  reproduit  multiplié  par  la  puissance — — - 

du  déterminant  fonctionnel  de  la  transformation. 

Dans  le  cas  de  la  chaîne  raccourcie  ou  brisée,  il  faut  joindre 
à   cette   puissance   du  déterminant   fonctionnel    une    puissance 

/dx_ 

\dx' 

Ces  propriétés  justifient  le  nom  A'' invariants  que  nous  donne- 
rons aux  déterminants  /i|. 

On  voit  que,  dans  une  équation  d'ordre  /i,  à  chaque  système 
de  caractéristiques  simples  correspondent,  en  général,  n  —  i  inva- 
riants hi.  Pour  que  Téquation  (2)  admette  une  intégrale  à  un 
seul  terme  ^  =  2/oX,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  ces  invariants 
soient  nuls. 

Nos  invariants  A/ constituent  donc  une  première  généralisation 
des  invariants  de  M.  Darboux.  Mais  la  bliite  de  iios  calculs  nous 
conduira  à  en  introduire  d'autres. 

XXVII.  17 
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6.  Nous  allons  mainlenant  former  le  système  transformé  en  r|. 
Nous  obtiendrons  ce  système  en  cherchant  les  conditions  de  com- 
patibilité des  deux  équations  en  v  : 


('7) 


dxP 


h 


dP-^v 
dxP-^ 


Soit  ^  -4-  I  le  nombre  des  éléments  principaux  de  la  chaîne 
des  \  :  Xo,  )^a,,  . . .,  )va  .  Prenons  les  dérivées  de  (7)  par  rapport 
à  y^  jusqu'à  l'ordre  (5^  -i-  i)« 

En  désignant  par  ^ (Q)  l'expression 

.    àP^      .     dP-»  . 

et  par  f ^(Q)  l'expression  analogue  obtenue  en  remplaçant  les  ). 
par  leurs  dérivées  d'ordre  1,  j-j*  nous  aurons 


(j8)  <  (p,(i>)  = 


(^7+i 


c)7 


^^-^^^''^^  d7ï^^^''*^~5P^?^''*^""•••~?''^*'»^""^''^»^''»^• 


cl7'7 


ày 


Entre  ces  équations,  nous  pouvons  éliminer  v  et  ses  dérivées 
par  rapport  à  a:,  ce  qui  donne  pour  v^  l'équation 


(19) 


aXo 
ày 


ày 


ày 


Fo 
F, 


f^7+tX 


îff 


r>;'7-^» 


F 


7^-1 


=  O. 


Cette  équation  est  d'ordre  n-\-  q  çX  admet  les  mêmes  caracté- 
ristiques que  la  proposée,  mais  l'ordre  de  multiplicité  de  la  carac- 
téristique  X  se   trouve   augmenté   de   q.    Nous   l'appellerons   la 
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transformée  principale.  En  général ,  q  étanl  égal  à  n  —  2, 
l'ordre  de  la  transformée  principale  est  égal  à  n  -^  n  —  2,  Tordre 
de  multiplicité  de  la  caractéristique  x  pour  cette  équation 
étant  n  —  i.  Mais  la  nouvelle  inconnue  (^^  doit  satisfaire  encore 
à  un  certain  nombre  d'autres  conditions  que  nous  obtiendrons  de 
la  manière  suivante  : 

Résolvons  par  rapport  aux  dérivées  Ae  v  \e%  q  -\-  \  premières 
équations  (17).  On  pourra  résoudre  le  système  par  rapport  aux 
dérivées  dont  les  coefficients  sont  les  éléments  principaux  de  la 
chaîne  des  X.  Désignons  par  o/^t  le  déterminant  obtenu  en  rem- 
plaçant dans  hg  l'élément  principal  X^x^  par  X^. 

Tout  déterminant  8/a  pour  lequel  on  a  A:  <;  a/  est  nul,  car  les 
éléments  de  la  {i -\-  lY  colonne  y  sont  des  combinaisons  linéaires 
de  ceux  des  précédentes;  tout  déterminant  5/^^  pour  lequel  on 
a  /:  >  a/  est  égal  au  produit  de  hg  par  une  fonction  de  x.  Soit, 
en  effet, 

on  a  évidemment 

(9.0)  C/A-  =   ^ikh,f. 

Cette  formule  est  générale,  pourvu  que  l'on  pose 


( 


o  pour  k  <  ti^ 

\ik  =  j  I  pour  k  =  ii, 

\  quelconque  pour  k  >  a/. 


Désignons  aussi  par  R|  le  quotient  par  hg  du  déterminant 
obtenu  en  remplaçant  dans  hg  les  éléments  de  la  (/-f-  i)*  colonne 
par  Fo,  Fj , Nous  trouvons  : 

(9.1)  \  dxP-^x  ''«i-^»  dxP-^x-^  ''  * 


Ces  équations  ont  une  forme  très  remarquable  :  les  premiers 
membres  ne  contiennent  que  des  dérivées  prises  par  rapport  a  x 
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et  les  coefficients  dépendent  de  x  seulement.  La  recherche  des 
conditions  de  compatibilité  de  ces  équations  rentre  donc  dans  le 
cadre  de  la  théorie  des  équations  difTérentielles  ordinaires. 

Supposons  que  les  premiers  membres  des  équations  (21)  égalés 
à  zéro  n*admettent  d^autre  solution  commune  que  v=^o.  Dans  ce 
cas,  le  système  (21),  auquel  on  aura  joint  les  dérivées  prises  par 
rapport  à  x  des  équations  qui  y  figurent,  pourra  être  remplacé  par 
un  système  de  la  forme 


^  — '^0,         xi=T|,  ...,         :iZ7.  =  T;,, 


et  les  nouvelles  équations  en  v^  seront 


ôx  ~    ''         àx  ""  *"  ••'        "~5F" 


Supposons,  au  contraire,  que  les  équations  obtenues  en  égalant 
à  zéro  les  premiers  membres  de  (21)  aient  en  commun  toutes  les 
intégrales  d'une  équation  linéaire  4>(i^)  =  o.  On  pourra  donner 
alors  au  système  la  forme  suivante  : 

♦(«')  =  T„         ^*(»')  =  T„         ....         ^*(p)  =  Tr. 
el  les  conditions  de  compatibilité  prendront  encore  la  forme 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  ces  conditions  ne  sont  pas  néces- 
sairement toutes  distinctes. 

7.  Dans  le  cas  général  où  la  chaîne  des  "k  n'est  pas  brisée,  le 
système  (21)  se  réduit  à 

et  les  conditions  de  compatibilité  à 

Aucune  de  ces  équations  nVst  une  conséquence  do  (19),  car 


^ 


dx 
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celle  dernière  conlient  une  dérivation  par  rapport  à  y  d'un  ordre 
plus  élevé  que  celles  qui  figurent  dans  (22')* 

Nous  allons  montrer  qu'elles  sont  aussi  toutes  distinctes. 

Soit  hpVl^  le  coefficient  de  l'élément  -r-j  dans  le  détermi- 
nant hp.  On  a 

Les  équations  (22')  sont  donc  de  la  forme 

[  (t  =  1,2,   ...,/>). 

Désignons  par  Z,  le  premier  membre  de  (2*^)  et  supposons  qu'il 
existe  entre  Z|,  Z^,  ,..,7jpj  une  relation  linéaire  et  homogène 
à  coefficients  non  tous  nuls 

En  égalant  à  zéro  successivement  les  coefficients  des  dérivées 

dx'*dyP^  dx^dyP-^  '  dxf^  dy^ 

on  trouve  les  relations 

mi/'/'-4-  /?i,/Sf"H-...-h/Hp/)/^  =  o        (y  =1,2,...,  />), 

qui  ne  peuvent  être  vérifiées  par  des  valeurs  non  toutes  nulles 
de  mi,  m^,  • . .,  nip^  puisque  le  déterminant 

I  /i   r,   . . .  /^    I  =  ^0^/* 

est  différent  de  zéro. 

Nous  appellerons  système  auxiliaire  le  système  (22)  ou  (22'). 

Contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  le  second  ordre,  pour  lequel 
la  transformation  de  Laplace  fait  correspondre  à  une  équation 
donnée  une  équation  unique,  nous  trouvons  ici  un  système  de 
plusieurs  équations,  comprenant  la  transformée  principale  et  le 
système  auxiliaire. 

Le  nombre  total  de  ces  équations  ne  dépasse  d'ailleurs  pas  n  —  i , 
par  conséquent  il  n'y  a  pas  contradiction. 
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8.  Soit  V  une  intégrale  du  système  transformé.  En  transpor- 
tant cette  valeur  dans  les  équations  (ai)  et  celles  qui  en  dérivent 
on  aura  un  système  compatible.  Il  existera  donc  une  ou  plu- 
sieurs fonctions  v  satisfaisant  à  ces  équations  et,  par  conséquent, 
aussi  à  la  première  des  équations  (17).  Cette  fonction  est,  en 
général,  unique,  parce  que  Téquation  4>(i')  =  o  considérée  au 
n®  6  se  réduit  à  i^  =  o.  Il  reste  à  examiner  si  elle  satisfait  à  la 
seconde  des  équations  (17).  En  posant 

et  lenant  compte  des  équations  (18),  on  trouve 

An-- h       Al  -r r       -t-...-|-         A«0  =  O, 

dlo  àP^         A,  dP~^ii  dlp   ^ 

— —    -r -h     -T —    -T r      -f-,  .  .-+-    -7—      0=0, 

dy  dxP         dy  dxP-^  dy 


ô'/lo  âP^        f)7X,  d/'-'O  <^À«^ 

-T— r  -: ! 1 r  -!-...-+-  -7—^  6  =  o. 

ôff    ôxP         OyH   OxP- 1  dyl 

Or,  par  hypothèse,  ces  équations  n'admettent  d'autre  solution 
commune  que  0  =  0  car  elles  sont  équivalentes  aux  équations  (ai) 
où  Ton  aurait  Ro=:  R^  =.  .  .  =  Ry=r  o. 

Dans  les  cas  exceptionnels  où  4>(i;)=:o  serait  une  véritable 
équation  différentielle,  nous  trouverions  seulement 

ce  qui  montre  que  le  système  (21),  tout  en  étant  compatible,  est 
encore  plus  général  que  le  système  (17). 

Supposons  que  ^(i')  soit  d'ordre  i.  Dans  ce  cas  toute  intégrale 
de  Téqualion  <I>(0)z=ro  sera  déterminée  quand  on  connaîtra  les 
valeurs  de 

0.r        âx^  àxi-i 

pour  x=zJ:^^.  Si  ces  valeurs  iiiiliales  sont  nulles  il  en  sera  de 
même  de  6,  quel  que  soit  x,  puisque  Téqualion  0(6)  =  o  est  li- 
néaire el  liouiogènc. 

D'autre  pari,  pour  intégrer  l'équaliori 

*(!')   =    To(p,  ), 


k 
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on  pourra  se  donner  arbitrairement  les  valeurs  de 

en  fonction  de  y  pour  x-=x^\  mais  si  l'on  doit  avoir  en  même 
temps 

les  dérivées  de  ces  valeurs  initiales  par  rapport  ^  y  sont  égales  aux 
valeurs  de 

'      ôx  dr'-^ 

pour  x  =  Xot  et  chacune  d'elles  ne  dépend  plus  que  d'une  con- 
stante arbitraire  :  ces  constantes  sont,  par  exemple,  les  valeurs  de 

en  un  point  Xo,yo'  Si  nous  assujettissons  les  fonctions  initiales 
(ïe  V  k  ces  conditions,  les  valeurs  initiales  de 

sont  nulles,  et  l'on  a  par  conséquent  0  ^  o. 
Il  en  résulte  que  le  sjstème 

est  compatible  et  admet  une  intégrale  dépendant  de  i  constantes 
arbitraires,  quand  la  fonction  (*|  est  une  solution  quelconque  du 
système  transformé.  En  particulier,  si  l'on  prend  Çf  2=  o,  on  trouve 
pour  i'  une  intégrale  quelconque  de  l'équation  4>(p)  =  o.  Cette 
intégrale  ne  dépend  que  de  x,  car  les  arbitraires  introduites  par 
l'intégratvion  sont  de  véritables  constantes,  et  non  pas  des  fonc- 
tions de  y. 

Les  résultats  précédents  auraient  pu  s'établir  par  l'application 
des  méthodes  générales  de  MM.  Boiirlet,  Delassus,  Riquier,  etc. 
Mais  la  nature  particulière  de  la  question  en  rendait  l'étude  directe 
plus  simple  et  plus  commode. 
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En  résumé,  nous  sommes  arrivés  aux  conclusions  suivantes  : 
Quand  tous  les  coefficients  \  ne  sont  pas  nuls,  la  nouvelle  in- 
connue Vi  est  définie,  en  général,  non  pas  par  une  équation 
unique,  mais  par  un  système  de  plusieurs  équations  linéaires. 
A  toute  intégrale  de  ce  système  correspond,  en  général,  une 
seule  valeur  de  v.  S'il  en  existe  plusieurs,  la  différence  de 
deux  quelconques  d^ entre  elles  est  une  fonction  de  la  seule 
variable  x  satisfaisant  à  l'équation  ^(v)  =  o. 

9.  Pour  que  l'équation  considérée  (2)  admette  une  intégrale 
à  un  seul  terme  Uq\^  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les  À  soient  nuls. 

Ce  dernier  résultat  était  presque  évident  a  priori. 
En  effet,  nous  avons 

D(MoX)=XD(ao)-+-  YD:^(ao)-H  ^  Di.(ao)H-...-4-  -^^,  D;';:J.(mo)  =  o. 

Pour  que  le  second  membre  de  cette  identité  s'annule,  quelle 
que  soit  la  fonction  arbitraire  X,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

D(ao)  =  Di(Mo)  =  Dx«(ua)  =  ...=  o, 
ce  qui  établit  notre  proposition. 

10.  Avant  de  continuer  celte  étude,  il  est  indispensable  de  dé- 
finir la  transformation  de  Laplace  pour  les  caractéristiques  mul- 
tiples. Remarquons  cependant  que  nous  aurons  à  transformer 
toutes  les  équations  du  système  obtenu,  que  chacune  d'elles  con- 
duira vraisemblablement  h  un  nouveau  système  d'ordre  plus  élevé 
et  que  par  suite  le  nombre  des  équations  à  considérer  augmentera 
très  rapidement  en  même  temps  que  leur  oindre.  Nous  serions  donc 
conduits,  dans  la  moindt^e  application,  à  d'inextricables  difficultés, 
si  l'étude  de  ces  systèmes  était  indispensable. 

Mais  il  suffit  de  se  reporter  aux  équations  du  second  ordre  pour 
s'apercevoir  que  le  rôle  des  transformées  est  à  peu  près  nul,  quand 
on  a  eu  vue  seulement  la  détermination  des  intégrales  explicites. 
Il  suffit  que  l'on  puisse  définir  la  suite  des  transformations,  et  ce 
problème,  M.  Darboux  l'a  complètement  résolu  par  l'introduction 
des  invariants.  Un  fait  analogue  se  présente  pour  les  équations 
d'ordre  supérieur.  C'est  pourquoi  nous  n'insisterons  pas  sur 
I  étude  com|)lète  du  svstèinc  transformé. 
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DEUXIÈME  PARTIE. 


11.  Dans  le  cas  où  x  est  une  variable  caraclérislique  multiple, 
le  multiplicateur  dinerentiel  de  la  plus  haute  dérivée  par  rapport 
à  X  peut  être  d'ordre  o;  mais  alors  il  n'y  a  pas  d'intégrales  expli- 
cites dépendant  d'une  fonction  de  x.  Pour  que  ces  intégrales 
existent,  il  faut  nécessairement  que  ce  multiplicateur  soit  au  moins 

du  premier  ordre  par  rapport  à  %-•  S'il  est  du   premier  ordre,  il 

n'y  a   rien  de  changé  aux  calculs  des  numéros  précédents.  Nous 
allons  nous  occuper  du  cas  où  il  est  d'ordre  supérieur. 
Ecrivons  l'équation  sous  la  forme 

f  0)  ?i  •  •  •  désignant  des  multiplicateurs  différentiels 

Toute  intt^grale  principale  par  rapport  k  x  de  Téqualion  consi- 
dérée admet  comme  premier  terme  de  son  développement  une  so- 
lution particulière  de  l'équation 

(n  —  /n)\  ^       '       ây*^  cy^*^* 

Il  en  est  de  même  de  toute  intégrale  explicite 

Si  Ton  connaît  l'intégrale  particulière  de  (2)  par  laquelle  com- 
mence le  développement  (3),  on  fera  disparaître  le  premier  terme 
en  posant 

d     z 

(4)  Zx  —  Uq-t • 

ày  uo 

A  toute  intégrale  de  l'équation  (2)  on  fera  ainsi  correspondre 
une  transformation  de  Laplace. 

Mais  si  rien  n'indique  l'intégrale  particulière  U09  nous  serons 
obligés,  pour  faire  disparaître  avec  certitude  le  premier  terme,  de 
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prendre  pour  transformation,  à  un  facteur  près, 

(5)  zi  =  ffo(z). 

Nous  dirons  que  cette  transformation 

df-z  df-^z 

est  d'ordre  r. 

Supposons  que  Ton  ait  décomposé  ^ o  ^n  facteurs  difTérentiels 
symboliques 

Il  est  évident  que  Ton  obtiendra  la  transformation  (3)   par  la 
répétition  des  transformations  du  premier  ordre 

d    z 

Zi=  Uoi » 

Ojr    Mo 

à     i     d     z  d      Zi 

dy  cfi  ôy  uo  dy  OLiUo 


Pour  que  cette  décomposition  en  transformations  du  premier 
ordre  soit  complètement  justifiée,  il  suffira  de  faire  voir  que  les 
facteurs  symboliques  de  cpo  non  utilisés  dans  la  transformation 
appartiennent  aussi  aux  multiplicateurs  différentiels  de  la  plus 
haute  dérivée  par  rapport  à  œ  dans  les  équations  du  système  trans- 
formé. 

C'est  ce  qui  va  résulter  de  la  suite  de  notre  étude.  La  transfor- 
mation du  premier  ordre  constitue  donc  le  type  essentiel  et  élé- 
mentaire des  transformations  asymptotiques  les  plus  générales. 

12.  L'étude  que  nous  avons  faite  de  la  transformation  du  pre- 
mier ordre  dans  le  cas  des  caractéristiques  simples  s'applique  sans 
modification  importante  aux  caractéristiques  multiples. 

Nous  poserons  d'abord 

z  Zi  i)v 

(7)  V  =  y  i',  =.   --    =    _-. 

"0  Mo        dy 

l/é(|uaUon  (i)  prend  alors  la  forme 

.     dPv       .     OP'^v 

*Krt'  O.r/'  '  *  If. 
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L'ordre  p  de  y  (^')  est  au  plus  égal  à  n  —  m  —  i  ;  A (i^j  )  est  une 
expression  diflerenlielle  d'ordre  n  —  i  : 


•  •  » 


le  multiplicateur  dîflTérenliel  '^o  se  déduisant  de  ^o  P^i*  1^  suppres- 
sion du  premier  facteur  à  droite.  Si  Ton  a 

(^       1       (^       I  d    i     â     ^ 

'    ày  ar-i  dy  «;._,         ày  a,  dy  Uq 

on  trouve 

dy  «r-i  ày  a,^,         dy  aj 

A  l'aide  des  coefficients  \q^  X^  ,  .  . . ,  A^  du  second  membre  de  (8) 
on  peut  encore  former  des  invariants  Aq,  A|  , . .  . ,  analogues  à  ceux 
que  nous  avons  déjà  considérés.  La  propriété  d'invariance  de  ces 
expressions  se  démontre  exactement  de  la  même  façon  en  remar- 
quant :  i"  que  tout  changement  de  variables  indépendantes  de  la 
forme 

conserve  les  intégrales  de  l'équation  '^q(w)  =  o  (ou  les  multiplie 
par  une  fonction  de  x)] 

a®  Que  lorsqu'on  multiplie  z  par  une  fonction  k{x^y)^  ces 
intégrales  se  trouvent  multipliées  par  la  même  fonction. 

Il  importe  d'observer  que  les  invariants  ainsi  formés  dépendent 
de  l'intégrale  particulière  Uq  qui  a  défini  la  transformation;  cepen- 
dant, ils  restent  inaltérés  quand  on  multiplie  Uq  par  une  fonction 
de  X. 

Moyennant  ces  remarques,  on  voit  immédiatement  que  la  trans- 
formée principale  et  le  système  auxiliaire  conservent  la  même 
forme  qu'au  Chapitre  précédent.  Il  arrive  seulement  que  dans  A(c^i) 

la  dérivée  de  l'ordre  le  plus  élevé  par  rapport  à  x^     .  n-m*  ^" 

lieu  d'avoir  un  coefficient  numérique,  est  alTectée  d'un  multipli- 
cateur dificrentiel  ^o  î  mais  ce  fait  n'altère  en  aucune  façon  la 
forme  extérieure  de  nos  équations. 

13.   Cherchons  maintenant   le  multiplicateur  différentiel  de  la 
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plus  haute  dérivée  par  rapport  à  x  daus  les  équations  du  système 
transformé. 

Dans  la  transformée  principale 


(lo) 


ày 


dit 


ày 


Fo 
F, 


à^^^l% 


7-Hl 


=  o. 


les  dérivées  d'ordre  le  plus  élevé  se  trouvent  évidemment  dans  le 
dernier  élément  de  la  dernière  colonne,  auquel  correspond  le 
terme  A^F^^i.  Il  en  résulte  que  les  caractéristiques  sont  les  mêmes 
que  dans  Téquation  proposée  mais  que  Tordre  de  multiplicité  de 
la  variable  caractéristique  x  se  trouve  augmenté  de  q. 

Le  multiplicateur  différentiel  de  la  plus  haute  dérivée  prise  par 

rapport  à  x^  ■5^;ri7ïr'  «^t  égal  a 


(H) 


Xo 
-ày 


dl' 


àh 


ày 


ày 


à   , 


e^v+iXo     O'/^^Xi 


dv^^h 


ôi-^^ 


djri^^        ôy*i-^^ 


ci^v-Ki       dyn-^^ 


^^ 


=  h,f^f^. 


Les  intégrales  de  Téqualion  ^o(")  =  ^  sont  données  parle  sp- 
tènie  d'ordre  /•  —  i  : 


4/o(m)  =  Xa^X,,. 


Leur  détermiualion  ne  comporte  d'autre  difficulté  que  Tinlé- 
gralion  complète  de  l'équation  'fo{u)  =  o. 

Dans  les  transformées  auxiliaires,  les  résultats  sont  semblables. 
Les  seules  intégrales  communes  à  tous  les  facteurs  différeniiels 
analogues  à  'l>o  sont  données  par  les  deux  équations 

•y,ci/  )  =  o,      •%(")  =  Xi,\o. 
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ou  par  Téqualion  unique 


\,^  l-w) 


=  o. 


14.  Mais,  daos  le  problème  qui  nous  occupe,  ce  n'est  pas  préci- 
sément l'expression  des  intégrales  de  ^o(^^)  quî  importe,  c'est 
plutôt  la  décomposition  du  multiplicateur  différentiel  4>o  en  fac- 
teurs symboliques  du  premier  ordre.  Ce  résultat  s'obtient  faci- 
lement par  l'introduction  des  invariants. 

Considérons  une  suite  de  fonctions  Qo»  Qi  9  •  •  •  9  ^p^  telle  que  l'on 
ait 

60=  po» 


^t=%f^xdyj^^dy. 


chaque  signe  d^intégration  portant  sur  tout  ce  qui  suit. 
Formons  avec  ces  quantités  les  invariants 


(i3) 


^0=  Oo>  ^1  = 


e.   "-^-^ 


e, 


'ày 
ày 


ht 


e. 
e, 
e. 


<Wo 

d^% 

ày 

dy^ 

ày 

ày^ 

ày 

dy^ 

On  a  évidemment 
A,=  p„       A,=  PÎP„       A,=  p>pîp„ 


A/=Pï^'P'.P'r'..-P/; 


et  par  conséquent 

Po  =  ^0. 


a,  =  i'. 


p/= 


Donc,  toutes  les  opérations  qui  laissent  inaltérées  les  fonctions  h 
jouissent  de  la  même  propriété  relativement  aux  fonctions  p.  Si 
l'on  prend  pour  Qq)  ^m-  •  •  les  termes  principaux  de  la  suite  des  X  : 
Xq,  X^^,...,  les  invariants  h  sont  précisément  ceux  que  nous 
avons  déjà  considérés.  Les  équations  différentielles  qui  admettent 
comme    systèmes    fondamentaux  de   solutions  les  coefficients  X/ 


seront  donc 


•% 
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Xo=  Po  pour  Ào, 

PoT"  ô"  =  pop»  P^"""  ^0'  ^«.' 


dy  p 


0 


A  m  A         \ 

Pi?oj^  3^  ^  P^  =?o?i?i         pour  Xo,  X«,,  X,,, 
ou  bien 

Pour  Tensemble  des  X  nous  aurons 

Le  multiplicateur  ^o  défini  par  Inéquation  (12)  prend  donc  la 
forme 

4>o(a)  =  PoPipi.."  P03-  Q-  3-  Q ^-  Q~  T-  ô"  Y«^")- 

r  nn         ry  ^^  p^  ^^  1^^   ^  ^y  Pi  ^T  po  ^ 

Si  ij^o  a  été  décomposé  préalablement  en  facteurs  différentiels  sym- 
boliques, la  décomposition  de  ^0  est  elle-même  complètement 
achevée.  En  particulier,  quand  le  multiplicateur  différentiel  ^0 
relatif  à  Féquation  donnée  est  du  premier  ordre,  on  a  pour  la 
transformée  principale 

(l4)  *o(w)  =  po?i  •  .  .  P7  V-   Q-  -j-  ô •  •  •  J~  q"  T"  ô~  =  «• 

Quand  <po  est  d'ordre  supérieur,  tous  les  facteurs  symboliques 
qu'il  contient  appartiennent  également  à  ^o>  sauf  le  premier 
à  droite,  qui  a  été  utilisé  dans  la  transformation.  C'est  le  résultat 
que  nous  avions  annoncé. 

Les  considérations  précédentes  sont  encore  applicables  aux 
équations  du  système  auxiliaire.  En  effet,  si  nous  prenons  Tune 
des  expressions  R  définies  au  Chapitre  précédent  on  voit  qu'elle 
est  de  même  forme  que  le  premier  membre  de  la  transformée 
principale,  mais  contient  un  \  de  moins.  De  plus,  dans  la  dérivée 

-j— ^>  le  multiplicateur  différentiel  de  la  plus  haute  dérivée  prise 

par  rapport  à  x  est  le  même  que  dans  R. 

15.  Revenons  maintenant  au  cas  des  caractéristiques  simples. 
Nous  avons  déjà  dit  que  la  considération  des  systèmes  transfor- 
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mes  successifs  n'est  pas  nécessaire  pour  définir  la  suite  des  trans- 
formations. C'est  ce  point  que  nous  allons  étudier. 
Considérons  une  intégrale  explicite 

(i5)  5  =  ao/'«(3r)-l-M,/'«-'(ar)H-...-4-a;„/(a7). 

f{x)  désignant  une  fonction  arbitraire. 

Nous  savons  que  les  coefficients  u  sont  déterminés  par  une 
suite  d'équations  différentielles  déjà  indiquées  au  n°  2. 

I>/*-i(Mo)  =  o»         D«-.,(ai)-4-  D;,_,(mo)  =  o, 
(i6)  l  D„_, (Mp) -4- D«_, ( Mp_, )-+- D„_3(m^_, )-+-...  =  o, 


en  posant  pour  abréger  T^n-i  si"  lieu  de    — ^  .  ,  Dr'î.-/^  On  a  en 

particulier 

D„_.(«)=«,A^^). 

Supposons  qu'on  ail  déterminé  un  premier  système  d'intégrales 

Wo»       U\^       ... 

de  ces  équations  et  cherchons  l'expression  la  plus  générale  des 
autres  intégrales  Uq,  U|,  .  •  • . 
Il  est  évident  que  Ton  a 

Xq  désignant  une  fonction  arbitraire  de  x.  Nous  avons  ensuite, 
pour  déterminer  Ui,  l'équation 

D«-,(U,)-4-XoD„-,(ao)H-X'oD„-,(wo)  =  o, 
ou,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  Uq^ 

D«_i(Ut)  -4-  XoD«_,(ao)  =  o. 
L'intégrale  la  plus  générale  de  cette  équation  est 

tJl=  XoMl-l-  XiMo, 

X^  désignant  une  nouvelle  fonction  arbitraire.  On  est  donc  con- 
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duil  à  prendre 

Up  =  Xo  Up  -\-  Xj  Up-.\  -+-  Xj  Up—j  -+-...-+-  \p  Mo» 

La  mélhode  ordinaire  de  rinduclion  générale  permet  de  démon- 
trer Texactitude  de  cette  loi.  On  aurait,  en  la  supposant  vérifiée 
jusqu'à  l'ordre/?  : 


(t;) 


D„_i(U,,^i)-4-  Xo[D«-,(Mp) 

^l\yn^x(Up-^) 


..J 


D/,-, (l/p_, ) -4- .  . . ] 


-hX,[D«_,(«i,,_,)   -4- D«_,(i/^,)-h...] 


jl  [D„-,(iip_,  )  -t-  D,  _  (1/  _.)  -4-. . .] 


=  o. 


On  voit  immédiatement  que  les  dérivées  des  fonctions  arbi- 
traires, XJ,,  X*,...,  X',,...  ont  leurs  coefficients  nuls.  11  reste  donc 


D«_i(Up^i)  -4-  X»[D„_,(  Up)     -4-  D«-j(ap-.,) -4-. . .] 
-+-X,  [D«-,(a;_i)-4-  D;,-,(ap_,)  -4-...] 


=  o. 


et  cette  équation  donne  immédiatement,  en  introduisant  une  nou- 
velle fonclion  arbitraire  X 


/»+«> 


(l8)  U/^4-1  =  XoUp-4_i-f-  XiUp-f-  X,M,^|H-.  ..-h  X;,Wi-4-  X,,H-lMo- 

La  formule  (17)  définit  en  quelque  sorte  le  groupe  des  transfor- 
mations des  fonctions  w.  Toute  fonction  des  u  et  de  leurs  dérivées 
qui  reste  inaltérée  par  les  transformations  du  |groupe  devra  s'ex- 
primer à  l'aide  des  coefiîcienls  de  l'équation  et  de  leurs  dérivées. 


16.   Soient  //o,  //,,,,  u^^^  .  . 
des  u  :  les  fonctions 


Wo 


/.=  :^ 


W; 


// 


du 


/'i 


les  termes  principaux  de  la  suite 


{/. 


II 


U\ 


Pi 


"/•« 


oy' 


•  •  f 
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soDt  évidemment  des  invariants  pour  toutes  les  transformations  du 
groupe  des  fonctions  u  et  s'expriment  par  conséquent,  ration- 
nellement, à  Taide  des  coefficients  de  l'équation  et  de  leurs  déri- 
vées. 11  est  facile  de  voir  qu'elles  jouissent  également  de  cette  pro- 
priété d'invariance  relativement  aux  transformations  ponctuelles, 
définies  au  premier  Chapitre,  qui  conservent  à  la  fois  les  caracté- 
ristiques X  =  const.  et  la  forme  linéaire  de  l'équation. 

En  eflet,  nous  remarquons  d'abord  que,  pour  multiplier  z  par 
une  fonction  X(j?,  y),  il  suffit  de  multiplier  tous  les  coefficients 
Uoj  Ui^  ...  par  \  ce  qui  ne  modifie  pas  les  invariants  k.  En  second 
lieu,  si  l'on  effectue  un  changement  de  variables  indépendantes 

l'expression  (i5)  se  change  en  une  autre  de  même  forme 

dans  laquelle  les  coefficients  u^,  u\  ...  sont  liés  aux  coefficients 
£/o9  <^o  •  •  •  P^i*  d^s  relations  linéaires  de  la  forme 

U'p  ==  6o  W/,  -H  6i  Mp_i  -4-  ...-+-  0,,  Mo, 

4 

les  B  désignant  des  fonctions  de  x  seul,  et  Oo  étant  essentiellement 

difl^érent  de  zéro,  puisqu'il  est  égal  à  une  puissance  de  — -•  Il  en 

résulte  que  les  fonctions  Ati,  k^^  ...  n'éprouvent  d'autre  modifica- 
tions par  les  transformations  considérées  que  la  multiplication  par 


-7—,  et  de  -f-. 
dx  dy 

logues  aux  fonctions  h  déjà  définies. 


des  puissances  de— ,  et  de  ^«  Ce  sont  donc  des  invariants  ana- 


17.  A  l'aide  des  invariants  k  nous  pouvons  former  les  équations 
successives  qui  admettent  pour  solutions  les  diverses  valeurs  des 
coefficients  u* 

Posons 


L'équation 


à     \    d       \  d 


ày  li  ày  li^         dy 
XXVII.  i8 


h  ày\uo/ 


—  262  — 

admet  comme  solutions  les  valeurs  de  u^.  et  de  tous  les  coefii- 
cieuts  u  d'indices  inférieurs  à  pi. 

Cela  posé,  la  suite  des  transformations  est  facile  à  définir.  Nous 
poserons 

d  (  z\ 

(,9)  /'^"'''^?^è(é)^"''*l^tôi)' 

-.         .        d       \       ô       \  à     i    â  /  z  \ 

ày  li-i  dy  li^t         ây  /,  dy\uo/ 

Ces  transformations  sont  entièrement  rationnelles  par  rapport 
aux  coeffîcients  de  l'équation  proposée  et  à  leurs  dérivées. 

Lorsque  la  chaîne  des  u  n'est  pas  brisée,  la  suite  des  invariants 
sera  définie  par  les  équations 

(20)  /        ^^  ^'  L  "0  J 

ày  Itdy  l^Y  Wo  j  I   1  a    u 

Les  quantités  Uq^  i/|,  ...  ne  figurent  qu'en  apparence  dans  ces 
équations;  tous  calculs  faits,  elles  doivent  disparaître,  les  inva- 
riants l  s'expriraant  directement  à  l'aide  des  coefficients  de  l'équa- 
tion proposée. 

On  voit  l'analogie  qui  existe  entre  les  équations  (19)  et  celles 
que  M.  Darboux  a  données  pour  le  second  ordre.  Lorsqu'il  existe 
une  intégrale  particulière  de  la  forme  d'Euler,  les  invariants  / 
s'annulent  tous  à  partir  d'un  certain  rang.  D'après  les  résultats 
du  n°  8,  il  en  sera  de  même  dans  d'autres  cas,  où  la  solution  sera 
donnée  par  certaines  équations  différentielles  linéaires  ordinaires 
dont  l'ordre  ne  surpassera  pas  n  —  a  et  dont  les  coefficients  dé- 
pendront seulement  de  la  variable  caractéristique  x. 


> 
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SUR  LES  VARIÉTÉS  UNIGURSALES  A  PLUSIEURS  DIMENSIONS; 

Par  M.  Léon  Autonne. 

INTRODUCTION. 

Ghrisloflel  a  inséré,  au  Tome  XIX  des  Ma  thematische  A  nnalen 
(pages  280  à  290),  un  très  remarquable  article,  où,  par  une  dis- 
cussion strictement  algébrique,  il  aborde  et  résout  les  deux  pro- 
blèmes suivants  : 

I.  Établir  l'existence  des  inçariants  absolus  (rationnels) 
projecti/s,  afférents  à  une  forme  d'ordre  n  à  p  variables; 

II.  Chercher  dans  quels  cas  V égalité  des  invariants  absolus 
correspondants  assure  V équivalence  de  deux  formes. 

Il  m'a  paru  qu'il  suffisait,  dans  Tanalyse  de  ChristofFel,  de 
changer  et  de  compléter  fort  peu  de  chose  pour  obtenir,  sur  les 
variétés  unicursales  à  plusieurs  dimensions,  plusieurs  propositions 
nouvelles. 

Tel  est  le  principe  de  cette  Note.  Le  fond  des  idées  appartient 
à  Ghristoflel  ;  mon  travail  a  consisté  à  généraliser  un  peu  les 
théories  et  surtout  à  les  interpréter  géométriquement. 

Voici  les  résultats  saillants  contenus  dans  les  recherches  ci- 
après. 

Soient  Z,[5  =  i ,  2,  . . . ,  m  H-  /i]  \e%  m-\-  n  coordonnées  recti- 
lignes  d'un  point  Z  dans  un  espace  (S  à  m  -j-  /^  dimensions. 

Soient  tj\J=\^  2,  ...,  m]  les  m  coordonnées  rectilignes 
d'un  point  T  dans  un  espace  (?  à  m  dimensions.  Introduisons 
m-^  n  polynômes  P,(ai,  ...,  Et;  ^,  ^2,  ...»  ^m)  =  l^(a;  0  ^^  ^» 
avec  les  coefficients  ai,  . .  .,  a^; 

^  (  M  H- I )( M -f- 2)  . . .  ( M  H- m) 
T  =  (  /in-  n)  ^^ r ^^ > 

M  étant  le  degré  maximum  des  P  et  quelques-uns  des  a  pouvant 
être  nuls;  définissons  un  point  Z  de  (S  par  les  relations 

(o)  Z,  =  P,(a;0. 

Quand  T  parcourt  G,  .quelle  figure  Z  de  tf  est  décrite  par  le 
point  Z?  Tel  est  notre  premier  problème. 


â 
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Déjinilion  /.  —  Une  variété  E,  située  dans  ^î,  sera  à  m  di- 
mensions lorsque  pour  un  point  Z,  assujetti  à  se  trouver  sur  £, 
on  peut  prendre  encore  m  et  seulement  m  coordonnées  arbitrai- 
ment 

tandis  que  les  n  dernières 

sont  définies  par  le  système  2^  des  2^. 

Définition  IL  —  La  variété  E  est  indécomposable  lorsque, 

pour  Ç  quelconque,  E  ne  peut  avoir  de  point  commun  avec  une 
variété  E',  à  m  dimensions,  sans  être  située  tout  entière  sur  E'. 
La  réponse  à  la  question  est  alors  la  suivante  : 

Théorème  L  —  Le  lieu  Tj  du  point  Z,  défini  par  le  système  (o), 
est  une  variété  indécomposable  à  m  dimensions  E,  comptée  une 
ou  plusieurs  fois.  Les  n  équations  de  E  peuvent  s^ écrire 

[«  =  1,2,  ...,n] 

OÙ  les  C|  sont  des  polynômes  par  rapport  aux  Zo^{  o-^t  —  i),  à 

coefficients  rationnels  en  Ç.  A  un  système  Ç  donné  quelconque, 
correspondent  sur  E,  [jl  =  [jl,  0.2 ...  ^-n  points,  [x  est  le  degré  de  E. 

Ainsi  les  n  équations  de  E  peuvent  être  écrites  et  disposées  d^ 
façon  que,  lorsqu'on  passe  de  J'une  à  la  suivante,  on  introduit 
chaque  fois  une  seule  coordonnée  z  nouvelle'. 

E  est  unicursale  par  défînition. 

Supposons  maintenant  que  les  t  coefficients  a  soient  des  poly- 
nômes, à  coefficients  numériques,  par  rapport  aux  coordonnées  X, 
d'un  point  X  de  C  Les  équations  (o),  qui  s'écrivent  dans  ce  cas 

(I)  Z,  =  P,(X;0, 

définissent  alors  une  variété  E^,  de  même  nature  que  E. 

Je  cherche  de  quelle  façon  influe  sur  la  nature  de  E  la  position 
du  point  X  dans  l'espace  C  Voici  ce  que  l'on  constate. 
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Théorème  II.  —  Plusieurs  points  X,  X',  X'',  . . .  peuvent 
fournir  la  même  variété  Ex  =  e,  mais  on  a  dans  ce  cas  un 
certain  nombre  de  relations  telles  que 

R(X')  =  R(X')  =  ...=  R(X), 

où  les  K  sont  des  fonctions  rationnelles  des  m-{-  n  lettres. 

On  peut  nommer  les  R  les  invariants  absolus  de  la  variété  e. 

11  est  à  remarquer  que  le  lieu  Z  de  Z  défini  par  le  système  (o) 
peut  exceptionnellement  avoir  moins  de  m  dimensions.  Ce  cas 
particulier  est  exclu  par  hypothèse. 

Introduisons  trois  définitions  suggérées  par  la  théorie  des 
formes,  où  les  hypothèses  faites  se  trouvent  réalisées. 

Définition  IlL  —  Un  point  Y  est  équivalent  à  un  point 
X[Y^X]  quand  il  existe  au  moins  un  point  T  fournissant  Y  au 

moyen  du  système 

Y,  =  P,(X;0. 

Définition  IV.  —  L'équivalence  est  une  propriété  réversible 
[Y^  X  entraine  X  ^  Y  el  vice  versa]. 

Définition  V.  —  Pour  que  deux  points  soient  équivalents  en- 
semble [YsX]  il  faut  et  il  suffit  qu'ils  soient  équivalents  à  un 
troisième  [X  =  Z,  Y=  Z]. 

Nous  aurons  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  La  variété  E^,  auûc  /i  H-  r  +  p(r^o,  p^o) 
invariants  absolus  K{X)^  est  le  lieu  des  points  équivalents  à  un 
point  donné  X  quelconque. 

Parmi  les  invariants  absolus  K  on  peut  choisir  : 

1®  n  fondamentaux  |Pi,  . . .,  11^  tels  que  tous  les  autres  soient 
algébriquement  exprimables  avec  ces  n  là  ; 

2®  n -\- r  sem,i-fondamentaux  |Pi,  ...,  1l„,  |P/i+i,  .«MlP/i+r 
tels  que  chaque  K  soit  rationnellement  exprimable  avec  les  semi- 
fondamentaux,  tandis  qu'aucun  semi-fondamental  n'est  rationnel- 
lement exprimable  avec  les  semi -fondamentaux  précédents. 

Théorème  IV.  —  Pour  que  deux  points  ILetX  soient  équi- 
valents^ il  faut  et  il  suffit  qyie  les  semi-fondamentaux  soient 
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égaux  : 

Les  n  équations 

fournissent  pour  le  lieu  Y  de  Y  non  seulement  E^  mais  encore  une 
variété  parasite  C,  indécomposable  ou  non.  Les  r  équations 

ont  pour  résultat  d^ écarter  la  variété  parasite  C 

11  est  facile  de  retrouver  dans  l'espace  ordinaire  l'analogue  de 
quelques-uns  des  précédents  résultats. 

Prenons  m  =  i ,  n  =  2  ;  E  devient  une  courbe  gauche  unicursale 
ordinaire,  définie,  si  Çi  =  :r  =  Z| ,  S|  =y  =  Z2,  ^2  =  -5  =  Zj,  par 
les  deux  équations 

Fi=  Ao(a7)7l*.-4- Ai(a7)^l*t-»-4-  ...  =  o, 
F,=  Bo(ar)zl*.-hBi(ar,^)3l*.-«-+-B,(a7,^)5l^«   «-!-...=  o, 

où  les  Â  et  les  B  sont  des  polynômes.  On  sait  que  la  courbe  plane 
F|  =  o  est  la  projection  (conique,  de  sommet  o  =  x  ==y,  ^  =  00) 
de  la  courbe  E  et  qu'en  général  jX2  =  i.  On  retombe  sur  la  repré- 
sentation des  courbes  gauches  au  moyen  d'un  cône  et  d'un  mo- 
noïde.  Pour  plus  de  détails  sur  la  question  je  renvoie  à  mon  tra- 
vail Sur  la  représentation  dea  courbes  gauches  algébriques, 
inséré  aux  Annales  de  l^ Université  de  Lyon,  1896. 

Les  n  équations  F/ =  o  de  E  sont  la  généralisation  du  procédé 
qui  repose,  dans  l'espace  ordinaire,  sur  l'emploi  du  cône  et  du 
monoïde. 

J'espère  revenir  ultérieurement  sur  la  matière  dans  un  travail 
plus  étendu,  auquel  la  présente  Note  servirait  de  préliminaires. 

DÉMONSTRATIONS. 

1.  Prenons,  dans  un  espace  (S  à  m  H-  /i  dimensions,  un  point  Z 
déterminé  par  ses  m-\-  n  coordonnées  rectilignes 

Z,        [.ç  =  1.  2,  . . .,  m -h  n]. 
Eflectuons  sur  les  Zr  le  changement  de  coordonnées  le  plus 
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général.  Alors  le  système  de  référence  [(m -h /i  4-1)  —  èdre] 
occupera  une  situation  absolument  quelconque  tant  dans  tf  que 
par  rapport  aux  diverses  figures  (variétés)  qu'on  étudiera  ci-après. 
Tous  les  Zf  joueront  un  rôle  géométrique  analogue  et  symétrique. 

Soit  de  même,  dans  un  second  espace  6  à  m  dimensions,  un  point 
T  déterminé  par  ses  m  coordonnées  rectilignes  /;[/ =  1,2, ...,  m]. 

On  admettra,  comme  pour  les  Z^,  que  tous  les  t  jouent  un  rôle 
géométrique  analogue. 

2.  Je  dirai  qu'une  variété  E,  située  dans  tf ,  est  à  m  dimensions 
dans  le  cas  suivant  :  pour  un  point  Z,  assujetti  à  être  sur  E,  on 
peut  prendre  arbitrairement  m  et  seulement  m  des  m  -h  n  coor- 
données; en  vertu  du  §  1  les  m  coordonnées  à  prendre  arbitraire- 
ment peuvent  être  choisies  ad  libitum.  Les  n  coordonnées  res- 
tantes sont  fonctions  de  ces  m  là  et  E  est  définie  par  n  équations 
distinctes  entre  les  Z,.  Si  ces  n  équations  sont  algébriques,  E 
sera  une  variété  algébrique  et  n  coordonnées  Z,  quelconques 
sont  fonctions  algébriques  des  m  autres. 

3.  Répartissons  les  Z^  en  deux  catégories  de  m  et  de  n  lettres 
respectivement,  en  posant 

Cette  répartition  peut  se  faire  (§1)  d'une  façon  quelconque  sans 
nuire  à  la  généralité  géométrique. 

Etablissons  maintenant,  entre  les  points  Z  de  l'espace  C  et  T 
de  l'espace  ^  (§  1),  une  correspondance  résultant  des  relations 

(o)  Ci  =  Pi      (O U=P/«      {t), 

OÙ  Vs{t)  =  Pi(^i »  ^2,  •  •  • ,  tm)  est  un  polynôme. 

Quand  T  parcourt  G,  le  point  correspondant  Z,  dont  les  coor- 
données sont  fournies  par  les  systèmes  (o)  et  (i),  parcourt  dans  (S 
une  variété  E  à  a*  dimensions.  Quel  est  le  nombre  a*? 

©  comprend  oo'"  points  T  dont  chacun  fournit  un  point  de  E; 
donc  0"  ne  peut  dépasser  m.  Le  cas  œ  <C  m  peut  parfaitement  se 
présenter,  mais  y  e  V  écarte  par  hypothèse.  Alors  jj  =  m. 
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Les  équations  (o)  e/  (i)  définissent  une  variété  Va  à  m  dimen- 
sions, unicursaie  par  définition. 

Je  me  propose  de  construire  les  n  équations  de  E. 

4.  Rappelons  ce  que  Christoffel  nomme  Vélimination  systé- 
matique d^une  variable  x  entre /?  équations  algébriques 

Annulons  le  résultant  R.(f  i,  ©a)  des  deux  premières  équations 
et  le  plus  grand  commun  diviseur  f^(:r),  qui  existe  en  vertu 
de  R  =  o,  des  deux  polynômes  ^i  et  <p2«  Les  deux  équations 
ç,  =  cp2  =  o  sont  remplacées  par  deux  équivalentes,  R(0| ,  ^2)  =  o 
et  o.j(^)  =  o,  dont  une  ne  contient  plus  x.  On  n'a  plus  en  x 
que  /?  —  1  équations 

On  annulera  encore  le  résultant  R(73,  f  3)  et  le  plus  grand  commun 
diviseur  <p3  des  polj^nômes  cp'^  et  ^s*  On  aura  une  seconde  équation 
sans  X  eip  —  2  équations  en  x 

(p',(a:)=  {pv(^)  =  ...  =  ?p(3r)  =  0. 

Procédant  de  proche  en  proche,  on  aura  : 

I®  /?  —  I  équations  d'où  la  variable  à  éliminer  x  a  disparu  ; 

2®  une  équation  en  x,  qui  fournit  les  racines  communes  aux  p 
équations  o,  =  cpj  =...;=  cp^  =  o,  qui  les  fournit  toutes  et  qui 
ne  fournit  que  celles-là. 

Ce  calcul  se  nomme,  d'après  Christoffel,  Vélimination  systé- 
matique de  X  entre  les  p  équations. 

5.  Rangeons  les  t  dans  un  ordre  quelconque,  ce  qui  est  indiffé- 
rent au  point  de  vue  géométrique  (§  1),  par  exemple,  dans  Tordre 
décroissant  des  indices.  Reprenons  les  m  -|-  n  équations  (o)  et  (1) 
du  §3;  appliquons  à  /;„  le  procédé  de  l'élimination  systématique. 

Il  viendra  une  équation  en  tm 

où  Q  désigne  un  polynôme,  et  m  +  n  —  i  équations  [système  (3)] 
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d'où  tm  a  disparu.  Il  peut  se  faire  que  /;,,_  i,  //«_  2»  •  •?  'm-p,+i  aient 
disparu  avec  tm^  mais  non  /w-p*  On  appliquera  dans  le  système  (3), 
a  /m-p9  Télimination  systématique.  On  aura  une  équation  avec 
^m-p  et  m  -f-  /i  —  2  équations  [système  (4)]  où  l'indice  maximum 
des  /qui  y  figurent  sera  m  —  p  —  p'. 

Continuant  l'élimination  systématique  des  tj^  successivement 
rencontrés  dans  l'ordre  décroissant  des  indices,  on  construira 
finalement  N  équations,  où  figureront  les  Ç,  les  -s,  les  /  [système  (5)] 
et  m-\-n  —  N  équations,  où  les  ^  et  les  z  figureront  seuls  [sys- 
tème (6)]. 

Par  la  loi  même  de  construction  N<m.  Je  dis  que  N  =  m. 

Si  N  <  /w,  plaçons  Z  sur  E  et  d'ailleurs  en  une  situation  quel- 
conque. Le  système  (6),  dont  les  m-^  n  —  N  équations  sont  une 
conséquence  des  n  équations  de  E,  sera  satisfait;  le  système  (3) 
fournira  au  plus  JN  des  coordonnées  tj  de  T,  les  m  —  N  autres 
restant  arbitraires.  La  position  du  point  Z  sur  E  dépendra  seule- 
ment de  N  variables  au  plus  et  il  ne  pourra  y  avoir  sur  E  plu^ 
de  00^  points.  E  aura  moins  de  m  dimensions,  cas  exclu  par  hy- 
pothèse (§  3).  Ainsi  N  =  /w.  Les  entiers  p,  p',  . . .  sont  tous  égaux, 
à  I .  Les  n  équations  du  système  (6)  sont  celles  de  la  variété  E. 

6.  En  résumé  :  les  m-{-  n  équations  (o)  et  (i)  du  §  3  peuvent 
se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

o  =  QyCÎ;  ^;  tu  tt,  ...,  tj)       [y  =  I,  2,  ...,  m], 
o  =  S/  (Ç;  z)  fi=  1,  2,  ...,  n], 

où  Von  a  écrit,  pour  les  polynômes  Q  et  S,  Q(Ç;  z\  ...)  et 
S(Ç;  z)  au  lieu  de 

et  où  t'j  figure  efiectivement  dans  le  polynôme  Qy. 

On  peut  aussi,  dans  les  n  équations  S/ =  o,  ranger  les  z  dans 
l'ordre  décroissant  des  indices;  puis  éliminer  systématiquement 
les  z  dans  Tordre  indiqué.  Raisonnant  sur  les  z  comme  on  vient 
de  le  faire  sur  les  /,  on  remplacera  les  n  équations  S/  =  o  par 
n  équations  équivalentes 

[«=  I,  2,  ...,  n]        F/(Ç;  ziy  Zt,  ...,  z/)  =  o 

où  Zi  figure  effectivement  dans  le  polynôme  F/. 
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Les  m-h  n  équations 

assurent  la  représentation  de  la  variété  E. 

Prenons  arbitrairement  les  Ç;  les  égalités  F|=:  o  achèveront  de 
fournir  les  coordonnées  du  point  Z  de  Ë.  F4  =  o  donnera  la  seule 
inconnue  .3| .  F2  =  o,  z^  étant  calculée,  donnera  ^2,  etc. 

Qi  =z=  o  donnera  en  fonction  des  2^  et  2  la  seule  inconnue  /|. 
Cette  dernière  calculée,  Q^  =  o  donnera  ^2»  etc.,  etc, 

7.  Le  but  des  recherches  qui  vont  suivre  est  de  discuter  et 
d'approfondir  la  nature  des  n  équations  F|  =  o  de  E. 

Je  supposerai,  jusqu'à  nouvel  ordre,  qu'on  a  attribué  aux  ^  des 
valeurs  constantes  quelconques  et  ne  ferai  plus  mention  des  va- 
riables Ç. 

Les  propriétés  de  l'équation  algébrique  Fi(zi)  =  o  en  Zi  seront 
toujours  supposées  sous  le  bénéfice  des  relations  antérieures 

Fj  =  o,         Fj  =:  o,     ....     F/— i  =  o 

entre  z^y  Z2,  . . .,  Zi_i . 

Enfin  si  l'on  avait  F/  =  ^f,  où  q  est  un  entier  positif  et  rf,  un 
polynôme,  c'est  l'équation  J^/ =  o  que  l'on  écrirait  aux  lieu  et  place 
de  F|  =  o  [voir  §  16). 

8.  Si,  F/  étant  divisible  par  le  polynôme  ^£{^;  xïi,  ...,  ^/-i), 
on  a 

il  est  licite  de  remplacer  Véquation  F/  =  o  par  <ï>/  =  o. 

Il  faut  montrer  qu'en  biffant  (P  on  ne  néglige  aucune  portion  de 
la  variété  E. 

Formons,  en  effet,  le  résultant  A(J^)des  i  équations 

F,  =  F,  =  . . .  =  F,_i  =  $  =  o 

aux  i  —  I  inconnues  z^,  ...,  >3/_|.  A  sera  un  polynôme  enÇi,  ...,  J^^. 
Si  A(J^)  ^  o,  la  relation  ^  =  o,  c'est-à-dire  F/ =  o,  n'ajoute  rien 
aux  relations  F|  =  ...  =  F,_i  =  o,  ce  qui  est  absurde,  car  il  n*y 


^ 
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aurait  plus  n  équations  pour  E.  Si  A(2^)^o,  les  X^  ne  peuvent 
plus  être  simultanément  quelconques. 

Bref,  pour  des  2^  quelconques,  il  est  licite  de  supprimer  dans  F/ 
le  facteur  $.  c.  q.  f.  d. 

9.  L'équation  F|(Z|)  =  o  en  zi  ne  pourra  avoir  toutes  ses  ra- 
cines égales^  car  F,*  serait  la  puissance  exacte  d'un  polynôme,  cas 
déjà  exclu  par  hypothèse  (  §  7). 

Soient  alors  zi  et  z\  deux  racines  différentes  quelconques.  Je 
dis  que  lorsque  les  quantités  complexes  î^i,  . . .,  ^w,  -S|,  . . .,  Zi_\ 
décriront,  chacune  dans  son  plan,  des  circuits  fermés  conve- 
nables, Zi  sera  remplacée  par  z\. 

En  effet  zi  et  z^  conduiront  par  l'intermédiaire  des  équations 

F/-f-i  =  o,  . . . ,  F,»  ==  o,        Qy  =  o.        [y  =  I ,  a,  . . . ,  m] 
du  §6^  à  deux  points  différents 

^0         Cil  s??  •  •  •  »  Ï//I»  -^i,  . . .,  >3/— 1,  Ziy  Zi^ij  . . .,  Zm 

^0  si»    •  •  •  >  S//I»  ^ly   •  •  •»  ^i-u  ^ii  •  '  •  y  ^ny 


de  la  variété  E  et  à  deux  points  différents  To  et  T^  de  l'espace  6. 
To  etT'^  fourniront  respectivement  Z©  et  Z'^  au  moyen  des  équa- 
tions (o)  et  (i)  du  §3.  Joignons  T©  à  T'^  par  un  itinéraire  W  situé 
dans  l'espace  6.  Quand T  parcourt  W,  Z  marche  sur  E  deZo  à  X'^. 
Zi  se  change  en  ^j-,  les  ^  et  les  5|,  ...,  Zi_i  décrivent  des  circuits 
fermés  (î^),  (.5|),  • . .,  (^/-i)  chacune  dans  son  plan. 

Réciproquement,  si  les  Ç,  ...,  >3i_i  décrivent  ces  mêmes  cir- 
cuits, Zi  se  change  en  z\, 

10.  Si,  comme  toujours  (§7),  les  Ç  sont  quelconques  et  les 
'Si,  ...,  2|'_|  liées  par 

F/  =  Ff  =  . . .  =  F/_i  =  o, 

l'équation  F/ (5/)  =zo  en  Zi  est  irréductible. 
En  effet,  si  F|=  o  n'est  pas  irréductible,  on  a 

F,  =  53t5'a'..    , 

les  équations  5(5,)  =  o,  s'{zi)  =  0,  ...,  étant  irréductibles  et  les  5 
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étant  des  polynômes  en  Zi  à  coefficients  rationnels  en  s^^iy  -«m 
Zi_i.  On  ne  peut  avoir  un  seul  facteur  s  (§  7).  Soient  alors  5  et  s' 
deux  facteurs  différents  de  F|,  Zi  une  racine  de  5  =  0,  z^  une 
racine  de  5'  =  o.  Quand  Ç|,  ...,  Ç^j  -^i»  •••?  ^/-i  décrivent  (§9)  . 
des  circuits  convenables,  les  coefficients  de  5  et  de  5^  ne  changent 
pas  ;  il  en  est  de  même  de  s  et  de  5'.  Mais Zi  se  change  en  z'^;  5=0 
et  y  =  o  ont  donc  une  racine  commune  et,  en  vertu  de  l'irréduc- 
tibité,  les  deux  facteurs  s  et  5'  ne  sont  pas  distincts,  ce  qui  est 
absurde. 

Bref  Fi(zi)  =  o  est  irréductible.  c.  q.  f.  n. 

a.  Explicitons  F|  =  o, 

F/  =  XiZ^i^  -+-  BiZ^t^-^  -h  . . .  =  o, 

Â|,  B/,  . . .  =  polynômes  en  2^i,  . . .,  2^/m,  ^i,  . . .,  ^/.|. 

On  ne  peut  avoir  A|-^o,pourÇquelconquesetFi=...=F/_|=o, 
car  alors  on  aurait  pris  Texposant  p./  trop  fort.  Enfin  les  A/, 
B/,  . . .  n'ont  aucun  facteur  commun  (§  8), 

Soit  5p,  (p^f  —  i),  le  z  d'indice  maximum  qui  figure  effective- 
ment dans  A|-.  Les  deux  équations  A|(zp)  =  o,  Fp(5p)  =  o  n'ont 
aucune  racine  commune,  car,  en  vertu  de  l'irréductibilité  (§  10) 
de  Fp  r=  o,  A|  serait  ^  o. 

Alors  il  existeradeuxpolynômesL(!J;^i,  ...,Zp)ctM(J^;  5|, ...,  5p) 
et  un  polynôme  A^(J^;  ^i,  . . .,  z^j)  <j  <  p,  tels  que 

LA/-t-MFp^A;; 

cela  résulte  d'un  théorème  bien  connu  d'Algèbre  élémentaire. 

Si  l'on  multiplie  F/parL,  on  n'introduit  pas  dans  E  de  portions 
parasites,  car  on  peut  raisonner  sur  L  comme  au  §8  sur  $;  sous  le 
bénéfice  de  Fp  =  o,  LA|==  A^.  Cela  revient  à  écrire  dans  F/,  A/ 
pour  A/,  etc. 

A',  contient,  comme  z  d'indice  maximum,  z^^  ((j<;p).  On  abais- 
sera ainsi  de  proche  en  proche  l'indice  maximum  des  z  qui  fi- 
gurent dans  le  coefficient  à^z^'.  Finalement  on  mettra  F,  sous  la 
forme 
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A/,  B/,  . . .  étant  des  polynômes,  ou  sous  ta  forme 

les  C  étant  des  polynômes  en  z  à  coefficients  rationnels  en 

Une  conséquence  à  signaler  de  la  proposition  est  que  le  maxi- 
mum  de  V exposant  de  zi  dans  un  polynôme  est  [x/  —  i,  quel 
que  soit  ce  polynôme, 

12.  En  résumé,  le  système  des  m -{- n  équations  (o)  et  (i) 
du  §  3,  qui  représentent  la  variété  unicursale  E  à  n  dimensions 
peut  être  remplacé  par  le  système  équivalent 

Qy(C;  -«;  ti,  tty ....  tj)=:o,      [j  =  I,  2,  ...,/w] 

o  =  F/ =^î}'AKO-+-^Ç'"'B/(ï;^i,....;;/-i) -+-..., 

ail  les  Q,  les  A,  les  B,  . . .,  sont  des  polynômes,  tj  figure  effec- 
tivement dans  le  polynôme  Qy.  A,-^  o.  U équation  F/(S|)=:o 
est  irréductible.  F/  n^est  divisible  par  aucun  polynôme  en 
^1 ,  . . .,  Zi^x .  Les  n  équations  F/=  o  sont  les  n  équations  de  E. 
Les  m  équations  Qy=  o  [y  =  i ,  . . . ,  m]  fournissent  la  corres- 
pondance entre  les  points  Z  de  E  et  les  points  T  l^ espace  G,  le 
tout,  bien  entendu,  sous  les  réserves  du  §7.  C'est  le  théorème  f' 
de  rintroduction. 
13.  Soient 

DV.' =  I.  3<' (O  zf'^ z^^ , . ,  zi% 

deux  polynômes  en  z^  à  coefficients  rationnels  en  t^.  Si  OÏL'  =  DÏL 
en  un  point  quelconque  de  E,  les  deux  polynômes  peuvent  être 
écrits  identiques  coefficient  à  coefficient. 

Ordonnons  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  Zn\ 
sous  le  bénéfice  du  §11  {infine)^  il  viendra  (§12) 

OIL  =  4îS"-*  Ml -V- -sS»-' M, 4- . . .  ) 
les  M  et  M'  étant  des  polynômes  en  ^i,  . . .,  z^^^  à  coefficients  ra- 
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tionnels  en  ^,  Alors 

3((,(z„)  =  aiL'—  OÏL  =  z^'^-\M\  -  Ml)  ^  z^-'\M'^  «.  M,)  -4-  . . .  =  o 

en  uo  point  quelconque  de  E.  Les  deux  équations  en  Zn^  X  =  o 
et  F«  =  o,  l'une  de  degré  [jl„  — i,  l'autre  irréductible  et  de  de- 
gi*é  [Xn,  ont  une  racine  commune.  Donc,  partout  sur  E, 


M'i  =  M,,        M,=  M„ 


•  •  •> 


Les  M  et  M'  se  comportent  comme  OIL  et  OÏL'  mais  ont  un  Zy  sa- 
voir Znt  de  moins.  On  continuera  le  raisonnement  et  l'on  parvien- 
dra à  des  relations  telles  que 


o  =  zif«-«[^.(0-Ci(0]  +  ^f'-'K,(0-<.',(!;)]-^... 
qui  ont  encore  lieu  partout  sur  E.  Par  suite,  partout  sur  E, 

Les  2^  doivent  être  traitées  comme  des  variables  indépendantes; 
si  ^1  et  J^^  sont  des  polynômes,  l'égalité 

entraîne  l'identité  ^,  ^  -C*- 

Supposons  41^,  et  4^1  fractions  irréductibles 

S,  S',  R,  R'=  polynômes.  On  aura 

SR  — RS'=o,        SR'=  RS' 

pour  tout  système  des  J^. 

S  divise  RS'et  est  premier  avec  R;  donc 

S'(O^K(OS(C),       R'(C)  =  K(OR(C); 

enfin 

^isSi\-'  =  S'R'-»  =  4:'i. 

Ainsi  quand,  dans  DXi>  et  OIV',  on  a  ramené,  au  moyen  des  équa- 
tions F| •=  o,  Texposant  de  chaque  Zi  à  ne  pas  dépasser  [jL|  —  i, 
les  deux  polynômes  en  :;  ainsi  réduits  sont  identiques  coefficient 
à  coenicienl.  c.  q.  f.  d. 
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14.  La  proposition  subsiste  quand  OîL  el  D\L'  sont,  par  rapport 
aux  Zj  non  plus  des  polynômes,  mais  des  fractions  rationnelles. 
Soit  en  effet 


aiL= 


P(C;5) 


P,  Q  =  polynômes  en  2  à  coefficients  rationnels  en  2^.  Supposons 
que  le  z  d'indice  maximum,  qui  figure  effectivement  dans  le  dé- 
nominateur P,  soitZp.  En  vertu  de  l'irréductibilité  de  Fp(^p)  =  o, 
les  deux  équations  Fp{zp)  =  o  et  P(^p)  =  o  n'ont  pas  de  racine 
commune,  et  il  existe  deux  polynômes  (§  11) 

L(;;  -Si,  ...,^p),      M(î;;  zi,  ...,zp), 

et  un  troisième 

tels  que 

LP  -t-  MFp  =  P\ 

d'où,  avec  Fp=  o, 

et  le  dénominateur  ne  contient  plus  que  ^i,  • . .,  Za.  Continuant 
de  proche  en  proche,  on  réduira  3ÎL  à  être,  par  rapport  aux  5,  un 
polynôme  à  coefficients  rationnels  en  2^.  On  est  ainsi  ramené  au 
cas  du  §  13. 

15.  Désignons,  pour  abréger  le  langage,  par  ^  le  système  des 
m  coordonnées  2^i,  . .  • ,  t^;,,  et  envisageons  dans  le  même  espace  C 
deux  variétés  à  n  dimensions  £  et  E'  définies  respectivement  par 
les  équations 

F'i=:zf-^  zfi-'C'i(i:;  zu  . . .,  .S/-,)  -4-. . .  =  o, 

Si,  pour  Ç  quelconque^  E  et  E'  ont  un  point  Z  commun,  E  et 
E'  coïncident. 

En  effet,  les  deux  équations 

f;(5,)  =  -ï''-4-c;(o^ï''-*-h...=  o. 
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ont  par  hypothèse  une  racine  commune;  or,  elles  sont,  Tune  et 
l'autre,  irréductibles;  donc  [x',  =  [x,,  C,  =  G|,  .... 

En  se  reportant  au  §  13,  in  fine,  on  constate  en  effet  que,  si 

G',(î^)  =  C|  (Ç),  pour  ÎJ  quelconque,  C,  ^C, .  Bref,  F',  ^F|. 
Je  dis  que,  si  F',  ^  F| ,  F^  ^  Fa,  . . . ,  F)_,  ^  F/_, ,  on  a  aussi 

f;.=f.-. 

F|-  {zi)  =  o,  F|(z/)  =  o  ont  une  racine  commune  et,  en  vertu 
de  leur  irréductibilité  commune, 

Réduisons  au  moyen  des  équations  F,  =  o,  . . .,  F/_,  =  o,  les 
exposants  de  -5|,  . . .,  Zi^\  dans  G^  et  G,-  à  ne  pas  dépasser  respec- 
tivement 

Les  polynômes  G^  et  G/  en  5,,  . . .,  5/_«,  à  coefficients  ration- 
nels en  JJ,  ainsi  réduits,  doivent  être  identiques  (§13,  in  fine), 
Y'i  et  F|  ont,  en  zi,  même  degré  [jl/  et  mêmes  coefficients;  donc 

f;  ^  F.. 

La  conclusion  est  que  les  variétés  E  et  E'  coïncident,  comme 
définies  par  les  mêmes  équations. 

On  peut  dire  que  la  variété  E  est  indécomposable,  en  ce  sens 
qu\ine  autre  variété  E'  ne  peut  avoir  de  portion  commune  avec  E, 
sans  coïncider  entièrement. 

16.  Nommons  degré  de  E  le  nombre  de  points  Z  qui  corres- 
pondent à  un  2^  donné  quelconque.  Ge  degré  est  évidemment 

Au  §  7,  m  fine,  nous  sommes  convenu  que,  quand  on  rencontre, 
par  le  procédé  de  Téliminalion  systématique,  l'équation  F|  =  ^J', 
on  fait  abstraction,  dans  la  représentation  de  E,  de  l'exposant  ^/. 

Si  l'on  avait  conservé  les  exposants  ^/,  au  lieu  d'obtenir  la 
variété  E  de  degré  (jl 

on  aurait  eu  la  variété  E,  définie  par  les  équations  F/'=  o,  dont 
le  degré  est  uy  (^q  =z  q^q^*  •  'Ç»)' 


-  277  - 

E  contient  seulement  des  points  de  E  et  les  contient  tous; 
chaque  point  de  E  est  compté  q  fois  sur  E.  On  peut  dire  que  E 
esl  la  variété  indécomposable  E  comptée  q  fois. 

Ainsi,  les  équations  (o)  et  (i)  du  §  3  définissent  une  variété 
unicursale,  à  m  dimensions  E,  indécomposable ,  comptée  une 
ou  plusieurs  fois.  C'est  le  théorème  11  de  l'Introduction, 

17.  Reprenons  les  polynômes  ^s{^)  dii  §3,  aux  m  variables 
indépendantes  tj{j  ==  1,2,  ...,  m).  On  peut  (§  1),  sans  restreindre 
la  généralité,  attribuer  aux  m  -^  n  polynômes  P,  le  même  degré  M. 
11  y  aura  t  coefficients  ai,  a2,  •  •.,  ttr»  o»* 

(M  -+- 1 ) ( M  -+-  7. ) . . .(  M  -h  m ) 

z  —  { m  -^  n) 7- • 

m  ; 

Les  expressions  F,  sont,  par  rapport  aux  a,  des  fractions  ration- 
nelles. 

Attribuons  aux  a  deux  systèmes  différents  a  et  a'  de  valeurs, 
qui  conduisent  à  deux  variétés  unicursales  à  m  dimensions  E,  E' 
définies  respectivement  par  les  deux  systèmes 

l  f  —  ■«  '^-     -r-  *»  ^-  y^f  -r~  •  •  .  —  O , 

OÙ 

Li/  =  Cl/ (a  ',  ^\  ^1 ,  ....  Zi—\  ),       .... 

En  vertu  des  explications  qui  précèdent  (§  15),  comme  les  deux 
variétés  sont  indécomposables,  il  faut  et  il  suffit,  pour  que  les 
deux  variétés  coïncident,  que 

H-i  =  [Af ,         FI  =  F/        (/ =  1,  2,  3,  .. .,  n). 

Pour  assurer  ces  identités  il  faut,  dans  les  polynômes  C/  et  C^, 
en  ^,  poursuivre  l'identification  des  coefficients.  Ces  derniers 
sont  des  fonctions  rationnelles  des  Ç,  à  coefficients  rationnels  par 
rapport  aux  a  et  a'  respectivement. 

En  dernière  analyse,  la  coïncidence  des  variétés  E  et  E'  sera 
assurée  par  un  certain  nombre  de  relations  de  la  forme 

(o)  «(a)-^'«ra'), 

XXVII.  uj 
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owH  désigne  une  fonction  rationnelle  des':  arguments  a  owa'. 
Les  formatioDS  11  qui  ne  changent  point  de  valeur  quand  on  ne 
change  pas  de  variété  E,  peuvent  s'appeler  les  invariants  absolus 
rationnels  de  la  variété  unicursale  à  m  dimensions  E,  située  dans 
l'espace  iE  à  m  4-  /i  dimensions. 

18.  Admettons  :  i"  que  les  t  coefficients  a  des  ni-r-n  poly- 
nômes Pj(0  soient  des  fondions  entières  à  coefficients  numé- 
riques des  m -\- n  coordonnées  X,  d'un  point  X  de  l'espace  (£; 
2**  que  les  a'  soient  construits,  avec  les  coordonnées  Y,  d'un 
point  Y  de  (S,  de  la  même  façon  que  les  a'  sont  construits  avec 
les  X,. 

On  peut  alors  parler  des  deux  variétés  E^  et  Ey.  Si  l'on  veut 
que  Ey  coïncide  avec  Ex,  on  aura  à  écrire  plusieurs  égalités 

R(X)  =  R(Y), 

où  R  est  une  fraction  rationnelle  de  m-f-  ^  lellres  X,  ou  Y,.  C'est 
le  théorème  II  de  l'Introduction. 

Quand  X  parcourt  l'espace  C,  Ej  coïncide  successivement  avec 
les  00'"+'*  variétés  d'un  système  C  de  variétés.  Si  l'on  a  fixé  la  va- 
riété E^^de«!^,  le  point  X  est  assujetti  à  parcourir  une  variété  e^^ 
algébrique,  représentée  par  les  équations 

R(X)=  R(Xo), 

où  les  X,  désignent  les  coordonnées  courantes  sur  ex,. 

19.  Mettons  en  évidence,  dans  les  polynômes  Pf(/)  du  §3,  les 
variables  X,.  On  pourra  écrire  ^^(X;  /),  P,  étant  un  polynôme 
par  rapport  aux  X,  et  aux  tj^  à  coefficients  numériques. 

Si  Ton  a  Yj=  Pj(X;  /),  où  les  tj  sont  un  système  convenable- 
ment choisi  de  m  paramètres,  je  dirai  que  le  point  Y  est  équiva- 
lent au  point  X. 

On  exprimera  le  fait  par  la  notation 

Y  =  X. 

Je  ferai  deux  hypothèses  : 

I.  L'équivalence  est  une  propriété  réversible,  c'est-à-dire  que 
Y  ^X  entraîne  X^Y  et  X,=  I\(Y;  /'). 
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H.  Pour  que  Xe=\,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  est 
qu'il  existe  un  troisième  point  Z  tel  que 

La  proposition  suivante  est  évidente  :  la  variété  E^  (§  18)  est 
le  lieu  des  points  Y  équis^alents  à  X.  C'est  le  théorème  III  de 
rinlroduction. 

De  même  ;  pour  que  deux  points  X  e^  Y  soient  équivalents^ 
il  faut  et  il  suffit  qu^ils  soient  sur  une  même  variété  Ez. 

L'équivalence  X  ^  Y  est  exprimée  par  les  relations  du  §  18 

R(X)=:R(Y). 
Si  Ton  posait 

R(Y)  =  r^  =  const., 
les  équations 

R(Z)  =  R(C,;:)  =  r,, 

OÙ  les  Z  sont  les  coordonnées  courantes,  représentent  la  variété  Ey. 
Il  convient  de  discuter  ces  relations. 

20.  Considérons  les  /i  -h  /'  -|-  p  équations  (r^o,  p  =  o), 

T!T/=  fraction  rationnelle, 

\  rsi{Z)  =  TSi{^,z)=  Pi,        /?/=const. 
(o)  j 

(  (/  =  i,2,  ...,/i-hr-hp). 

et  admettons  par  hypothèse  qu'elles  représentent  en  coordonnées 
courantes  Z  (ou  !^  ei  z)  la  variété  E  à  m  dimensions  étudiée  au 
cours  du  présent  Mémoire.  En  d'autres  termes,  toutes  les  équa- 
tions (o)  sont  satisfaites  pour  les  différenls  points  de  E  et  exclusi- 
vement pour  ces  points-là. 

Donnons-nous  arbitrairement  le  système  ^  des  ÎJ  et  envisageons 
les  /i  -f-  /•  -h  p  équations  à  n  inconnues  z 

^i(^i^)  —  pi- 

On  peut  évidemment  (et  même  de  plusieurs  façons  quelquefois) 
en  choisir  n 

(t)  ^/=>/(C, -)  =  /?/        (t  =  i,2, n\ 

dont  aucune  ne  soit  conséquence  algébrique  des  autres.  Si,  en 
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effet,  il  en  élail  aulremeol,  les  Z,  seraient  effectivement  liées  par 
moins  de  n  équations  et  E  aurait  plus  de  m  dimensions. 

Nos  rs  actuels  sont  les  invariants  absolus  du  §  17.  Les  n  inva- 
riants ^  peuvent  prendre  le  nom  Ae  fondamentaux. 

Adjoignons  au  svstème  (i)  l'équation  tïT;,^i  =/>^^|.  Les  n -f- 1 
équations  ont  des  solutions  communes;  le  résultant  A(2^,/>),  poly- 
nôme en  ÎJ  et  /?! ,  . . .,  pn^s ,  est  nul.  Mais  les  J^  sont  des  variables 
indépendantes;  A  doit  s'évanouir  indépendamment  des  2^  et  il 
existe  au  moins  une  relation 

*(/?!»  '"yPmPn+i)  =  o,         *  =  polynôme. 

Aussi  les  n  -^  r  -\-  p  invariants  absolus  w/  sont  fonctions  algé- 
briques des  n  fondamentaux  11/. 

21.  Supposons  d'abord  que  l^n^\=^^n^\  ne  soit  pas  une 
fonction  rationnelle  des  ^/  (/=i,...,n)  et  l'équation  algé- 
brique ^{pn+\)  =  O  a  plusieurs  racines  différentes. 

Que  représentent  les  n  équations  ^/  =  />/?  Évidemment  une 
variété  à  m  dimensions  e.  e  comprend  E.  Je  dis  que  e  comprend 
aussi  une  variété  parasite  C,  distincte  de  E. 

En  effet,  quand  le  point  Z  parcourt  e,  les  ^/  ou  les  />/  restent 
invariables  et  ^n+i  peut  devenir  é^al  aux  diverses  racines  de 
l'équation  ^(/?,/^,  )  =  o. 

Une  seule  convient  à  E,  c'est  la  valeur  de /?,/^i  qui  figure  dans 
le  système  (o)  du  §20.  Les  autres  racines  conviennent  à  la  variété 
C.  D'ailleurs  la  racine  qui  convient  à  E  peut  convenir  aussi  à  une 
portion  e  de  C,  mais  non  à  la  portion  restante  e^ 

Ainsi,  r adjonction  aux  n  équations  fondamentales  ^i=pi 
de  Inéquation  surabondante  w^^i  =  ^//+i  =  /?//+i  ^  eu  pour  effet 
de  diminuer,  par  la  suppression  de  la  portion  s',  la  variété 
parasite  C  et  cela  dès  que  J^n+i  n'est  pas  une  fonction  ration- 
nelle des  fondamentaux  ^|. 

Au  contraire,  si  ^w_|.i  est  une  fonction  rationnelle  des  fonda- 
mentaux, l'adjonction,  aux  équations  fondamentales,  de  l'équation 
"^„_j_i  z=  p,j^^  ne  modifie  en  rien  la  variété  parasite  C  Celte  équa- 
tion n'exprime  rien  de  plus  que  les  n  fondamentales  et  devient 
superflue. 

Ecartons  cette  dernière  hypothèse. 
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[Venons  mainlenant 


/n-ï* 


Si  ^/i+2  n'est  pas  rationnelle  en  ^i,  . .  .^  ^«+1?  alors  radjonc- 
tion  de  J^,f^2=Pn^2  supprime  encore  une  portion  nouvelle  de 
la  variété  parasite  C.  Si  ^^^a  est  rationnelle  en  ^If,  ••m^/'+m 
l'équation  nouvelle  est  superflue, 

22.  On  procédera  ainsi  de  proche  en  proche  jusqu'à  ce  qu'on 
ait  supprimé  toute  la  variété  parasite  C  Cela  arrivera  sûrement, 
au  plus  tard  sur  le  dernier  invariant  absolu  tu,  car,  par  hypothèse, 
les  n  -h  r  +  p  équations  (o)  du  §  20  représentent  exclusivement 
la  variété  E. 

Supposons  qu'aucun  des  invariants  absolus,  au  nombre  de 
n  +  /•, 

ne  soit  exprimable  rationnellement  au  moyen  des  précédents, 
tandis  que  les  p  invariants  xs  restants  soient  rationnellement  expri- 
mables au  moyen  de  ces  /i-j-  r  premiers-là,  que  je  nommerai  semi- 
fondamentaux. 

Les  n  -\-  r  équations  se  mi-fonda  mentale  s 

représentent  la  variété  E  tout  entière  et  sans  portions  parasites. 
Les  autres  équations 

sont  superflues. 

23.  Revenons  au  problème  du  §  19  et  à  Téquivalence  X^Y 
des  deux  points  X  et  Y. 

Introduisons  les  /i  -f-  /•  -h  p  invariants  absolus  tït/(Z)  d'une  va- 
riété E^;  construisons  les  n  fondamentaux  (/'^o,  p  =  o) 

Pi  (  Z  ;        (  £  =  1 ,  a.  ...,'*;  ^  =  »  )  •'» j  •••)'*  -T-  '•-+-  P  )» 
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cl  les  n  -\-  r  se mi-fonda mentaux 

Les  conditions  d* équivalence  H^  Y  nécessaires  et  suffisantes 

sont 

>k(X)  =  1>k(Y). 

Il  y  en  a  /i  +  r.  C'esl  le  théorème  IV  de  rinlroduclion. 


APPLICATION  DES  FONCTIONS  DOUBLEMENT  PÉRIODIQUES 
A  LA  SOLUTION  D'UN  PROBLÈME  D'ITÉRATION  ; 

Par  M.  Lémeray. 

1.  Dans  une  Communication  insérée  au  Bulletin(l.  XXVI, 
1898,  p.  5),  M.  Leau  a  étudié  le  problème  de  Babbage  : 

Déterminer  des  fonctions  o{z)  telles  que  l'on  ait  identique- 
ment o„{z)  =  Zy  en  posant 

M.  Leau  démontre,  en  particulier,  que  si  Ton  cherche  des  fonc- 
tions uniformes,  les  fonctions  inconnues  seront  nécessairement 
des  fractions  rationnelles. 

2.  Je  voudrais  d'abord  montrer  que  Ton  peut  trouver  des  fonc- 
tions algébriques  irrationnelles  répondant  à  la  question;  on  ob- 
tient ainsi  une  solution  peut-être  nouvelle  du  problème  proposé. 

Soit  la  fonction  ellipli(|ue  sn(/r,  6),  de  périodes  4^^i  et  'àQ^- 
Soit  ^  un  argument  qui  divise  exactement  une  période,  de  telle 
sorte  qu'on  ail,  par  exemple,  n'C,  z=z  /jii|»  n  étant  entier;   on  aura 

sn(Â,  0  -h/i^)  =  sn(A,0) 
quel  que  soit  0.  h  étant  variable  et  IÇ  constant,  posons 

snî  =  a(>)t         snO  =  ;s,         sn(0 -+- ÎJ)  =  cp(3). 


(')  n  sciii,  ci>:nmc  l'on  sail.  oxprinialïlo  par  rarlicaux. 
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D'a|)rès  le  ihéorèine  d'addilion  de  sn,  on  aura 

('^  ^('^^=  i-k^a^z^ 

Je  dis  que  celle  fonclion  'f{^)  salisfait  à  la  queslion.  En  elTet, 
cp.j(3)  élanl  oblemi  en  remplaçanl,  dans  0(2),  ^  par  'f  (v),  on  aura 

<p,(;;)  =  sn(0  -h;  -f-  ar^sna)  =  sn(0-hî-f-^)  =  sn{0-h2;) 

et  généralement 

(^f,{z)  =  sn[0  -4-  (/?  —  I  )  J-f-  arçsna]  =  sn(0  -h/jÇ  ). 

La  /i''"'"*  itérative  sera  donc 

3.   La  fonction  'f{z)  a  quatre  points  de  rainiHcalion  z  =±  i, 

z  =±  -i  '  Elle  est  uniforme  sur  une  surface  de  Riemann,  formée 
A'  ' 

de  deux   feuillets  raccordés  par  les  deux  lignes  de  passage  sui- 
vantes : 

une  droite  allant  de  -s  =  -h  i     à     z  =-{-■,  y 

A 

une  droite  alliint  de  .z  =  —  1     à     z  = —  =• 

Dans  le  calcul   des  itératives  de  'f  (^),  on  prendra  loujours  la 

même  détermination  du  radical  y/(i  —  <^^*)(t  —  k^a-). 

Le  changement  de  détermination  ne  portera  que  sur  le  radical 

v/(i  —  ^^){^  —  f^^^^)-)  dans  lequel  se  fait  la  substitution. 
Mais  les  itératives 

ne  forment  pas  une  suite  continue;  elles  sont  représentées  sur  le 
plan  par  n  points  isolés.  Pour  préciser  la  manière  de  les  suivre 
sur  la  surface  de  Riemann,  il  suffira  de  prendre,  parmi  les  deux 
déterminations  du  radical,  celle  pour  laquelle  Op{z)  est  égal  à 
su(6 -h  [jl!J),  quand  la  variable  réelle  et  continue  [x  passe  par  la 
valeur /7. 
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t.  Quand  on  considère  uniquement  les  valeurs  réelles  de  a  et  w, 
on  peut  employer  une  représentation  géométrique  des  itératives 
dont  nous  nous  sommes  déjà  servi  (*),  et  l'on  /choisira  la  détermi- 
nation convenable  du  radical  par  le  moyen  suivant,  qu'il  suffira 
d'énoncer.  Posons 

<P(2)  =  M 

et  construisons,  en  coordonnées  rectangulaires  5,  i/,  la  courbe  re- 
présentée par  l'équation  (i)(^).  Soit  M i  un  point  de  la  courbe 
d'abscisse  z;  11^=  u  est  l'ordonnée  de  M|. 

A  partir  de  M,,  construisons  une  ligne  brisée  M^  P|  lVf2P2  ...» 
dont  les  côtés  M^P^,  sont  parallèles  à  OZ  et  dont  les  côtés  P^lVfp^., 
sont  parallèles  à  OU;  les  points  M  étant  pris  sur  la  courbe,  les 
points  P  sur  la  bissectrice  positive  de  l'angle  des  axesw  =  5. 
Les  ordonnées  des  points  M|,  Ma,  . . .  représentent  les  itératives 
o,  (5),  Ça (5)  . . .,  pourvu  que  l'on  procède  ainsi  : 

Soient  M^  le  point  de  la  courbe  dont  l'ordonnée  est  égale  à  <?/>(5), 
et  Pp  le  point  de  la  bissectrice  positive  situé  sur  la  parallèle  à  OZ 
menée  par  M^.  Par  P^,  on  a  à  mener  une  parallèle  à  OU.  Cette 
droite  coupe  la  courbe  en  deux  points.  Quand  ces  points  sont 
distincts,  ce  qui  est  le  cas  général,  on  choisira  celui  qui  n^  est  pas 
symétrique  de  M^  par  rapport  à  la  bissectrice  positive.  Son  or- 
donnée sera  égale  à  Ç/>+i(^). 

5.  Quand  on  fait  dégénérer  sn  en  sin,  k  devient  nul;  l'équa- 
tion (1)  représente  alors  une  ellipse  ayant  les  bissectrices  pour 
axes.  La  relation 

se  traduit  par  la  propriété  suivante  de  cette  courbe  : 

Si  AA'  est  l'axe  dirigé  suivant  la  bissectrice  positive,  BB'  Taxe 

dirigé  suivant  l'autre  bissectrice,  et  si  l'angle  BAB' est  égal  à  -> 
alors  M2«^.i  coïncide  avec  Mi,  quel  que  soit  M|. 


n 


(')  Association  française,  Bordeaux,  iS(j5;  Aouvelles  Annales,  3*  série, 
l.  WletXVlI. 

('^)  Cette  courbe  admet  pour  axes  de  symétrie  les  deux  bisseetrices  des  anjjle»* 
des  axes. 
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Plus  généralement  si  BAB'=r  —  (A' el  n  premiers  entre  eux),  ce 

qui  permet  d'étendre  la  propriété  au  cas  où  AA'  est  le  petit  axe  de 
l'ellipse,  l'énoncé  subsiste  si  k  est  impair.  Si  Ar  est  pair,  ^n-\-\  coïn- 
cide avec  M|. 

Il  faut  remarquer  que,  si  l'un  des  points  M  tombe  en  A  ou  A', 
deux  des  points  P  se  confondent  au  même  point  ;  mais  les  points  M 
restent  toujours  distincts. 

6.  Au  lieu  de  sn,  considérons  une  fonction  F  admettant  des 
périodes.  Soient  o>  Tune  d'elles  et  ÎJ  une  valeur  telle  que  /iJi=  w; 
si  l'on  pose 

et  si  l'équation 

représente  le  théorème  d'addition  de  la  fonction  F,  la  fonction 
Q(a,s)  est  une  intégrale  de  Téquation  fonctionnelle  (p,,(s)  =  >s. 
La  démonstration  est  la  même  qu'au  n"  2. 

7.  On  obtient  des  fractions  rationnelles  en  prenant,  par  exemple, 
pour  F  les  fonctions  tangO,  Thô,  qui  ont  pour  théorèmes  d'addi- 
tion 

*  ^  \ziiaz 


SUR  UN   SYMBOLE   ANALOGUE  AUX  DÉTERMINANTS; 

Par  M.  Ferber. 

L'habitude  que  nous  avons  des  déterminants  met  à  notre  dis- 
position un  moyen  automatique  pour  former  des  fonctions  symé- 
triques. En  effet,  considérons  le  déterminant 

a*  a  I 
b^  h  I 
c*      c      I 

et  développons-le  en  convenant  de  donner  à  tous  les  termes  le 
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signe  +;  nous  rappellerons  un  déterminant posilif{^)  et,  pour 
le  reconnaître,  nous  l'encadrerons  par  des  doubles  lignes.  On 
trouve 

a' 6  H-  a* c  -h  6' a  -h  6' c  H-  c' a  H-  c*  &, 

c'est-à-dire  la  fonction  symëlrique  de  trois  lettres  qu'on  note  ha- 
bituellement lla^b.  Cela  résulte  tout  naturellement  de  la  défini- 
tion du  déterminant  lypeD(a]  a^dl .. .  aJJ)  où,  l'ordre  des  indices 
inférieurs  étant  conservé,  on  permute  les  indices  supérieurs  de 
toutes  les  manières  possibles. 

Un  déterminant  positif  ne  s'annule  plus  lorsque  deux  lignes  ou 
deux  colonnes  sont  égales;  mais  il  est  facile  de  voir,  par  un 
exemple,  que,  si  ce  fait  arrive,  il  faut  le  diviser  par  la  factorielle  2  ! 
et  en  général  par  la  factorielle/?!  si  n  lignes  ou /i  colonnes  de- 
viennent égales. 

Soient 


a    a 
b     h 


lah 


a« 

a 

6« 

h 

c* 

c 

=  3!2rt«6. 

d^ 

d 

e« 

€ 

Dorénavant  nous  supposerons,  pour  simplifier  l'écriture,  que 
la  factorielle  est  sous-entendue,  de  sorte  que 


lue  -7 


'}. 


a    a 
b     b 


h     b 


vaut  en  rea- 


ïoutes  les  propriétés  des  déterminants  ordinaires,  subsistent 
sauf  naturellement  celles  qui  résultent  de  la  nullité  d'un  détermi- 
nant ayant  des  lignes  ou  des  colonnes  égales. 

Quoique  la  formation  d'une  fonction  symétrique  2a*fe?cY  . .  . 
devienne  un  véritable  casse-tête,  lorsque  le  nombre  des  lettres 
est  un  peu  grand,  ce  n'est  pas  seulement  pour  avoir  un  moyen 
automatique  que  nous  préconisons  l'usage  des  déterminants  po- 
sitifs ;  mais  c'est  parce  que  dans  les  développements  de  fonctions. 


(•)  Appellation  commode  pour  le  lan^^agc  courani,  mais  qui  sous-cnlcnd  pour 
éviter  rambiguïté  :  délerminnnts  («lans  le  (Icvcloppcmciil  des<iuels  on  fait  tous 
les  termes  )  positifs. 


^ 
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c'esL-ù -dire  dans  les  calculs  pratiques,  on  les  lenconlrc  à  chaque 
pas. 

La  simplîcilé  de  leur  lliéorie  et  leur  ulililé  nous  paraissent  telles, 
qu'il  nous  semble  que  leur  introduction  dans  renseignement  serait 
une  très  bonne  chose. 

Par  exemple,  soit  à  cflcctuer  la  puissance  m  d*un  pol^^nôme; 

(A-hB4-G-+-D-^...)'"; 
il  n'y  a  qu'à  effectuer  pour  voir  que  le  résultat  est 


2 


m! 


alp.'Y!.. 


A»  AP  AT 

B«  B?  BY 

Ca  G?  GY 

Da  W  DY 


où  les  exposants  doivent  satisfaire  à  a  -f-  ^  +  y  -f-  •  »  •  =  '?i  et  être 
des  nombres  entiers  positifs  non  croissants. 
Par  exemple,  pour  m  =  3,  il  j  a  les  solutions 


3  o  o  o  o  o  . . . 
•X  I  o  o  o  o  . . . 

\    I    I    I    o   o  o   .  .  . 


ce  qui  permet  d'écrire  immédiatement  le  développement  cherché. 
Soit  encore  à  développer  (M  , r — n — ; 7^ — : '  où  x 

ir       \    /  (i  —  Aa:)(i  ~  Bj7)(i  —  G;r) .  . . 

est  très  petit;  on  aura  encore  pour  le  coefficient  de  x"^ 


2 


A«  AP  AY  ... 
Bx  B?  FY  ... 
G»     G?    GY     ... 


•  •  •  • 


où  a  +  ^  4-  Y  H-  .  . .  =  /?i,  c'est-à-dire  le  même  déterminant  que 
précédemment. 

Enfin,  on  peut  s'astreindre  à  ne  développer  les  déterminants 


(')  Wronski  met  un  pareil  quotient  sous  forme  entière  au  moyen  de  ses  fonc- 
tions aleph.  Ces  fonctions  peuvent  se  calculer  de  proche  en  proche  par  récur- 
rence; mais  si  l'on  veut  les  calculera  priori,  il  faut  former  des  fonctions  symé- 
triques et  Ton  retombe  sur  le  symbole  proposé. 
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positifs  que  par  lignes  et  cela  peut  servir  dans  deux  cas.  Dans  le 
premier,  les  lettres  A,  B,  C  peuvent  représenter  des  quaternions; 
dans  le  second  cas,  on  peut  avoir  intérêt  à  indiquer  des  opérations 
symboliques. 

Soit,  par  exemple,  à  faire  le  produit 

(Ao-+- A,<-+- A,f»...)(Bo-hB,/-f-  Bj/«...)(Co-^C,^-+-C,/«...) 

où  t  est  une  quantité  scalaire  et  les  A,  B,  C  sont  des  vecteurs;  il 
n'y  a  qu'à  effectuer,  pour  voir  que  le  coefficient  de  l"*  est  encore 

Aa    Ap    Ay 
Ba     Bp     By 

Ga     Cp     G^ 

avec  aH- fJ-f-Y=  m;  mais  cette  fois  il  faut  développer /?«/• //^'/le^, 
pour  ne  pas  intervertir  l'ordre  des  lettres. 
Enfin,  si  Ton  a  à  faire  l'opération 


autant  de  fois  qu'il  est  possible  de  permuter  3,  a  et  i,  il  sera  très 
commode  de  les  indiquer  symboliquement  par 


©3   

'    V. 

-  i^ 

3! 


^^ 


©' 


2! 


© 


i! 


D> 


(px. 


en  convenant  de  ne  développer  que  par  lignes. 

Comme  les  trois  lignes  sont  égales,  on  peut  ici,  pour  simplifier, 
écrire  seulement 

3  î     ^    'x\      ^  I  ! 

Et  nous  citons  ce  déterminant  particulier,  parce  qu'on  le  ren- 
contre toutes  les  fois  qu'on  veut,  en  vue  d'applications  numé- 
riques, développer  l'opération  si  féconde  de  l'ilération. 
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SUR  L'ÉQUILIBRE  RELATIF  DQN  SOLIDE  SOLLICITÉ 
PAR  LA  FORGE  CENTRIFUGE; 

Pa  r  M .  L .  I^  K c.o  R  is  u . 

Lorsqu'un  système  malérîel  est  entraîné,  avec  une  vitesse  angu- 
laire  co,  dans  un  mouvement  uniforme  de  rotation  autour  d'un  axe 
fixe,  chaque  élément,  de  masse  m,  placé  à  la  distance  /•  de  cet 
axe,  est  repoussé  par  la  force  centrifuge  nito'-/'  dont  le  travail, 
pour  une  variation  dr  de  r,  est  nni)''rdr.  Il  ja  donc  une  fonction 

de  forces  qui  est  égale  à  -  co^S^m/'^),  c'est-à-dire  à  la  demi-force 

vive  du  système,  considéré  comme  lié  à  Taxe.  D'après  cela,  les 
positions  d'équilibre  sont  celles  pour  les([uelles  le  mom*înt  d'inertie 
S(aw/*-)  est  maximum  ou  minimum.  L'équilibre  est  stable  dans  le 
cas  du  maximum,  instable  dans  celui  du  minimum. 

Appliquons  d'abord  ceci  au  cas  d'un  corps  solide  susceptible  de 
tourner  autour  d'un  axe  relié  invariablement  au  premier.  Soient 
OZ  l'axe  d'entraînement  et  Cz  l'axe  autour  duquel  peut  tourner 
le  corps  dans  son  mouvement  relatif.  Soit  OC  =  h  la  plus  courte 


Fi  g 


distance  de  ces  axes.  Prenons  trois  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires OX,  OY,  OZ,  dont  le  premier  coïncide  avec  OC  et  le  troi- 
sième avec  l'axe  d'entraînement.  Considérons,  en  outre,  trois 
autres  axes  rectangulaires  Cx,  Cj',  C:;,  liés  au  corps  et  issus  de  C, 
dont  le  troisième  coïncide  avec  l'axe  du  mouvement  relatif.  En 
a])pelanl  a,  6,  c,  a\  b\  c\  d\  b" ^  d'  leurs  cosinus  directeurs  par 
xxvii.  20 
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rapport  à  OX,  OY,  OZ,  on  a  les  formules  de  transformalioii 

X  =  A  -I-  ax  -H  a' y  -♦-  a" z^ 
Y=  hx^Vy-\'h''z, 

Z=  ex -^  c' y -^  c" z. 

Remarquant  que  d'  est  nul  par  hypothèse,  on  a,  pour  le  moment 
d'inertie  par  rapport  à  OZ, 

I  =  2/?i(X«-+-Y»)  =  2/;i(/t-4-aa:-ha»«-h  Y^mi^hx  ^h' y -\- b' zY, 

Soit  M  la  masse  totale.  Choisissons  le  plan  xQ*z  de  façon  qirîl 
contienne  le  centre  de  gravité  G,  et  appelons  /  la  distance  de  G 
à  G 5.  Alors 

d'où 

r  =  M/i»-+-2M//ia-+-(a«-h6«)2mar«-+-(a'*-+-^»'«)2:mj'« 

-t-^"*!  wz'-i-  2(aa'-f-  hh')'Lmocy  -h  ihl/^mxz  -h  'i,l/l/^myz. 

Dans  cette  expression,  les  seules  quantités  variables  sont  les 
cosinus  directeurs  a,  6,  a',  6',  i'^,  liés  par  les  équations 

Soit  i  l'angle  de  C^  avec  OZ.  On  a 

//=  sin  i. 
I^osons  en  outre  a  =  coso.  Nous  trouvons 

a  =  cos  ©,  h  —-  —  sin  cp  cos  i, 

rt'  =  sino,  b' •=      cos?pcos«. 

Par  conséquent 

I  —  M  A'  -h  ■>.  (  M  /  /i  -f-  si  11  /  cos  «  S  itiyz  )  cos  ç 

(cos'o-h  sin'îp  cos*oSmj:*-i-  (  sin'o  -h  cos'cp  cos'/)2/?ï^'' 
sin' iX  m -3* -h  Asino  coso  sin*t  "ï^mxy  —  vtsin  «cos/ sin  o  Smxs, 


ou  bien 


H-  (7.Mlh  ■+■  S)\nii'!^myz)cosy  —  (sin^tS/?! jr5)sin© 

sin*  i 
-H (  2m.r' —  Sw?  v')cos2G  -h  sin'  i^m .ry  sin>:5. 
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Il  faut  chercher  les  niaxima  et  les  miniina  de  celte  valeur  de 
quand  ^  varie  de  o  à  2?:.  L'expression  obtenue  est  de  la  forme 

I  =  A  -h  B  cos©  -h  G  sin  ç  -h  D  cos9.<p  -f-  E  sin'20, 

en  désignant  par  A,  B,  C,  D,  E  cin(|  rpiantilés  indépendantes  de  cp. 
Si  Ton  introduit  les  notations 

B  =  Pcosa,        l)  =  Qcos-2fJ, 

G=Psina,  K  =  Qsin2p, 

Ton  a 

I  =  A  H-  P  COSl'i  —  a)  -h  Q  cos-2(o  -  -  fi). 

Les  valeurs  limites  correspondent  aux  angles  cp  vérifiant  Téqua- 

lion 

P  sin(o  —  a)-f-  2Q  sin2(o  —  fJ  )  =  o^ 

ou  bien 

sin a <{/  =  p  si n  ( ^  —  7  ), 

en  posant 

p 

On  est  ainsi  conduit  à  chercher  les  points  d'intersection  de  deux 
sinusoïdes  dont  les  périodes  sont  dans  le  rapport  ->  et  une  discus- 
sion facile  montre  que,  pour '^  compris  entre  zéro  et  27:,  on  a  deux 
ou  (|uatre  solutions  réelles  suivant  que  p  est,  en  valeur  absolue, 
supérieur  ou  inférieur  à  Funité.  Dans  le  premier  cas,  il  y  a  un 
maximum  et  un  minimum  de  L  Dans  le  second  cas,  il  j  a  deux 
maxinia  et  deux  minima.  D'après  cela,  si  B=^-|-  i\'^  est  supérieur  à 
4(D^-f-  E^),  le  corps  a  une  position  d'équilibre  stable  et  une  posi- 
tion d'équilibre  instable.  Dans  le  cas  contraire,  il  y  a  deux  posi- 
tions d'équilibre  stable  et  deux  positions  d'équilibre  instable. 

Quand  les  deux  axes  sont  parallèles,  i  est  nul,  et  il  en  est  de 
même  des  quantités  C,  D,  E,  tandis  que  B  se  réduit  a  2  M //t.  La 
valeur  de  1  est  alors  I  =  A  -h  Bcoso,  et  la  seule  position  d'é(|ui- 
libre  stable  est  celle  pour  laquelle  '^  =  o,  à  moins  que  l'une  des 
longueurs  /  ou  h  ne  s'annule,  auquel  cas  I  serait  indépendant  de  c^ 
et  l'équilibre  deviendrait  indilTérenl. 

Quand   les   deux  axes   sont   perpendiculaires,   i  = -^ y  ce   qui 

annule  C  et,  par  conséquent,  a.  Si,  en  même  temps,  '^mxy  =  o, 
c'est-à-dire  si  Cx,  Cy  sont  les  axes  de  l'ellipse  formant  l'inier- 
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section  du  plan  des  xy  avec  l'ellipsoïde  d'inertie,  la  constante  E 
est  nulle,  et  il  en  est  de  même  de  l'angle  p.  L'équation  détermi- 
nant '5  se  décompose  alors  en  deux,  savoir 


sincp  =  o 


et 


p 
cosœ  =  —  • 
^         1 


D'après  cela,  il  y  a  deux  positions  d'équilibre,  l'une  stable, 
l'autre  instable,  pour  lesquelles  le  centre  de  gravité  se  place  dans 
le  plan  XOY,  et  il  y  a  en  outre  deux  positions  d'équilibre,  Tune 
stable,  l'autre  instable,  pour  lesquelles  le  centre  de  gravité  est  en 
dehors  du  plan  XOY;  ces  dernières  n'existent  réellement  que  si 
p  est  inférieur  à  a,  c'est-à-dire  si  M /A  est  inférieur  à  'ï.m{x^ — y'^). 

Ces  résultats  peuvent  trouver  leur  application  dans  la  théorie 
des  régulateurs  à  force  centrifuge;  il  faut,  en  effet,  se  garder  de 
disposer  les  masses  mobiles  de  telle  façon  qu'elles  se  trouvent 
dans  le  voisinage  d'une  pareille  position  d'équilibre,  sans  quoi  le 
régulateur  deviendrait  à  peu  près  insensible  aux  variations  de 
la  force  centrifuge. 

Sans  insister  davantage  sur  l'examen  des  cas  particuliers,  je 
vais  maintenant  rechercher  les  positions  d'équilibre  d*un  solide 
susceptible  de  tourner  autour  d'un  centre  C  lié  à  un  axe  d'entraî- 
nement. 

Rapportons  le  solide  aux  axes  principaux  d'inertie  i\x^  ily,  i^z 


relatifs  au  centre  C.  Par  rapport  à  ces  axes,  l'axe  d'entraînement 
OZ  est  susceptible  croccuper  toutes  les  positions  situées  à  une 
même  dislance  //  dcC,  et  il  s'agit  de  trouver,  parmi  ces  positions, 
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celles  pour  lesquelles  le  moment  d'inerlie  du  corps  devient 
maximum  ou  minimum. 

Considérons  d'ahord  les  positions  de  OZ  parallèles  à  une  même 
direction  CL.  Elles  forment  \\n  cylindre  de  révolution  aulour  de 
CÏj.  Le  momeul  d'inertie  par  rapport  à  Tune  d'elles  s'obtient  en 
calculant  d'abord  le  moment  d'inertie  I^  relatif  à  une  droile  de 
même  direction  menée  par  le  centre  de  gravité  C,  et  ajoutant  le 
produit  de  la  masse  M  par  le  carré  de  la  distance  de  G  à  OZ.  11  y  a 
donc,  pour  l'ensemble  de  ces  droites  parallèles,  un  maximum  et 
un  minimum,  correspondant  aux  deux  positions  situées  dans  le 
plan  GCL.  Si  A'  est  la  distance  de  G  à  CL,  le  maximum  est 
1^-|-M(A -H- /i)^  et  le  minimum  est  I^-h  M(A' — /i)^.  D'ailleurs, 
si  locstle  moment  d'inertie  par  rapport  à  CL,  on  a  Io  =  I^ -h  MA- . 
Le  moment  maximum  est  donc  I0-+-  MA'-^-h  2MA/1,  et  le  moment 
minimum  est  lo-l-MA^ — 2MX7i.  En  laissant  de  côté  le  terme 
constant  M/i^  on  est  amené,  pour  avoir  les  maxima  et  les  minima 
absolus,  à  étudier  les  variations  du  binôme  F  =  I©  =t=  2MA7t.  Nous 
écrirons  simplement  Io-h2MA7/,  en  convenant  que  k  peut  être 
positif  ou  négatif,  suivant  que  l'équilibre  est  stable  ou  instable. 

Soient  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux  en  (C),  et  /?,  r/, 
r  les  coordonnées  de  G.  En  appelant  a,  p,  y  l^s  cosinus  directeurs 
de  CL,  on  a 

K*=r  /?»-♦-  (ji-\-  r* —  i/JOL-i-  ^^J-f-  z'Y)'. 

Les  valeurs  limites  du  binôme  correspondent   aux  é(|uatiofis 

pour  lesquelles  on  a 

àF         OF         ÔF 

"^"     p     -     Y    ' 
ce  qui  conduit  aux  équations 

a  k 

p  a:  y  ^ 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

(A  — B)g3  __  (B~C)3y  ^  (G  — A)Ya 
p^  —  qoL    ~     ^Y  —  '*P     ~"     ''* — T'Y 

Mh(p%-\-  7?  -h  /'y) 


//>*-+-  9*-H  /•*—  (/?a  -^  7  3  -+-  /'y;* 
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(B  —  G)/??Y -+- (G  —  A)7Ya -h(A  —  B)ra?  =  o, 
(B  —  C)«{i«Y«-h  (G  —  A)«Y»a«-h  ( A  —  B  )«aîfl« 

—  M*/i'(/3a  -+-  ^3  -h  /•y)*  =  o. 
En  remplaçant  a,  p,  v  par 


X 


v/a:'-i-/*-+->s'     /a?*  -h  ^*  -h  ^*     ^j:*  -h  j^*  H-  -s' 

on  voit  que  les  directions  cherchées,  considérées  comme  issues  de 
Tongine,  sont  les  génératrices  communes  à  deux  cônes  du  second 
et  du  quatrième  degré.  Il  y  a  donc  huit  positions  d^équilibre, 
réelles  ou  imaginaires. 

Il  serait  fort  ardu  de  discuter  complètement  les  conditions  de 
réalité  de  ces  huit  positions.  Je  me  bornerai  à  établir  qu^elles 
existent  effectivement  dans  certains  cas.  A  cet  effet  j'écrirai,  pour 
abréger  l'écriture, 

B  — C  =  a,         G  — A  =  6,         A  — B  =  c,         M«/i«  =  /n«, 

et  je  ferai  le  changement  de  variables  a  =  yw,  ^  =  yç,  ce  qui,  en 
tenant  compte  de  la  relation  a^ -4-  P'-' -f- y^  =  i ,  conduit  aux  deux 
équations 

apv  H-  bqu  H-  cruv  =  o, 
rt«f2-4-  i}^u*-\-  c^u^v^—  in^ipu  -h  ^i^  -h  r ;'(!/'-+-  v'-f- 1)  =  o. 

Supposons  que  p  et  q  soient  infiniment  petits  du  premier 
ordre,  tandis  que  r  est  fini.  Admettons  en  outre  (|u'aucune  des 
quantités  a,  6,  c,  /;/  ne  soit  nulle. 

La  première  équation  montre  que  l'une  au  moins  des  inconnues 
u  et  {^  est  infiniment  petile.  La  seconde  équation  montre  d'ail- 
leurs qu'elles  ne  peuvent  l'être  simultanément.  Supposons  donc 
d'abord  que  r  est  infiniment  petit,  tandis  que  u  est  fini  ou  infini- 
ment grand. 

Si  u  est  fini,  la  première  équation  se  réduit  à  bq  -f-  ctv  =r  o  et 
fait  connaître  i'.  La  seconde  donne 

d'où 


nir 
(i  —  : 


valeurs  réelles  si  |^|  ^>  mr. 
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Si  u  est  infini,  on  a  encore  bq -i- crv  =  Oj  mais  la  seconde 
équation  devient 

6*  —  /n*  (pu  -h  r )*  =  o, 

d'où 

D       nip 
valeurs  toujours  réelles. 

On  obtient  ainsi  quatre  systèmes  de  solutions  réelles  et  dis- 
tinctes. 

Supposons  maintenant  que  u  soit  infiniment  petit.  En  raison- 
nant de  la  même  façon,  nous  voyons  que  nous  obtiendrons  quatre 
autres  systèmes  de  solutions,  réelles  et  distinctes,  pourvu  que  c, 
en  valeur  absolue,  soit  supérieure  /;//•;  et,  par  conséquent,  nous 
aurons,  en  somme,  huit  positions  d'équilibre  réelles  et  distinctes. 
Il  est  vrai  que,  pour  chaque  système,  notre  calcul  ne  nous  donne 
que  les  valeurs  principales  des  inconnues;  mais,  du  moment  où 
ces  valeurs  principales  sont  réelles  et  distinctes,  il  ne  peut  en  être 
autrement  pour  les  vraies  valeurs  :  car,  si  l'une  de  ces  dernières 
était  imaginaire,  la  quantité  imaginaire  conjuguée  vérifierait  éga- 
lement les  équations  du  problème,  et  le  nombre  total  des  solutions 
surpasserait  huit,  résultat  évidemment  absurde. 

En  résumé  : 

Lorsqu'un  corps  solide  est  mobile  autour  d' un  point  entraîné 
dans  un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  dUin  axe 
fixe,  il  y  a  huit  positions  d'équilibre,  réelles  ou  imaginaires. 
En  particulier,  si  le  centre  de  gravité  du  corps  est  très  rap- 
proché de  Vaxe  principal,  pour  lequel  le  moment  d'inertie 
est  C,  les  huit  positions  d'équilibre  sont  réelles  pourvu  que  les 
différences  A  —  C,  B  —  C  soient,  en  valeur  absolue,  supérieures 
à  la  masse  du  corps  multipliée  par  les  distances  du  centre  de 
rotation  au  centre  de  gravité  et  à  l'axe  fixe. 

En  terminant,  je  ferai  remarquer  que  le  problème  examiné 
admet  une  interprétation  géométrique  assez  simple.  Nous  avons 
été  conduits  à  chercher,  parmi  toutes  les  droites  situées  à  une 
même  distance  d'un  point  donné  C,  quelles  sont  celles  pour  les- 
quelles le  moment  d'inertie  d'un  corps  est  maximum  ou  minimum. 
On  sait  que  les  droites  pour  lesquelles  le  moment  d'inertie  pos- 


-  296  — 

sède  une  même  valeur  sont  les  droites  par  lesquelles  on  peut 
mener  des  plans  tangents  rectangulaires  à  une  quadrique,  et  con- 
stituent par  conséquent  ce  qu'on  appelle  un  complexe  de  Pain- 
vin.  La  quadrique  a  les  mêmes  plans  principaux  que  l'ellipsoïde 
d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité.  Son  équation,  rapportée  à 
ces  plans  principaux,  est 

x^  y*  3* 


^,_2!        ^,._2!        e*-^ 

2  2  2 

en  appelant  Ma^,  M 6^,  Me'  les  moments  d'inertie  par  rapport  aux 
trois  plans  et  Mq^  le  moment  d'inertie  par  rapport  aux  droites  du 
complexe.  Lorsque  q  varie,  la  quadrique  reste  homofocale  à  une 
quadrique  fixe.  Les  droites  du  complexe  passant  par  un  même 
point  forment  un  cône  du  second  ordre  S. 

Ceci  rappelé,  remarquons  que  les  droites  cherchées  doivent  être 
tangentes  à  une  sphère  S  ajant  pour  centre  le  point  C.  Pour 
chaque  complexe,  défini  par  une  valeur  particulière  de  q^  on  peut 
distinguer,  sur  la  surface  de  S,  deux  régions  R|  et  U-j)  définies  de 
la  manière  suivante  :  en  chaque  point  de  R],  le  cône  Z  a  deux 
génératrices  réelles  dans  le  plan  tangent  à  la  sphère;  en  chaque 
point  de  K^,  le  cône  2  coupe  le  plan  tangent  à  la  sphère  suivant 
deux  génératrices  imaginaires.  La  ligne  de  séparation  des  deux 
régions  est  le  lieu  des  points  pour  lesquels  le  cône  S  est  tangent  à 
la  sphère.  11  est  clair  que,  si  q  est  un  maximum  ou  un  minimum, 
la  région  U^  doit  devenir  évanouissante  et,  par  suite,  la  ligne  sépa- 
ralive  de  ll^  et  Rj  doit  se  réduire  à  un  point  ou  à  plusieurs  points 
isolés.  Le  problème  que  nous  avons  traité  revient  donc  à  déter- 
miner, parmi  les  complexes  de  Painviii  associés  à  une  famille  de 
quadriques  homofocales,  ceux  pour  lesquels  il  existe  un  nombre 
fini  de  cônes  du  complexe  tangents  à  une  sphère  donnée  et  ajanl 
leurs  sonnnels  sur  cvUc  sphère. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SEANCES, 


SÉANCE  DUS  NOVEMBRE  1899. 

PRESIDENCE   DE  M.    GUYOU. 

M.  le  Président  fait  part  d'une  lettre  dans  laquelle  M.  RaBy 
témoigne  le  désir  de  résigner  ses  fonctions  de  Secrétaire,  pour 
raisons  de  santé.  M.  le  Président  exprime  les  regrets  que  celte  dé- 
termination causera  à  la  Société  et  les  remercîments  qui  sont  dus 
à  M.  RafTy  pour  les  services  rendus  par  lui  dans  la  rédaction  du 
Bulletin. 

Communications  : 

M.  Bricard  :  Sur  un  théorique  de  la  Géomvtrie  des  coniques. 

M.  Andojer  :  Sur  les  surfaces  de  singularités  des  complexes. 

M.  Fontené  :  Sur  des  lieux  de  points  remarquables  relatifs 
à  des  triangles  inscrits  à  une  conique  et  circonscrits  à  une 
autre  conique. 

M.  Bricard  présente  Cjuelques  observalions  au  sujet  de  propo- 
sitions analogues  établies  par  iM.  Humbert. 

M.  Lecornu  :  Sur  un  problème  de  Mécanique  :  Sur  l^ équi- 
libre relatif  d^  un  solide  sollicité  par  la  force  centrifuge. 

M.  Goursat  adresse  une  Note  Sur  une  transformation  de 
V équation  s^^=  45^(^î  y)P7' 

M.  Lémerav  adresse  une  xNote  Sur  les  équations  fonctionnelles 
linéaires  à  fmction  de  substitution  inconnue. 


SÉANCE  DU  22  NOVHMUUE  1899. 

PliKSIDICNTE  DE    M.    MAL' RICK    irOCA(iNK. 

/ilections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Landau, 
présenté  par  iMM.  Laisanl  et  i^iinlcvé;  MM.  (Jotton,  Guicliard  et 
iNiewenglowski,  présentés  par  MM.  Blulcicl  BorcI  ;  M.  Miller,  pré- 
senté par  MM.  Borel  cl  Dracli. 
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Communications  : 

M.  Laisant  :  Sur  quelques  propriétés  de  la  série  de  Fibonacci, 
M.  Pain  levé  :  Sur  les  intégrales  des  équations  différentielles 

de  la  forme  ~-  =f{x^  y),  oiif{x^y)  désigne  une  fonction  con- 
tinue. 

M.  E.  LiNDAu  fait  la  Communication  suivante  : 

Sar  la  série  des  inverses  des  nombres  de  Fibonacci. 

Les  nombres  de  Fibonacci  sont  déterminés  par  la  formule  de 
récurrence 

en  posant 

On  sait  que  le  quotient     "—  s'approche,   pour  n  infini,   de    la 

Un 

limite —-  donc  la  série  des  inverses 

I         I  I 

1 h.. .H h... 

Ux  Ut  Un 

est  convergente,   et  Ton  peut  se  demander  s'il  est  possible  d'ex- 
primer la  valeur  de  cette  somme  par  des  fonctions  connues,  pro- 
blème sur  lequel  M.  Laisant  a  dirigé  mon  attention. 
Vu  que 


Un  = 


on  a 


/ï 


v^ï 


d'où,  en  posant 


"/*       A 


^s/iy  h-->/iY 


x  '  2  a 


I 


/j  /3.a« 


a"       ^ 
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Considérons  d'ahord  la  somme 


t         I         I 

-H 1 

Ut  Mv  Uq 


On  a 


^       I  1 


♦-Î)/* 


A  =  l  *=o 


A=o  h=z\ 


A=o 


En  désignant  la  valeur  de  la  somme  de  la  série  de  Lambert 


2 


X"* 


X 


x^ 


\  —  X"*  I  —  X  I  —  x* 


par  L(j:),  on  a  évidemment 


2;i=^iM..,-i(«.,i=/î[i.(:^^)-..('-:=,î^)]. 


Quant  à  la  somme 


I         I 

h    - 


h. .  .=   > > 


on  est  conduit  à  une  série  traitée  par  Jacobi,  remarque  que  Cata- 
lan a  déjà  faite. 
En  effet, 


aî/i+-i 


/3 


0  0 

a  —  n^-r-  a^  —  n^  -\-  a'^  — 


-f-rt' 


—  a- 


œ 


a 


^-ei"-- 


r^  a  -r-  2a' H-  rt'-h..  . 


I^a  série  élant  absolument  convergente,  on  peut  réunir  tous  les 
termes  «",  n  parcourant  tous  les  nombres  impairs,  et  Ton  voit 
aisément  qu'un  terme  n^  se  présente  dans  toutes  les  lignes  Jiori- 
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zonlales  correspondant  à  un  diviseur  rf  de  /i,elavec  le  signe  plus  ou 
moins,  suivant  que  -i  est  ^i  ou  ^3  (mod.  4).  ;7  parcourant  avec  d 
tous  les  diviseurs  de  /i,  on  a 

^         0 

où  n  parcourt  tous  les  nombres  impairs,  D(/i)  désignant  l'excès 
du  nombre  des  facteurs  J^k  -\-  \  Aen  sur  celui  des  facteurs  4A*  -|-  3. 
Or,  cet  excès  est  égal  au  double  du  nombre  des  décompositions 
du  nombre  n  en  deux  carrés,  excepté  dans  le  cas  où  n  est  un  carré, 
où  il  faut  retrancher  i  de  ce  double.  On  a  donc 

'  0 

=  (i  -4-  'la^-h  'la**-!-  ^.a^s-h. .  ,)(a  h-  a^-ha^^-h..  .)• 
Les  deux  parenthèses  sont  des  séries  thêta,  et  Ton  a 


SÉANCE  DU  6  DÉCEMBRE  1899. 

PnÉSIDKNCK    I)K    M.    POINCARÉ. 

Corn  m  u  n  ica  t  ions  : 

M.  Andoyer  :  Sur  les  dé^eloppables  admettant  une  ligne 
triple. 

M.  Michel  adresse  tinc  INole  Sur  la  courbe  d'ombre  d'une 
surface  particulière  du  rjuatrii'ine  ordre. 

M.  Lémera y  adressa  tin  Mémoire  Sur  les  fonctions  itérées  et 
leur  inversion. 

M.  Pvi.M.Kvi':  (ail  la  (lomiminlcalion  suivanle  : 


Snr  la  représentation  des  fonctions  elliptiqnes. 

Dans  la  théorie  classique  des  fondions  elliptiques,  on  indique 
trois  modes  généraux  de  représentation  des  fonctions  elliptiques  : 
i"  en  fonction  rationnelle  dep,  p';  2"  à  Taide  du  quotient  de  deux 
produits  de  fonctions  d;  3°  à  l'aide  des  fonctions  !J  (décomposition 
en  éléments  simples  de  M.  Herinite).  Il  y  aurait  un  intérêt  didac- 
tique à  mettre  explicitement  en  évidence  un  quatrième  mode  de 
représentation  qui  est  le  suivant  :  Toute  fonction  elliptique 
d'ordre  n,  soit  'f  (w),  est  représentable  par  le  quotient  de  deux 
expressions  de  la  forme 

(1)  aip(M-+-  /i)-+-a,p'(wH-  A)  4-...-ha,ip<«-«'(a-T-//), 

h  et  les  ai  désignant  des  constantes  convenables. 

Considérons,  en  effet,  les  n  zéros  //  =  a/,  et  les  n  pôles  u  =  (3/ 
de  'f  (^);  on  peut  les  supposer  distincts  et  tels  qu'aucunerelation 
n'existe  de  la  forme 

noLi —  Sa  =  période         ou         /i^,- —  2^  =  périoHc 

[sinon,  on  effectuerai!  sur  o(u)  une  transformation  homogra- 
phique].  Il  est  facile  de  former  une  expression  (i)  qui  ait  précisé- 
ment pour  zéros  ai,  a2,  .  - .,  a/,;  tout  d'abord,  si  la  chose  est  pos- 
sible, on  a  nécessairement 

nA  -+-  «1  -H . . . -♦-  flf/i  =  période, 

d'où 

.  _        Sa,        -2 mi toj -4-  9. /Wj w j 
n  n 

ce  qui  donne  //-  valeurs  de  h  distinctes.  Adoptons  pour  h  une  de 
ces  valeurs,  et  écrivons  que  l'expression  (1)  s'annule  pour  les 
(n  —  i)  valeurs  a,,  ...,  a,,  .1  de  u;  les  (/i  —  1)  relations  linéaires 
et  homogènes  en  «,,  .  .  .,  ftfi  iiinsi  obtenues  ont  leurs  coefficients 
finis  et  sont  toujours  compatibles  pour  des  valeurs  des  ai  qui  ne 
sont  pas  toutes  nulles.  La  /i'*'"'®  racine  de  (i)  est  alors  égale  à 
—  (nh  4-  a^  -f- .  .  .  4-  a„_,),  c'est-à-dire  à  a„-|-  période.  On  forme 
de  la  même  manière  une  expression  (1)  qui  admet  comme  zéros 
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les  n  pôles  ^i  de  'f  (w),  cl,  d'après  Tégalilé 

2  a/  =  S  P/ H-  période, 

on  peut  adopter  dans  la  nouvelle  expression  la  même  valeur  de  h  ; 
soit 

(9.)  Aiji(a  -h  A)-+-  Ajj/(m  -h  h)-v-,..-\-  A„jï<«-»'(  w  -H  A) 

la  nouvelle  expression  ainsi  obtenue.  Posons 

CW       A.(n\-  qiP("  -^  ^)  H-  a»r'(M  -4-  A)  -H. ..-H  q;ij)^^*-«HM  -4-  /t)  , 
^V       VU«;-  A,p(M-f-/i)-t-A,jV(a-h/0-r-...H-Â,,j)t«-«>(tt-^A)' 

le  quotient  ^ç- — -y  qui  n'a  ni  zéros  ni  pôles,  est  évidemment  une 

constante.  La  fonction  ç(w)  peut  donc  toujours  (*)  recevoir  la 
forme  (3).  c.  q.  f.  d. 

Une  fois  choisie  celle  des  n-  valeurs  de  h  qu'on  adopte,  la  fonc- 
tion ^{u)  ne  peut  être  mise  que  d'une  seule  manière  sous  la 
forme  (3);  en  effet,  h  a  nécessairement  la  même  valeur  dans 
l'expression  (a)  et  dans  l'expression  (i),  et  (une  fois  h  déter- 
miné) deux  expressions  telles  que  (i)  ne  peuvent  avoir  les  mêmes 
zéros  ai,  ...,  a,,  sans  coïncider,  à  un  facteur  constant  près.  11 
suit  de  là  que  les  coefficients  a^  A  sont  déterminés  au  même  fac- 
teur constant  près.  Il  existe  donc  n^^  représentations  (3)  distinctes 
de  la  fonction  donnée  'f  (w). 

L'application  de  ce  ihéorènic  aux  colirbes  de  genre  i  dans  un 
espace  quelconque  conduit  aussitôt  à  la  représentation  classique 
des  coordonnées  homogènes  d'un  point  de  la  courbe  {voir  IAkx.- 
VHE^ ^Fondions  ellipliqites,  Tome  II,  Chapitre  XI,  où  le  théorème 
précédent  se  trouve  employé  implicilcuienl). 


(•)  Si  l'on  a  dû  effectuer  sur  9  une  Iransformalion  homographique,  il  est  clair 
que  la  transfonnalion  iu)moj;;raphique  inverse  conserve  la  forme  de  l'expres- 
sion (3).  Celle  transformalion  peut  d'ailleurs  tHre  éviu'e  :  il  suffit  d'admettre  que 
les  n  valeurs  de  a-  (ou  p.)  puissent  coïncider  entre  elles  ou  avec  —  /t(  A  étant  la 
valeur  adoptée  parmi  les  /i=  valeurs  possibles).  Si  fl  racines  a  coïncident  avec  — /i, 
on  annule  les  fl  derniers  coefficients  a.  de  (i),  et  l'on  exprime  ensuite  que  l'ex- 
pression admet  les  autres  racines  avec  leur  ordre  de  multiplicité  (diminué  d'une 
unilé  pour  une  d'entre  elles). 
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